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Lésungen:
8. Logische Schaltfunktionen:

(a) A|B = —(AA B) (betrachte die Wahrheitstafeln). (1 P.)
(b) A|A = -A (betrachte die Wahrheitstafeln). (1 P.)
(c) Seien A, B Aussagen.

Aufgabe 7 d) = -(AV B) < (~A A —B).

Negation beider Seiten ergibt: (AV B) <= —(—A A -B).

Teilaufgaben a) und b) liefern die Behauptung: (AV B) < ((A|A)|(B|B))
(2P)

(d) Nach Aufgabe 7 a) ist A = B logisch dquivalent zu AV B.
Nach der vorherigen Teilaufgabe ist das wegen —A <= A|A:

(((AlA)[(A|ANI(B|B))
(1P)

Bemerkung: In der technischen Literatur wird | ein Sheffer-Gatter genannt. -

Man kann zeigen, dafi man jede Boolesche Funktion (sog. binire Schaltfunktion)
durch | ausdriicken kann.

9. Regeln der Mengenalgebra
Die entsprechenden logischen Regeln sind (fiir z € U):

a) Idempotenz
b) Kommutativitit
c) Assoziativitit

ctEMANzeEM<c<—zeM
tEMANzeEN<zeNAzeEM
zeELAN(zeMAZEN) <
(zeLANze M)Az eEN
TEMAN(zeMVzeN) =

e M
zeLlAN(zeMVzeN)

reEMVzeM—zeM
seEMVze N zeNVzeM
zeElV(zeMVzeN) <
(zreLVzeM)VzeN
zeMV(zeMAzeN)

=zre M
zelVize MAzeN)

d) Absorption

e) Distributivitét

(x € LAz € M)V(z € LAz € N)

(z € Lvz € M)A(z € LVz € N)

Komplementaritét

z € MAx ¢ M = Widerspruch
(es kann daher kein solches z ge-

zreMVaed¢ M ist fiir jedes z €
U erfiillt.

ben) -
g) Regeln von de Morgan (fl(l:veM/\xeN))<=> (~(zeMVzeN))
(zgM)V(z ¢ N)) (z¢ M)A (z ¢ N))
h) Konsistenz (xeMAzeN<—zec M) (zeMVzeN <> z€eN)
— —

(xeM = z€N) (e M =z € N)

(Pro Regel 1 P., zusétzliche Angaben konnen mit 1/2 Zusatzpunkt pro Regel honoriert
werden). '

10. Potenzmenge:

Man beweise oder widerlege (durch ein Gegenbeispiel) die folgenden Aussagen fiir
Mengen M, N:

(a) Aussage richtig. Denn seien M, N Mengen.
MCN< (€ M=z €N)
PM)CPN)<= (UCM=UCN)
Daher ist zu zeigen:
(teM=2zeN)<=UcCM=UCN)
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i =
Sei U C M und z € U. Dann folgt z € M und daraus z € N, also gilt
UcV.

il <
teEM = {zr}CM={z}CN=z€N
(3P)

(b) Aussage falsch. Gegenbeispiel z.B: M = {1,2}, N = {1}. Dann
P(M)) ={0,{1},{2},{1,2}},
P(N)) = {0,{1}},
P(M))\P(N)) = {{2},{1,2}},

(M\N)={2},
P(M\ N))={0,{2}}.
(1P)

(c) Aussage richtig. Beweis:
UePMNN)<=UCMNN<= UCM)ANUCN) =
(UeP(M))AN{U € P(N)) < Ue€P(M)NP(N)
(1P)

11. Kartesisches Produkt:
Seien M, N Mengen und m,m' € M, n,n’ € N.

(a) i Fallm=n:
Dann gilt:
{{m}, {m,m}} = {{m}, {m}} = {{m}}
Aus {{m'}, {m/,n'}} = {{m}} folgt:
A. {m'} = {m}, also m' =m.
B. {m/,n'} = {m}, alsom' =mund n' =m = n.
ii. Fall m # n:
Dann hat {m,n} zwei Elemente. Da {m’} nur ein Element hat, kann nicht
{m,n} = {m'} sein, somit muB {m,n} = {m’,n’} und {m} = {m'} gelten.
Es folgt m =m’ und n = n/.
(3P)
(b) Gegenbeispiel: Es ist
P0) = {0}, P(P(0)) = {0,{0}}.
Fiir dieses Beispiel braucht man tatséchlich
M :=P(P(P(0))) = {0, {0}, {{0}}, {9, {0}}}
Man setze m = {{0}},n =0, m' = n’ = {0}.
Dann ist in diesem Ansatz
(m,n) = {{{{0}}}, {{0}}}, (m/,n’) = {{{0}}, {{{0}}}},

also (m,n) = (m/,n’), aber m # m',n # n'.

Ein anderes Beispiel ist M := {1,2} UP({1,2}) = {0,1,2,{1}, {2}, {1,2}} und
m={1},n=2,m' = {2},n' = 1.
(2P)
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