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1. Rang einer Matrix

Es seien A, B € IR¥ reelle 3 x 3 - Matrizen. Fiir welche r € {0,1,2, 3} gilt:
1gA = rgB =r = rg(BA) = r?
Begriindungen!
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2. Koordinatentransformationen

Sei d : IR® — IR? eine Drehung im IR?® mit dem Drehwinkel 90° um die Achse

()

Man gebe die Matrixdarstellung von d bzgl. der kanonischen Basis £ — {e1, €2, e3} des
IR? an. Man bestimme dazu zuerst die Matrixdarstellung der linearen Abbildung d
bzgl. einer geeigneten Orthonormalbasis des IR3.

Es gibt zwei solche Drehungen (nach links und nach rechts bei einer gewdhlten Orien-
tierung). Es ist eine der beiden Drehungen zu betrachten, Auswahl beliebig.
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3. Permutationen

Man berechne:
(a)
> (o)

o€Ss

2 le(o)]

€Sy
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4. Determinanten

(a) Man berechne iiber Zs:

210
det] 1 2 1
2 20

(b) Man berechne iiber IR:
1 2 3 4
8 7 6 5
9 10 11 12
16 15 14 13

det
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5. Diverse Fragen

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? (Pro richtiger Antwort 0,5 Punkte,
pro falscher Antwort -0,5 Punkte, pro nicht gegebener Antwort 0 Punkte. Negative
Gesamtpunktzahlen werden durch Gesamtpunktzahl 0 ersetzt. )

Frage w|f
Zwei affine Unterrdume z; + U; und z, + U, eines Vektorraums V'
sind genau dann gleich, wenn gilt: U; = U, und T —x €U,

Das Signum einer Transposition ist +1

det : K™ — K ist fiir alle n > 1 linear

det A € Z, falls alle Koeffizienten von A ganze Zahlen sind
det(AB) = det A - det B

det(AB) = det(BA)

det A1 = (det A) T

det(A + B) = det A + det B

det(A + B) = det(B + A)

det(—A) = —det A

Pro Aufgabe 5 Punkte.

Jede Klausurteilnehmer hat fiir sich alleine zu arbeiten. Wer abschreibt oder abschreiben
lapt oder unerlaubte Hilfsmittel benutzt, wird sofort disqualifiziert.

Es ist ein Lichtbildausweis offen bereitzuhalten und bei der Abgabe vorzuzeigen
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Losungen:

1. Rang einer Matrix Es seien A, B € IR®*3 reelle 3 x 3 - Matrizen. Fiir welche
r€{0,1,2,3} gilt: rgA = rgB =7 = 1g(BA) = r?

(a) r = 0: Beide Matrizen enthalten nur N ullen, also auch ihr Produkt. Die Aussage
ist daher in diesem Fall richtig.

(b) 7= 3: Aussage richtig.
ErsteABegrﬁndung: Ist der Rang bei A und B maximal, sind die Abbildungen A

und B Isomorphismen, also auch BA = Bo A und damit auch der Rang von BA
maximal.

Zweite Begriindung: Ist der Rang bei A und B maximal, so sind die Determi-
nanten # 0, also nach dem Determinantenmultiplikationssatz auch det(BA) =
det Bdet A # 0.

(c) r=1: Aussage falsch.

100 000 0 00
Beispiel: A= 0 0 0 |,B=|0 1 0 yBA=10 0 0 |.
000 00O 0 00

(d) r = 2: Aussage falsch.

1 00 0 0O 000
Beispie: A= 0 1 0 [,B=]01 0 y,BA=101 0
000 0 01 000

2. Koordinatentransformationen Vgl. Staatsexamensaufgaben Herbst 1998, Thema
3, Aufgabe 4

Sei d : IR® — IR eine Drehung im IR® mit dem Drehwinkel 90° um die Achse

()

Man gebe die Matrixdarstellung von d bzgl. der kanonischen Basis £ = {e1,e2,e3} des
IR? an. Man bestimme dazu zuerst die Matrixdarstellung der linearen Abbildung d
bzgl. einer geeigneten Orthonormalbasis des IR3.

Es gibt zwei solche Drehungen (nach links und nach rechts bei einer gewdhlten Orien-
tierung). Es ist eine der beiden Drehungen zu betrachten, Auswahl beliebig.

Die Basis B = {b1, b, b3} entstehe aus £ = {e1, ez, e3} durch eine Drehung um 45° um
die Achse IR - e3; dabei geht

V2/2
ey iiber in b, = ( \/5/2 ),
0

_\/ﬁ /2
€9 in b2 = \/-2-/2 3
0
e3 bleibt fest (d.h. e3 = b3).

Die Drehmatrix dieser Koordinatentransformation ist also

V2/2 —/2/2 0
B= ( V2/2 V2/2 0 )
0 0 1
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Die Transformationsmagtrix des Basiswechsels ist

v2/2 V2/2 0
7§ =B = | —v2/2 v2/2 0 | (Drehung um den Winkel -45°)
0 0 1

Bzgl. der Matrix B wird d dargestellt durch die durch die folgende Matrix oder (je
nach Auswahl der Drehrichtung) durch ihre inverse (= transponierte) Matrix:

10 0
D=100 -1 |=MEQa).
01 0

Bzgl. der Matrix E wird daher die Drehung d dargestellt Matrix:
ME(d) = TEME(A)TE = BDB-! =

V2/2 —\2/2 0 10 0 V2/2 \2/2 0
v2/2  V2/2 0 0 0 —1) (_\/5/2 V2/2 0):
0 0 1 01 0 0 0 1

V2/2 —/2/2 0 V2/2 V2/2 0
V2/2 V2/2 0 0 0 _1):
0 0 1 -v2/2 V2/2 0

172 172 V2/2

/2 1/2 —\/ﬁ/z).

-v2/2 v2/2 0

Man kann die Aufgabe auch wie folgt 16sen und damit den formalen Kalkiil der Basis-
transformationen vermeiden:

Die Basisdarstellung der kanonischen Basisvektoren bzgl. der Basis B ist
er=v2/2 by —/2/2 by,

e2 =/2/2 by +v/2/2 by,

es = bs.

Die Bilder von ey, e; und ez unter der Abbildung d berechnen sich also bzgl. der Basis

B:
v2/2 V2/2
d(el)zD(—\/ﬁﬂ):( 0 )Z\/i/le—\/i/ngz
0 —/2/2
1/2 e14+1/2 e3 — v/2/2 es.
v2/2 v2/2
d(eg)ZD(ﬁ/Q)z( 0 )=\/§/2b1+\/§/2b3=
0 V2/2

1/2 e1 +1/2 e3/2/2 es.

0 0
d(€3)=D(O)=(—-1)=——b2=
1 0

\/5/2 e — \/5/2 €a.

1/2 172 2/2
Daraus ergibt sich ebenfalls die Abbildungsmatrix M&(d) = 1/2 /2 —/2/2 |.
—2/2 V2/2 0
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3. Permutationen

(8) Yoess €(0) = Anzahl der geraden Permutationen in Ss - Anzahl der ungeraden
Permutationen in S5 = 0, da es in jeder Permutationsgruppe gleich viel gerade
und ungerade Permutationen gibt.

(b) Yoess 16(0)| = Tyes, 1 = Anzahl der Permutationen in S = 5! = 120.

4. Determinanten

(a) Uber % ist

210
det| 1 2 1 | = (mit 1. Z3 =235+ 7Z3. 2. Zy := Zy + Zg)
2 20
210
det] 0 0 1 | = (Z3 und Z3 vertauschen)
011
210
—det] 0 1 1 [=-2-1-1==2 (da Dreiecksmatrix)
0 01
(b) Uber IR ist
1 2 3 4
8 7 6 5
det 9 10 11 12 | = (Zy =21+ 23,24 := Z3 + Zy)
16 15 14 13
1 2 3 4
9 9 9 9
=det] 9 10 11 12
25 25 25 25
1 2 3 4
1 1 1 1
=9:25-detf 5 15 19 19 | =
11 1 1
=9-25-0=0.

5. Diverse Fragen

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? (Pro richtiger Antwort 0,5 Punkte,
pro falscher Antwort -0,5 Punkte, pro nicht gegebener Antwort 0 Punkte. Negative
Gesamipunktzahlen werden durch Gesamtpunktzahl 0 ersetzt.)

Frage w
Zwei affine Unterrdume z; + U; und z, + U, eines Vektorraums V | X
sind genau dann gleich, wenn gilt: U; = Uy und 2y — 2, € U;
Das Signum einer Transposition ist +1

det : K™*"™ — K ist fiir alle n > 1 linear

det A € Z, falls alle Koeffizienten von A ganze Zahlen sind
det(AB) =det A -det B

det(AB) = det(BA)

det A~ = (det A)~T

det(A+ B) =det A+ det B

det(A + B) = det(B + A)

det(—A) = —det A X

f

olke
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