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P r ofessor Dr . GÄu n th er Kr au s

ÄUbungen zur Vorlesung
Lineare Algebra und Analytische Geometrie I (Kraus)

Winter semester 2005/06, Klausur 1

1 . P er mutationen S e i S3 d ie Me n g e d e r P e r m u t a t io n e n vo n f1 ; 2 ; 3 g. Ma n b e we is e o d e r
wid e r le g e :

( a ) S e i ¾ := ( 1 2 3 ) 2 S3.D ie A b b ild u n g

¾̂ : S3 ! S3
¿ 7! ¾¿

is t s u r je kt iv.

( b ) D ie A b b ild u n g

q S3 ! S3
¿ 7! ¿ 2

is t s u r je kt iv.

0
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2 . LÄosungsr aum eines homogenen linear en Gleichungssystems: FÄu r a 2 IR u n d

A :=

0
B@

4 3 a
a2 a2 ¡ 1 2
¡2 a ¡3

2
a ¡ 2

1
CA s e i L ( A ) d e r L Äo s u n g s r a u m d e s h o m o g e n e n lin e a r e n Gle i-

c h u n g s s ys t e m s Ax = 0 .

Ma n b e s t im m e d im L( A) in A b h Äa n g ig ke it vo n a. ( Fa llu n t e r s c h e id u n g u n d B e g r Äu n d u n -
g e n !)
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3 . Linear e Abbildungen und Dimension: S e ie n V;W e n d lic h -d im e n s io n a le V e kt o r r Äa u m e
Äu b e r e in e m K Äo r p e r K. Ma n b e we is e o d e r wid e r le g e :

( a ) E s g ib t e in e n Mo n o m o r p h is m u s f : IR 3 ! IR 2.

( b ) E s g ib t e in e n E p im o r p h is m u s g : IR 3 ! IR 2.
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4 . Steinitzscher Austauschsatz.

( a ) Ma n fo r m u lie r e d e n S t e in it z s c h e n A u s t a u s c h s a t z fÄu r e n d lic h -d im e n s io n a le V e k-
t o r r Äa u m e .

( b ) N a c h we lc h e m B e we is p r in z ip wir d d ie s e r S a t z b e wie s e n ?

( c ) W e lc h e B e d e u t u n g h a t d ie s e r S a t z f Äu r d e n B e g r i® d e r D im e n s io n e in e s e n d lic h -
d im e n s io n a le n V e kt o r r a u m s ?
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5 . B asiser gÄanzungssatz/Dimensionsfor mel D ie lin e a r e A b b ild u n g f : IR 3 ! IR 3 s e i

b e s t im m t a ls f = Â m it A =

0
B@

1 ¡1 1
1 1 0
0 0 0

1
CA.

( a ) Ma n b e s t im m e u n d s kiz z ie r e d ie B ild e r f ( ei ) d e r B a s is ve kt o r e n ei; i = 1 ; 2 ; 3 .

( b ) Ma n b e s t im m e U := Kef ½ IR 3 u n d g e b e e in e B a s is B vo n U a n .

( c ) Ma n e r g Äa n z e d ie B a s is B vo n U d u r c h A u s wa h l g e e ig n e t e r V e kt o r e n u n t e r d e n
ei; i 2 f1 ; 2 ; 3 g z u e in e r B a s is vo n IR 3?

P r o A u fg a b e 4 P u n kt e .

J ede K lausurteilnehmer hat fÄur sich alleine zu arbeiten. W er abschreibt oder abschreiben
lÄa¼t oder unerlaubte Hilfsmittel benutzt, wird sofort disquali¯ziert.
E s ist ein L ichtbildausweis o®en bereitzuhalten und bei der Abgabe vorzuzeigen
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LÄosungen:

1 . P er mutationen S e i S3 d ie Me n g e d e r P e r m u t a t io n e n vo n f1 ; 2 ; 3 g.

( a ) S e i ¾ := ( 1 2 3 ) 2 S3. Ma n z e ig e : D ie A b b ild u n g

¾̂ : S3 ! S3
¿ 7! ¾¿

is t s u r je kt iv.

A u s s a g e r ic h t ig . B e we is :

i. 1 . MÄo g lic h ke it : S e i ½ 2 S3. S e t z e ¿ := ¾¡1½. D a n n ¾̂ ( ¿ ) = ¾¿ = ¾¾¡1½ = ½.

ii. 2 . MÄo g lic h ke it : E xp liz it e Ta b e lle fÄu r d ie K o m p o s it io n m it d e r a n g e g e b e n e n
P e r m u t a t io n ¾ = ( 1 2 3 ) .

¿ ¾¿

( 1 ) ( 1 2 3 )
( 1 2 ) ( 1 3 )
( 1 3 ) ( 2 3 )
( 2 3 ) ( 1 2 )
( 1 2 3 ) ( 1 3 2 )
( 1 3 2 ) ( 1 )

( b ) D ie A b b ild u n g

q S3 ! S3
¿ 7! ¿ 2

is t s u r je kt iv.

A u s s a g e fa ls c h . D e n n d ie W e r t e vo n q e r g e b e n s ic h a u s fo lg e n d e r Ta b e lle :

¿ ¿ 2

( 1 ) ( 1 )
( 1 2 ) ( 1 )
( 1 3 ) ( 1 )
( 2 3 ) ( 1 )
( 1 2 3 ) ( 1 3 2 )
( 1 3 2 ) ( 1 2 3 )

D ie Tr a n s p o s it io n e n ( 1 2 ) ; ( 1 3 ) ; ( 2 3 ) ko m m e n a ls o n ic h t im B ild vo n q vo r .

( P r o Te ila u fg a b e 2 P .)

2 . LÄosungsr aum eines homogenen linear en Gleichungssystems: FÄu r a 2 IR u n d

A :=

0
B@

4 3 a
a2 a2 ¡ 1 2
¡2 a ¡3

2
a ¡ 2

1
CA s e i L ( A ) d e r L Äo s u n g s r a u m d e s h o m o g e n e n lin e a r e n Gle i-

c h u n g s s ys t e m s Ax = 0 .

Ma n b e s t im m e d im L( A) in A b h Äa n g ig ke it vo n a. ( Fa llu n t e r s c h e id u n g u n d B e g r Äu n d u n -
g e n !)
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( a ) 1 . MÄo g lic h ke it : Ma n g e h t g e n a u e n t s p r e c h e n d d e m Ga u ¼ -A lg o r it h m u s vo r . E r s e t z t
m a n Z2 d u r c h 4 Z2 ¡ a2Z1 u n d Z3 d u r c h 2 Z3 + aZ1, e r h Äa lt m a n d ie S t u fe n m a t r ix

0
B@

4 3 a
0 a2 ¡ 4 8 ¡ a3

0 0 ¡4 + a2

1
CA

( 2 P .)

Ma n s ie h t :

i. FÄu r a2 = 4 , a ls o a 2 f¡ 2 ; 2 g, ve r s c h win d e t d ie d r it t e Ze ile d e r S t u fe n m a t r ix.

ii. D ie z we it e Ze ile d e r S t u fe n m a t r ix ve r s c h win d e t fÄu r a = 2 , n ic h t a b e r f Äu r
a = ¡ 2 .

( d a fÄu r z u s a m m e n 1 P .)

iii. FÄu r a =2 f¡2 ; 2 g ve r s c h win d e t we d e r d ie z we it e n o c h d ie d r it t e Ze ile d e r
S t u fe n m a t r ix. ( 1 P .)

A ls o g ilt :

a r = R a n g vo n A 3 ¡ r = D im e n s io n d e s L Äo s u n g s r a u m s

2 1 2
-2 2 1

=2 f¡ 2 ; 2 g 3 0

( b ) 2 . ( h a lb e ) MÄo g lic h ke it : W e n n e in e m d ie A u s n a h m e we r t e a 2 f¡ 2 ; 2 g b e i B lic k
a u f d ie Ma t r ix a u ®a lle n , lie g t e s n a h e , d ie s e W e r t e d ir e kt in A e in s e t z e n . Ma n
e r h Äa lt :

i. FÄu r a = 2 : A =

0
B@

4 3 2
4 3 2
¡ 4 ¡ 3 ¡2

1
CA, a ls o r g A = 1 , d im L = 2 .

ii. FÄu r a = ¡2 : A =

0
B@

4 3 ¡ 2
4 3 2
4 3 ¡ 2

1
CA, a ls o r g A = 2 , d im L = 1 .

iii. FÄu r a =2 f¡2 ; 2 g is t e s a b e r o h n e e in e R e c h n u n g wie b e im Ga u ¼ -A lg o r it h m u s
n ic h t n a c h we is b a r , d a ¼ d a n n r g A = 3 , a ls o d im L = 0 g ilt . E s e r g ib t s ic h a ls o
ke in e vo lls t Äa n d ig e L Äo s u n g . B e we r t u n g d ie s e s L Äo s u n g s ve r s u c h s d a h e r n u r m it
r / 2 .

3 . Linear e Abbildungen und Dimension: S e ie n V;W e n d lic h -d im e n s io n a le V e kt o r r Äa u m e
Äu b e r e in e m K Äo r p e r K. Ma n b e we is e o d e r wid e r le g e :

( a ) E s g ib t e in e n Mo n o m o r p h is m u s f : IR 3 ! IR 2.

A u s s a g e fa ls c h . B e we is : W Äa r e f e in s o lc h e r Mo n o m o r p h is m u s , wÄa r e n f ( e1 ) ; f ( e2 ) ; f ( e3 )
l.u . V e kt o r e n in IR 2. W e g e n d im IR 2 = 2 is t d ie s e in W id e r s p r u c h z u m A u s t a u s c h -
s a t z ( o d e r Äa h n lic h e A r g u m e n t a t io n ) .

( b ) E s g ib t e in e n E p im o r p h is m u s g : IR 3 ! IR 2.

A u s s a g e r ic h t ig . B e we is : f = Â m it A =

Ã
1 0 0
0 1 0

!
B e id e B a s is ve kt o r e n d e s

IR 2 ko m m e n im B ild vo n f vo r ; d a h e r is t f s u r je kt iv.

( P r o Te ila u fg a b e 2 P .)

4 . Steinitzscher Austauschsatz.
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( a ) Ma n fo r m u lie r e d e n S t e in it z s c h e n A u s t a u s c h s a t z fÄu r e n d lic h -d im e n s io n a le V e k-
t o r r Äa u m e .

Zit a t :

Satz 4.2.5.3 ( S t e in it z s c h e r A u s t a u s c h s a t z fÄu r e n d lic h -d im e n s io n a le V e kt o r r Äa u m e )

K K Äo r p e r , V K-V R , fb1; : : : ; bng B a s is .

v1; : : : ; vk 2 V l.u . =)
i. k · n

ii. Ma n ka n n d ie B a s is fb1; : : : ; bng s o n u m e r ie r e n , d a ¼ a u c h fv1; : : : ; vk; bk+1; : : : ; bng
e in e B a s is is t .

( 2 P .)

( b ) N a c h we lc h e m B e we is p r in z ip wir d d ie s e r S a t z b e wie s e n ?

Zit a t :

B eweis: V o lls t Äa n d ig e In d u kt io n n a c h k. ( 1 P .)

( c ) W e lc h e B e d e u t u n g h a t d ie s e r S a t z f Äu r d e n B e g r i® d e r D im e n s io n e in e s e n d lic h -
d im e n s io n a le n V e kt o r r a u m s ?

Zit a t :

Kor ollar 4.2.5.4 V V R ; in V g e b e e s e in e e n d lic h e B a s is B d e r L Äa n g e n.

i. Je d e B a s is vo n V is t e n d lic h .

ii. Je d e B a s is vo n V h a t n E le m e n t e .

D a s h e i¼ t : D e r D im e n s io n s b e g r i® is t wo h ld e ¯ n ie r t . ( 1 P .)

5 . B asiser gÄanzungssatz/Dimensionsfor mel D ie lin e a r e A b b ild u n g f : IR 3 ! IR 3 s e i

b e s t im m t a ls f = Â m it A =

0
B@

1 ¡1 1
1 1 0
0 0 0

1
CA.

( a ) Ma n b e s t im m e u n d s kiz z ie r e d ie B ild e r f ( ei ) d e r B a s is ve kt o r e n ei; i = 1 ; 2 ; 3 .

D ie B ild e r f ( ei ) s in d d ie S p a lt e n ve kt o r e n d e r Ma t r ix, a ls o f ( e1 ) =

0
B@

1
1
0

1
CA, f ( e2 ) =

0
B@

¡1
1
0

1
CA, f ( e3 ) =

0
B@

1
0
0

1
CA. ( 1 P .)

( b ) Ma n b e s t im m e U := Kef ½ IR 3 u n d g e b e e in e B a s is B vo n U a n .

D ie z u A g e h Äo r ig e S t u fe n m a t r ix is t

0
B@

1 ¡ 1 1
0 2 ¡1
0 0 0

1
CA. D ie p a r a m e t r is ie r t e L Äo s u n g

is t d a h e r x( t) =

0
B@

¡ t
2
t
2

t

1
CA. ( 1 P .)

A ls B a s is vo n U e r h Äa lt m a n B = fu =

0
B@

¡1
2
1
2

1

1
CAg. ( 1 P .)

( c ) Ma n e r g Äa n z e d ie B a s is B vo n U d u r c h A u s wa h l g e e ig n e t e r V e kt o r e n u n t e r d e n
ei; i 2 f1 ; 2 ; 3 g z u e in e r B a s is vo n IR 3?

D a d e r V e kt o r u in ke in e r d e r d u r c h z we i d e r B a s is ve kt o r e n ei; i = 1 ; 2 ; 3 a u fg e s p a n n -
t e n E b e n e n lie g t ( in ke in e r K o o r d in a t e n e b e n e ) , b ild e t u z u s a m m e n m it je z we i d e r
B a s is ve kt o r e n ei; i = 1 ; 2 ; 3 e in e B a s is , a ls o z .B . fu; e1; e2g. Ma n ve r i¯ z ie r t le ic h t d ie
l.U . d ie s e r 3 V e kt o r e n . ( 1 P .)
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