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Thema Nr. 1
(Aufgabehgruppe)
Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengljuppe zu bearbeiten.

- Vorbemerkung: Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und mchttrzvzalen Rech-
nungen mit einem erkldrenden Text zu begrunden

Aufgabe 1 6 Punkte):

Beweisen Sie oder widerlegen Sie:

a) V35 ist irrational.

b) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

c) Fiir unendhch viele ganze Zahlen n sind dle belden Zahlen 77n + 1 und 143n + 2 nicht
teilerfremd. -

Aufgabe 2 (8 Punkte):

Sei n > 2 eine natiirliche Zahl und sei S,, die Gruppe der Permutationen von {1,2,..., n}
Es bezeichne o den n-Zyklus (1,2,...,n) und H die.von « erzeugte Untergruppe in S, , ‘
ferner set » L :

G ={o€S,; o(n) =n}
Zeigeh Sie: -

a) Die Multiplikationsabbildung

£

HxG— S, , (o) alo

ist bijektiv. ’
b) Fiir m >4 ist H kein Normalteiler von S, .

<) Zu jedem o € G und jedem ¢ mit 1 < ¢ < n existiert ein p € G mit oot = a°® p

Aufgabe 3 (8 Punkte):

Sei p eine Primzahl, sei C = exp L 2’” und sei R der kleinste Unterring von C, der Z und ¢
‘enthilt. Zelgen Sie:

a) 1,(,¢2,...,(P"2 ist eine Z-Basis von R.

b) Sei a € Z. Dann gibt es einen Ringisomorphismus
J(Ee) = mem
Z/Y a") —— R/(a—()
(%)
c) 2—¢ ist genau dann Primelement in R, wenn 2 — 1 Primzahl ist.

Fortsetzung nichste Seite!
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Aufgabe 4 (8 Punkte)

Sei LC C der Zerfa.llungskorper des Polynoms X" + 1 -1 uber Q (2)., wobei 2

Fiir natiirliche Zahlen n sei ¢, = exp 2mi Zelgen Sie:

a) Q(¢r,9) = Q((2s) und [Q((r,9) = Q(3)] =6.
b) [L: Q) =42.

c) L ist abgeschlossen unter der komplexen Konjugatlon

d) L ist Galoiserweiterung von Q.

= —1 sei.
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Thema Nr. 2

’ (Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

" Vorbemerkung: Bei den Jolgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nzchttrlvzalen Rech-
~nungen mit einem erkldrenden Text zu begriinden.

Aufgabe 1 (6 Punkte):

Zeigén Sie, dass es zwei nichtisomorphe nichtabelsche Gruppen der Ordnung 20 gibt!

Aufgabev 2 (6 Punkte):
Sei G eine endiiche Gruppe. Zeigen Sie:
a) Tst Aut(G) zyklisch, so ist G abelsch.
| b) Ist |[Aut(G)| = 2, so0 ist G zyklisch der Ordnung 3, 4 oder 6.

Aufgabe 3 (6 Punkte):

* Sei R ein (nullteilerfreier, kommutativer) Hauptidealring und I = Ra ein von {0} verschie-
denes Ideal von R. Ze_igén Sie, dass I nur in endlich vielen Idealen voni R enthalten ist! ‘

Aufgabe 4 (6 Punkte): -
Zeigen Sie, dass das Polynom
FX)=X*+X2-2X —1

in Q[X] irreduzibel ist, und bestimmen Sie deﬁ Isomorphie-Typ seiner Galoisgruppe!

Aufgabe 5 (6 Punkte):

Sei K ein endlicher Korper und L|K eine endliche Erweiterung mit Galoisgruppe G'. Zeigen
Sie, dass L|K eine Normalbasis besitzt, d.h. zeigen Sie die Existenz eines o € L mit

L=Y Ko(a)

c€G
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Thema Nr. 3
~ (Aufgabengruppe) |

Es sind alle Aufgabenvdieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung Bei den folgenden Aufgaben smd alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rech-
nungen mzt eznem erkldrenden Text zu begrunden

Aufgabe 1 (7 Punkte)

a) Bestlmmen Sie alle Isomorphletypen abelscher Gruppen mit 56 Elementen'
b) Zelgen Sie: Jede Gruppe mit 56 Elementen enthalt eine normale Sylowuntergruppe #1.

c) Zeigen Sie: Enthalt eine solche Gruppe G' mit 56 Elementen eine mcht-normale 7-Sylow-
untergruppe H und bezeichnet K die 2- Sylowuntergruppe in- G so ist
K Z/QZXZ/QZXZ/ZZ

[Hinweis: Zeigen Sie zuniichst, dass der Zentralisator von K in H trivial ist und
folgern Sie daraus, dass H auf den Elementen # 1 von K transitiv operiert.]

Aufgabe 2 (9 Punkte):

Es sei R = Z[V2] = {a+bv2; a beZ} Zeigen Sie:
a) Die Abbildung

‘N: R—->Rso , a+b/2|a® 207

ist multiplikativ. |

b) R ist ein euklidischer Ring beziiglich N.

d

)
c) Ein Element r € R ist genau dann eine Einheit, wenn N(r) =1 ist.
) R besitzt unendlich viele Einheiten.

)

e) Zerlegen Sie das Element 21 in R in Primfaktoren.

_ Aufgabe 3 (7 Punkte):

Geben Sie alle Losungen X der Gleichung .
X"=15
in der Gruppe GL5(Q) an (mit Begriindung).

Aufgabe 4 (7 Punkte):

a) Geben Sie ein Verfahren an, um rmt Zirkel und Lineal zu einem gegebenen Dreleck ein
Quadrat mit gleichem Flicheninhalt zu konstruieren!

b) Sei o eine algebraische Zahl vom Grad 4 iiber @ und N der normale Abschluss von

Q () . Zeigen Sie: Wenn Gal(N|Q) isomorph zur alternlerenden Gruppe Ay ist, kann o
mcht mlt erkel und Llneal konstrulert Werden :



