""Priifun_g_s:teilnehmer ~ Priifungstermin B Einzelpriifungsnummer 5

" Kennzahl: : o - | N | ' ,
o - Frithjahr - e
Kennwort: SR T 63911 '
_ 2005 Riey
“Arbeitsplatz-Nr.: o -

'Efst,e Staatspriifu‘ng fiir éin Lehfarfnt an iiffentlic’hen'Schillen

- l_‘)_r'i’i,__fungsau-fgab_en -

Fach: - Mathe_matik (vertieft studiert)
- ‘Einzelpriifung: Algebra
Anzahl der gestellten Themen (Aufgaben): 3

Anzahl der Druckseiten dieser Vorlage: 5

Bitte wenden!



Frihjahr 2005 Einzelprﬁfungsnunnner: 63911 - ‘Seite: 2

Thema Nr 1
: (-Aﬁfgabengruppe)
Es sind alle Aufgaben dieser Aufg-abehgruppe zu bearbeiten.
Vorbemerkung: Auf die einzelnen /iufg_aben wird jeweils maximal diei in Klammérﬁ aﬁgegebene‘ _

- Punkizahl vergeben; die hochste erreichbare Punktzahl betriigt 30 Punkte. Begriinden Sie alle Ant-
worten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text. .

Aufgabe 13 Punkté):-

Beweisen oder wxderlegen Sie: Eine natiirliche Zahl der Gestalt 4n + 3 mlt neN besxtzt keme
Darstellung als Summe von zwel Quadraten ganzer Zahlen.

Aufgabe 2 (6 Punktc):
Sei R ein Intégritétsring. Fiir Ideale a,b in R definiert man

a~b:e EsgibtaBeR\{0} mta-a=4-b.
Zeigen Sie:

a) Die Relation ~ -ist eine Aquivalenzre]ation, und es gilt
' a; ~ by, a; ~by =4, -a, ~b b,

b) Genau dann gilf & ~ b, wenn a und b als R -Moduln isbmbfph'sind.
Aufgabe 3 (6 Punkte):

Bestimmen Sie einen grofiten gememsamen Teiler von 26 4 137 und 14 - 54 im Ring Z[i] der
GauBschen ganzen Zahlen. '

AUfgabe 4 (6 Punkte):

. Untersuchen Sie (mit Beweis) auf Irreduzibilitit:

a) f(X)=X"-X3-9X?4+4X +2 und
9(X)=X"+2X* + X +2X +1 in Q[X].

b) F(XY)=Y°+XY® +2XY® +2X%v? - X% +X® + X in Q[X,Y]
Fortsetzung nichste Seite!
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 Aufgabe 5 (9 'Punkte)': |

' Se1 k ein Korper mlt chark = 2, sei f € k[X] ein Polynom vom Grade n >2, sei K ein Zer-
fallungskorper von f iiber k, und f habe n verschiedene Nullstellen a o, in K.
Das Element A € K sei definiert durch . _
A= H (a-j -.az.).

1<i<j<n

1

Dann heift D = A die Diskriminante”v»on !

a) Zejgen_Sie: K ist: galo.issv‘ch iiber k uﬁd esist Dek.
b) Sei G = Gal (K Ik)‘"die Ga_lois'gruppe von K _'iiber k. Zeigen Sie: - |
Ack & iJedes = G deﬁniert eine gefade Pérmﬁfaﬁo_n der_al,....,‘.a .

n -

) Se1 f=x'4 2aX 24 b eQ[X ] 1rredu21be1 Bestimmen Sie die Dlskrlmmante von f und
_ zeigen Sie: -

BheQs G/ /2.
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)
Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearb_eiten. :
Vorbemerkung: Auf die einzelnen Aufgaben wird Jewezls maximal die in Klammern angegebene
Punktzahl vergeben; die hichste erreichbare Punktzahl betrigt 30 Punkte. Begrunden Sie alle Ant- .
" worten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text. . :
Aufgabe' 1 (4 Punkte):

_ Beweisen Sie den Satz von Lagrange Ist G eine endhche Gruppe und H < G eine Untergruppe $0

- ist |H| ein Teiler von |G]."

Aufgabe 2 (8 Punkte):

a) Zeigen Sie, dass eine nichtabel'séhe einfache Untergruppe der -symmetrische_n Gruppe S, bereits
‘in der alternierenden Gruppe 4, liegt. ‘

b) Zeigen Sie, dass es keine einfache Gruppe der Or’dﬁung 120 gibt.

Aufgabe 3 (5 Punkte):

Seien R und S Ringe Emit 1). Zeigen Sie, dass die (zweiseitigen) Idealé des direkten Produktes
~ Rx§ die Form I x J haben mit Idealen I bzw. J von R bzw. S.

Aufgabe 4 (6 Punkte):

Es seien p und ¢ Primzahlen. Bestlmmen Sie die Anzahl der irreduziblen normierten Polynome

vom Grad ¢ iiber dem Korper I, .

Aufgabe 57 Punkte):

Beweisen Sie mit Mitteln der Algebra, dass das regelméflige Fiinfeck mit Zirkel und Lineal kon—
strulerbar ist, das regelméBige Siebeneck aber nicht. -
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Thema Nr. 3 -
: (Aufgab'engruppe)
Es sind Lle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.
Voi'benierkung Auf die einzelnen Aufgaben wird jéwezls maximal die in Klammern angegebene
‘Punktzahl vergeben die héchste erreichbare Punktzahl betragt 30 Punkte. Begrunden Sie alle Ant-
worten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen. Text : : -
‘Aufgabe 1 (3 Punkte):

Zeigen Sie: Jede endliche Korperweiterung L iiber K ist algebraisch.

._ Aufgabe 2 (6 Punkte): -
a) Geben Sie eine Gruppe mit genau_,>16 Untergruppen an.

~ b) Geben Sie ei_nén Korper mit’.ge'nau 16 .Teilkérpe‘rn an.

- Aufgabe 3 (7 Punkte):
Geben Sie explizit eiheh Ring-Isomorphismus '
©:7/1000Z — 7 /87 x Z./125Z

(' und seine Umkehrung ! an.

Aufgabe 4 (6 Punkte):

- Hat die Gleichung
2+ 91y =5

_éine ganzzahlige L(’isuhg? Begriinden Sie Thre Antwort.-

Aufgabe S (8 Punkte):

Sei f=X" —a einiber Q irreduzibles Polynom mit "ab_elscher»Galdisgruppe Gal(f]Q).
Zeigen Sie, dass n eine- Potenz von 2 -ist.

[Hinweis: Zeigen Sie zundichst, dass Gal(f|Q) nichtabelsch ist, wenn n eine ungerade Primzahl ist.]



