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41. (Staatsexamen Frihjahr 2000.) Sei f : R? — R? definiert durch

f(z,y) = (e" cosy, e”siny).
a) Besimmen Sie f(R?).
b) Sei J(z,y) die Jacobi-Matrix von f in (z,y). Besimmen Sie

{(z,y) € R?|J(x,y) ist invertierbar}.
c) Ist f injektiv?

a) Fir festes z ist f(x x R) ein Kreis um den Ursprung mit Radius e®. Lafit
man auch x laufen, erhélt man alle Kreise mit positivem Radius = f(R?) =

R?\ {0}.

4 cosy siny
J(z,y) =e (—siny cosy)

det(J(z,y)) = e*(cos® y + sin’y) = e* £ 0
fiir alle (z,y) € R?, damit ist J(z,y) iiberall invertierbar.
¢) Nein, z.B. gilt £(0,0) = (1,0) = f(0,2n).
42. Es sei F': R? — R? die durch
F(z,y) = (" = y*, 2zy)
definierte Abbildung.

a) Man berechne die Funktionalmatrix von F' und,

b) wo sie existiert, ihre Inverse.

2)
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o) = (%, 3)
det(DF(z,y)) = 42® + 4y*> > 0

fir alle (x,y) # (0,0).
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43. Gegeben sei die Funktion

f 0, 5] — [0,5], f(z) = xsinzx.

a) Zeigen Sie, dass f eine Umkehrfunktion f~! besitzt,
b) skizzieren Sie f und f~! und
c) berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f ‘1/(3) an der Stelle 7.

a) f'(r) =sinz4xcosz > 0 fiir x €]0, 7|, damit ist f streng monoton steigend,

also injektiv. Weil f([0, 7]) = [0, 7], auch surjektiv.
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44. Gegeben sei die Funktion
F :]0,00[xR —]0, co[ xR, F(x,y) :== (2°, 2y°).

a) Zeigen Sie, dass F' umkehrbar ist mit Umkehrfunktion
F(u,v) = (Vu,

b) bestimmen Sie die Funktionalmatrix von F' und, wo sie existiert, ihre Inverse,
und

c) zeigen Sie, dass F~1(4,—2) = (2,—1), und dass fiir die Funktionalmatrix
von F~1 im Punkt (4, —2) gilt
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ohne diese zu berechnen.

FY(F(z,y)) = (Va2 %) = (v,y) V(z,9)

FF (u,0)) = (Vid' ﬂ(%)‘”’) — (w,0) Y(u,0)
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det(DF(z,y)) = 62%y* > 0

fiir g £ 0.
ora) = o (M0 )
0
F(4,-2) = (V/4, %) = (2,-1)
D(F (4. -2) = (DF(F(1.-2) ™ = (DF2 1) = o (0 )
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(Hinweis: Die Jacobi-Matriz und die Funktionalmatriz sind das gleiche.)



