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Ubungen zur Vorlesung
Differential- und Integralrechnung II (NV)
Losungsvorschlag

1. (Staatsexamen Frihjahr 2000) Eine geschlossene kreisformige Blechdose (= ge-
schlossener Kreiszylinder mit Hohe h und Grundflachenradius r) mit dem Inhalt
1 Liter soll so konstruiert werden, dass der Materialverbrauch minimal ist.

Wie miissen r und h gewéhlt werden?

Es gilt, die Flidche in Abhéngigkeit von einer Variablen aufzustellen, diese abzu-
leiten, um ihr Minimum zu bestimmen:
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2. Ist I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, so wird eine Funktion
F : I — R Stammfunktion von f genannt, wenn gilt: F’ = f. Es wird in der
Vorlesung gezeigt werden und darf fiir diese Aufgabe schon verwendet werden:
Ist f: 1 — R stetigund F : I — R eine Stammfunktion von f, so gilt fiir alle
a,bel mita<b :

b
| #a)dz =P - Fla)
(Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung).

a) Berechnen Sie die Fliche eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Kathe-
tenldngen a und b mit Hilfe eines Integrals.
Legen wir das Dreieck in die (z,y)-Ebene so, dass es sich zwischen (0, 0),
(a,0) (hier ist der rechte Winkel) und (a,b) erstreckt, dann besitzt es die
Fliche, die zwischen dem Graphen von

y=-x
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und der z-Achse in Grenzen 0 und a liegt. Diese ist gleich
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b) Zeigen Sie, dass gilt:

1
(§<I\/1 — 2?2 +arcsinz)) = V1 — 22,

und berechnen Sie damit die Flache des Halbkreises mit Radius 1.
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Der Halbkreis mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung hat die Flache,
die zwischen dem Graphen von y = v/1 — 22 und der z-Achse in den Grenzen
—1 und 1 liegt. Sie ist gleich
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3. (Staatsexamen Herbst 2005)

a) Sei F':[—1,1] — R definiert durch

Flr) = {gsin(%) fiir z # 0,

fiir x = 0.

Zeigen Sie, daf§ F' in 0 nicht differenzierbar ist.
b) Sei F':[—1,1] — R definiert durch

Flz) = 2?sin(L) fir x #£ 0,
0 fiir z = 0.

Zeigen Sie, daf F' in 0 differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar ist.
(Hinweis: Bestimmen Sie die Ableitungen bei 0 mit Hilfe des Differentialquotien-
ten.)

Es gilt, firn = 1,2

Fo(x) = a"sin(L) fiir 2 #0,
0 firz =0



auf Differenzierbarkeit im Punkt 0 zu iiberpriifen (auferhalb ist diese sowieso
gegeben). Dazu betrachten wir den Differentialquotienten

. F,(0+h)—F,(0) . h"sin(})-0 1
T

Im Fall n = 1 nimmt die Funktion & — sin() (h # 0) in jeder Umgebung von
0 sowohl den Wert —1 als auch 1 an. Daher kann der lim;,_.o nicht existieren. Fj
ist hier nicht differenzierbar.

Im Fall n = 2 dagegen gilt, limj,_o hsin(3) = 0, also F}(0) = 0. Allerdings gilt
fiir « # 0 fiir die Ableitung, Fj(z) = 2zsin(+) — cos(+). Diese nimmt auch in
jeder Umgebung von 0 Werte < —% und > % an, ist daher bei 0 nicht stetig.

. (Staatsexamen Herbst 1999) Man zeige:
| sin®(x) + cos(z) — sin®(y) — cos(y)| < 4|z —y| Va,y € R.

(Hinweis: Verwenden Sie den Mittelwertsatz.)

Falls © = vy, ist nichts zu zeigen. Der Mittelwertsatz garantiert die Existenz eines

r < &<y mit
y—z
Sei nun f(z) := sin®(z) + cos(x), so gilt f/(z) := 3sin*(x) cos(z) — sin(z). Oben

eingesetzt erhélt man

sin®(y) + cos(y) — sin®(z) — cos(x) =(3sin*(&) cos(§) — sin(€))(y — )
= | sin’(y) + cos(y) — sin’(x) — cos(x)| =|(3sin*(¢) cos(¢) — sin(§))||(y — ).

Da sin und cos Werte zwischen —1 und 1 annehmen, nimmt (3sin?(¢) cos(¢) —
sin(§)) Werte zwischen —4 und 4 an. Mit den Betragstrichen folgt die Behaup-
tung.



