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Losungsvorschlag

9. a) Induktionsanfangn =0:2%+52=8+25=33=11-3
Induktionsschritt n — n + 1:
Die Induktionsvoraussetzung heifit: 24"+3 4 52+* = 11 . m fiir ein ganzes m.
UHNTS 1 GHHIHD - 16 914 5 52T = 1. 20 | 5(ints 4 g2y
="V 11243 4 5(11 - m) = 11 - (2% + 5m),
also durch 11 teilbar.

b) Induktion nach n fiir n > k:
Anfang: n = k ist das kleinste zugelassene n:

S ()= () -a- (k1)
Schritt:
S()-(1Y

c) Anfang N = 0:

Schritt N — N + 1:
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Nun mufl man die Doppelsumme umformen. Es gilt ja fiir einen Term
A(i?j’ k):
ZZA(i,j, —i—7) Z A1, 5,k) (4,7, k > 0).
1=0 j=0 i+j+k=n

Damit folgt
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welil fiir einen Term A(z, ) gilt:

k
Z (t,k —1) ZAZJ (2,7 > 0).
=0

i+j=k

a) Auf der linken Seite steht das Negative von (—z). Es ist nach Definition das
Element y, das die Gleichung (—z) +y = 0 erfiillt. Weil (—z) + z = 0, folgt
die Behauptung.

b) Dies folgt mit dem Distributivgesetz: -0 = z-(0+0) = z-04z - 0,
andererseit gilt: z - 0 = & - 0 4+ 0. Daraus folgt die Behauptung.

c¢) Entweder man sagt: Es gibt eine Abbilung m/ : K — K mit m/ om, = Idg
(d.h. mi(m,(y)) = y fiir alle y € K) und m, o m!, = Idg. Nimmt man
my, := mg-1, klappt das:

Ma-1(Mz(y)) = My (yz) = yzz~" =y

und
My(Me-1(y)) = mp-1(yz™ ) =y lz =y
fiir alle y € K.
Oder man sagt (nach dem d.h. der Aufgabe):
Existenz: m,(zz7!) = 2271z = 2 fiir alle z € K.
Eindeutigkeit: m,(y) = yr = 2 = y = zz~.
d) Fallunterscheidung: 1. Fall z = 0 ?=0>0.2Fallz>0,22=z-2 >
0>0.3. Fallz <0, (—z) >0, 22 = (—x) - ( z) >0>0.

12. Wie man leicht sieht, sind die Korperaxiome der Addition (fiir jedes d) erfiillt,

weil sie auf ihre Entsprechungen im Grudkérper K zuriickefiihrt werden kénnen,
(war nicht verlangt), hier z.B. das Kommutatigesetz:

(z,y) + (u,v) = (@ +u,y+v) = (u+z,0+79) = (v,v) + (z,7)

Das negative ist —(z,y) = (—z, —y).
Kommutativ- und Assoziativgesetz der Multiplikation, sowie Eins und Distri-

butivgesetz sind auch fiir jedes d erfiillt, Probleme kénnen nur beim Inversen
auftreten:

Fir gegebenes (z,y) ist (u,v) gesucht mit (z,y) - (u,v) = (1,0). Falls y = 0,
wahle (u,v) = (é, 0), damit fertig. Im Folgenden sei also y # 0:

z,y) (u,v) = + dyv, zv + = (1,0

(z,9) - (w,v) = (zu + dyv, zv + yu) = (1,0)

1 0



alsozu+dyv =1lund zv+yu=0= u = ”T”‘”,x"T”’” +dyv = 1=>'u(”T”’2+dy) =

1= v(ﬁﬁﬁ) = 1. Ist nun 22 — dy? # 0, so kénnen wir schreiben: v = g
und damit u = 7= - Wir erhalten also

£ —-Y
(U, U) = (1_2 _ dy27 .'L'2 _ dyQ)a

und tatséchlich gilt
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Allerdings habe wir verwendet, daf z2 — dy? # 0, ist d aber ein Quadrat in K,
d.h., gibt es ein e € K mit e? = d, so gilt fiir (z,y) = (e, 1), daB z? — dy? =
e?—d = 0. Und andersherum folgt aus z2 —dy? = 0 = d = (2)?, daB d als Quadrat
geschrieben werden kann. Also sind alle Kérperaxiome genau dann erfiillt, wenn
d kein Quadrat ist.

Fir K =R und d = —1 erhélt man die komplexen Zahlen C.

Naja, das stimmt natiirlich nicht, und zwar liegt der Fehler im Fall n = 2: Man hat
2 Pferde {a,b} und nimmt zunéchst a weg, dann hat in der Restmenge {b} natiirlich
jedes Pferd die gleiche Farbe. Nimmt man jetzt b weg, so hat in {a} auch jedes Pferd
die gleiche Farbe, weil aber in den Resten {6} und {a} kein Element gemeinsam ist
(was ab 3 Elementen der Fall wére), la8t sich nicht auf die Gleichheit der Farbe aller
Elemente der Menge {a, b} schlieffen...



