Klausur zur Linearen Algebra II — Losungen

1
Sie zundchst den Rang und dann die Eigenwerte von A.

4 2
Aufgabe 1: Fiirz = ( § | undy = (:f) sei A = zy? € R*4. Bestimmen

Loésung:

rk A = 1, da alle Spalten Vielfache von z sind und damit linear abhéngig.
Damit hat ker A die Dimension 3, d.h. 0 ist Eigenwert mit geometrischer
Vielfachheit 3. Insbesondere ist 0 dreifache Nullstelle von x4, so dass das
charakteristische Polynom

Xa=X(X-))=X"-)Xx?

gelten muss. Aus der allgemeinen Form des charakteristischen Polynoms folgt
A=TrA=2Ty=8—-6—-2+1=1. Also sind 0 und 1 die beiden einzigen
Eigenwerte. 0

Alternativ kann man natiirlich auch zy” ausrechnen:

8 -8 —4 4
6 -6 —3 3
A=1y 4 9 9
9 —92 —1 1

Damit ergibt sich fiir das charakteristische Polynom

X—-8 8 4 4 X 0 0 —4X
| -6 X406 3 3| |0 X 0 -3X
XAa=1 _4 4 X442 —2 1710 0 X -—2X
—9 2 1 X—1 |-2 2 1 X—1
X 0 0 0
o X 0 0 s
10 0 X 0 =X3(X-1)
2 92 1 X—-1-8+46+2

Dabei wird im ersten Schritt die unterste Zeile vierfach von der ersten, drei-
fach von der zweiten und doppelt von der dritten abgezogen. Im zweiten
Schritt wird die erste Spalte vierfach, die zweite Spalte dreifach und die drit-
te Spalte doppelt zur letzten Spalte addiert.

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von x4, also 0 und 1.

Weitere Alternative: Fiir alle v ist (mit dem Standardskalarprodukt)

Av = (wy")v = 2(y"v) = (y,0)x € Ra. )



Man sieht daraus, dass ker A = (x)*, also ist
tkA=dimImA=1

und 0 ist Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit 3. Aulerdem folgt durch
Einsetzen von v = z in (*), dass = Eigenvektor ist mit Eigenwert (y, z) = 1.

Hinweis: Zur Berechnung des Ranges kann man A durch Zeilendquivalenz-
Umformungen zu einem A’ vereinfachen. Doch Vorsicht: Zeilendquivalente
Matrizen sind im Allgemeinen nicht dhnlich und kénnen daher verschiedene
charakteristische Polynome haben (x4 # xas). Je nachdem, wie umgeformt
wird, kommt in dieser Aufgabe (zufélligerweise) doch ein &hnliches A’ her-
aus. Wenn die Ahnlichkeit aber nicht begriindet wird, ist diese Losung nicht
korrekt (auch wenn die richtigen Eigenwerte herauskommen).

Bewertung: Die richtige Bestimmung des Ranges gibt 2 Punkte, aufler-
dem jeweils 2 Punkte fiir die Bestimmung der Eigenwerte und den Nach-
weis, dass es keine weiteren Eigenwerte gibt (z.B. iiber Dimension der Ei-
genrdaume oder charakteristisches Polynom). Werden ohne (oder mit falscher)
Begriindung die Eigenwerte einer zeilendquivalenten Matrix bestimmt, gibt
dies nur einen halben Punkt. Nicht nachvollziehbare Umformungen fiihren
ebenfalls zu Punktabzug.

Aufgabe 2: Gegeben sei die Matrix

A= e R4,

— = = Q
— = Q
— Q = =
Q = = =

Bestimmen Sie die Determinante det A, das charakteristische Polynom x4
sowie die Eigenwerte und Eigenrdume von A. Fiir welche Werte von a ist A
invertierbar bzw. diagonalisierbar?

Losung:

Wir addieren die zweite, dritte und vierte Spalte zunécht zur ersten, klam-
mern a + 3 aus und ziehen dann die erste Spalte von den hinteren ab:

a 1 1 1 a+3 1 1 1 1 1 1 1
1 a 1 1 a+3 a 1 1 1 a 1 1
detA=1 1 1T laxs 1 o 1|=@F3)) 1 4
1 11 a a+3 1 1 a 1 11 a
1 0 0 0
. ]_ CL—l 0 O . 3
—(a+3)1 0 01 0 =(a+3)(a—1)
1 0 0 a—1




Alternativ kann man die erste Zeile jeweils von den restlichen abziehen,
dann (a+1) in den ersten drei Zeilen ausklammern und schliellich die ersten
drei Zeilen von der letzten abziehen:

a 1 1 1 a—1 0 0 l1—a
1 a 1 1 0 a—1 0 1—a
detAd=1 1 1=l 0 0 a-11-a
1 1 1 a 1 1 1 a
1 0 0 —1 1 0 0 -1
01 0 -1 010 -1
1\3 _ _ 1\3
=(a—1) 00 1 -1 (a—|—3)0 01 -1 (a+3)(a—1)
1 11 a 00 0 a—3

11
Fiir ya = det(XEy — A) = (=1)*det(A - XE,)=| 1 X !
11

nur a durch a — X ersetzt werden und man erhéilt

Xa=(a=X+3)(a—X-1P=(X-(a+3)(X - (a—1)°.

Hinweis: Man kann auch umgekehrt vorgehen, und zunéchst x4 berechnen
(gleiche Rechenschritte wie oben). det A erhélt man dann als x4(0), da der
konstante Term im charakteristischen Polynom immer (—1)" det(A) ist.

Die Eigenwerte sind somit A\; = a 4+ 3 und Ay = a — 1. Zur Bestimmung der
Eigenrdume ist das Gleichungssystem Az = Az bzw. (A — \;E4)x = 0. Fiir
A1 = a + 3 ergibt dies:

—3r1+xy+x3+24=0

r1 — 39+ x3+24=0

T+ 20 —3r3+24=0

T1+ o+ 2x3—3x4 =0
Die Differenz der ersten beiden Zeilen ergibt x; = x5, die Differenz der 2.
und 3. Zeile x5 = x3 und die Differenz aus 3. und 4. Zeile x5 = x4. Also ist

1
v = <%> Eigenvektor zum Eigenwert A\; = a+3 und damit F4(a+3) = v1R.
1

Fiir Ay = a — 1 geht man analog vor. Das , Gleichungssystem® lautet hier

1+ To+a3+24=0
T1+ 2o+ a3+24=0
T1+2o+x3+24=0
1+ To+a3+24=0



Der Losungsraum Fa(a—1) = {z € R*| 3" z; = 0} hat Dimension 3: er wird
z.B. durch die Vektoren

; 9 8
Vg = 0 , U3 = 0 y U4 = 1
1 1 _

A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0 ist, also genau fiir a # 1
und a # —3. A ist immer diagonalisierbar, denn fiir beide Eigenrdume ist
die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen. Alternativ: A ist
symmetrisch, und symmetrische Matrizen sind immer diagonalisierbar. [

—

aufgespannt.

Bewertung: Determinante, charakteristisches Polynom und Eigenwerte je
einen Punkt, richtige Eigenrdume 2 Punkte, je einen halben Punkt fiir In-
vertierbarkeit und Diagonalisierbarkeit.

Aufgabe 3: Es sei K ein Korper und V = K™*" der Vektorraum der n x n-
Matrizen. Fiir feste A, B € V sei die Abbildung F' € End(V') durch

F(M)= AMB"
fiir alle M € V definiert. Zeigen Sie: Falls A Eigenwert von A ist und u
Eigenwert von B ist, so ist Ay Eigenwert von F'.
Loésung:

Da A Eigenwert von A ist, gibt es ein v € K", v # 0, mit Av = Av. Analog
fiir B: Es gibt ein w € K", w # 0, mit BTw = pw. Fiir M = vw’ € V gilt
dann

F(M) = A(vw") BT = (Av)(Bw)" = (\)(pw)” = A\ - vw® = \uM
Da wegen v # 0 und w # 0 auch M = vw? # 0 ist, zeigt die Rechnung, dass

M = vw” Eigenvektor zum Eigenwert Ay ist. 0
Hinweise:
e M = vw” zu erraten war vielleicht nicht so einfach. Folgende Uberle-

gung fiithrt zu M: Man betrachte F' als Verkettung von zwei Abbildun-
gen g: M — AM und h : M — MBT = (BMT)T. Dann sind Eigen-
vektoren der Abbildung g zum Eigenwert \ genau die Matrizen, deren
Spalten Eigenvektoren von A sind (zum Eigenwert \). Analog sind die
Eigenvektoren der Abbildung h zum Eigenwert p solche Matrizen, de-
ren Zeilen aus (transponierten) Eigenvektoren von B zum Eigenwert
1t bestehen. Wir suchen also eine Matrix, deren Spalten Eigenvektoren
von A und deren Zeilen Eigenvektoren von B sind. Sind alle Spalten
Vielfache des gleichen Vektors v und alle Zeilen Vielfache von w?, so
muss die gesuchte Matrix Rang 1 haben und ein Vielfaches von vw”

sein.



e Zu beachten ist folgender Unterschied: F' € End V' ist eine lineare Ab-
bildung vom Vektorraum V' der n x n-Matrizen in sich. F(M) € V
dagegen ist ein Element von V', d.h. eine n X n-Matrix und kann damit
als Element von End K™, also als lineare Abbildung von K" — K"
aufgefasst werden. Damit sind auch xp und x g vollig verschiedene
Objekte. Z.B. hat yp den Grad n?, xpas) dagegen den Grad n. Uns
ist keine korrekte Losung mit Hilfe von xr bekannt; schon die darstel-
lende Matrix von F' zu bestimmen ist sehr umsténdlich (sie ist eine
n? x n*-Matrix).

Bewertung: Fiir den richtigen Ansatz, dass es (verschiedene!) Eigenvektoren
von A und B gibt, gibt es einen Punkt. Fiir die richtige Formulierung, was
zu zeigen ist, gibt es einen halben Punkt. Einen halben Punkt Abzug gibt
es, wenn nicht gezeigt wird, dass der gefundenen Eigenvektor ungleich Null
ist.

Aufgabe 4: Es sei A € R™" schiefsymmetrisch, d.h. AT = —A. Zeigen Sie,
dass Az L z (bzgl. dem Standardskalarprodukt) fiir alle z € R™ gilt, und
dass E,, + A sowie E, — A invertierbar sind.

Losung:
Es sei A schiefsymmetrisch und x € R"™ beliebig. Dann ist

(Az,z) = (Ax)T2 = 27 ATe = —2T Az = — (2, Az) = —(Ax, 1)
und daher (Az,z) = 0.

Sei nun x € ker(E, — A). Dann ist (£, — A)x = 0 oder dquivalent dazu
r = Ax. Da aber dann 0 = (Az,z) = (z,z) = ||z||* gilt, folgt z = 0. Also
besteht der Kern nur aus der 0 und E,, — A ist invertierbar.

Analog fir E,, + A: Fir z € ker(E, + A) gilt Ax = —z, und somit 0 =
(Az,z) = (—z,2) = —||z||?, woraus wieder z = 0 folgt.

Hinweis: Man kann den zweiten Teil allgemeiner formulieren: \E,, — A ist
invertierbar fiir A # 0. Falls nicht, gébe es ndmlich einen Eigenvektor v # 0
zum Eigenwert A # 0, und damit 0 = (Av,v) = (A, v) = A||v[|?, Wider-
spruch.

Bewertung: 3 Punkte fiir den Nachweis von Ax 1 x, 3 Punkte fiir die
Invertierbarkeit.




Aufgabe 5: Sei V euklidischer Vektorraum und f € End (V) selbstadjungiert
und nilpotent. Zeigen Sie, dass dann f = 0 gilt.

Losung:

Annahme: Es gibt ein 2 € V mit f(z) # 0. Da f nilpotent ist, gibt es
ein minimales m > 2, so dass f™(z) = 0 ist (da m minimal sein soll, ist
fm™1(x) #0). Da f selbstadjungiert, gilt nun

und damit || f™~1(z)|| = 0, also auch f™~1(x) = 0. Dies steht im Widerspruch
zur Minimalitdt von m. Also ist die Annahme falsch, dass es ein solches x
gibt, d.h. fiir alle z ist f(z) = 0. O

Alternativer Beweis fiir dimV = n < oo: Da f selbstadjungiert, ist die
darstellende Matrix von f symmetrisch beziiglich jeder ONB. Sei also A = AT
die darstellende Matrix von f bzgl. einer fest gewidhlten ONB. Da A sym-
metrisch ist, ist A diagonalisierbar: D = P! AP mit einer Diagonalmatrix
D. Andererseits ist f nilpotent und daher x; = X", somit ist 0 der einzige
Eigenwert von f (und damit von A). Es folgt D = 0, und damit auch A =0
bzw. f = 0.

Beweis mit Satz aus Vorlesung (dimV = n < 0o0): f ist nilpotent, also
ist 0 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit n. Da f selbstadjungiert ist, ist
f auch normal. Also stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit der
Eigenwerte iiberein. Es gilt somit dim F;(0) = dimker f = n, mit anderen

Worten ker f =V, d.h. f =0.

Hinweise:

e Gedacht war die Aufgabe fiir beliebiges V. Da in der Vorlesung aller-
dings ,,selbstadjungiert” nur fiir Abbildungen zwischen endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen definiert wurde, werden auch Losung, die die
Endlichdimensionalitéit voraussetzten, voll akzeptiert. Die allgemeine
Definition ist iibrigens wortlich die gleiche: f € End V' heif3t selbstad-
jungiert, falls (f(x),y) = (z, f(y)) fiir alle z,y € V gilt.

e Im endlichdimensionalen Fall ist folgendes zu beachten: Da f selbstad-
jungiert, ist die darstellende Matrix von f symmetrisch beziiglich jeder
ONB. Auflerdem ist die darstellende Matrix nilpotent, also gibt es ei-
ne Basis, beziiglich derer sie eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf

der Diagonalen ist. Doch Vorsicht: i.A. muss diese zweite Basis keine
ONB sein.



e Noch eine Warnung: Der Satz, dass f selbstadjungiert ist genau dann
wenn f2 = id ist, gilt nur unter der Voraussetzung, dass f orthogo-
nal ist. Dies ist hier nicht der Fall (nilpotente Abbildungen sind nie
orthogonal, da sie immer einen Kern # {0} haben).

Bewertung: Fiir jede richtige Losung gibt es 6 Punkte (egal ob endliche
Dimension oder beliebiges V'). Einen Punkt gibt es fiir die richtige Definition
von nilpotent und selbstadjungiert.

Aufgabe 6:

(a) Beweisen Sie die Parallelogramm-Gleichung fiir euklidische Vektorrdume:
Iz +ylI* + llz =yl = 2]|=[* + 2/|y]]*.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a): Es gibt kein Skalarprodukt (-, ) auf R™,
n > 2, so dass \/(z,z) = ||2||cc = max;—1_,{|x;|} fiir alle z € R" gilt.

Losung:
Zu (a): Es gilt

lz+yl> +llz—yllP =z +y,z+y) +(z—yz—y)
= (z,z) + (z,y) + (v, 2) + (¥, y)
+ (@, 2) — (z,y) — (v, 2) + (v, y)
= 2|jz|* + 2[jy|*

Zu (b): Gébe es ein Skalarprodukt auf R™ mit \/(z,z) = ||z|w, so wiirde
nach (a) die Parallelogramm-Gleichung fiir || - || gelten.

Wir versuchen daher, x und y zu finden, fiir die die Gleichung nicht gilt.
Wihle dazu x = e; und y = ey. Dann ist der betragsméfig grofite Eintrag
von ey, e, e1 + o und e; — ey jeweils 1, d.h.

lexlloo = lleallo = ller + €2lloc = [ler — €aljoc = 1

Die linke Seite der Parallelogramm-Gleichung betrigt nun also 2, wogegen
die rechte Seite 4 betriagt. Also kann es kein solches Skalarprodukt geben. ]

Bewertung: Jeder Aufgabenteil gibt 3 Punkte. Wird Teil (a) nur fiir das
Standardskalarprodukt gezeigt, gibt dies 1,5 Punkte.




