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Losung zum 9. Tutorium

1. Staatsexamensaufgabe Friihjahr 2008
Die Vektoren

V1 =

N W O =~

spannen einen Unterraum U im euklidischen Vektorraum R* auf. Berechnen Sie
eine Basis fiir das orthogonale Komplement von U im R*.

Losung:
Zu betrachten ist der von den beiden gegebenen Vektoren
1 1
0 -1
V] = 3 und Vg = 3 eR*
2 0
aufgespannte Unterraum U = (vj,v9) im RY; dazu sei B = (v,v) € R¥2

Das orthogonale Komplement U+ von U im euklidischen R* (versehen mit dem
Standardskalarprodukt o) stimmt wegen

reUt & ulg firalle ueU

<— vy Llxz und vy Lz
U=(v1,v2)

<— pv;ox=0 und vpozx =0

— v -x=0 und vy -z =0

<~ BT.2=0
fiir alle x € R mit dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems
BT -z = 0 mit der Koeffizientenmatrix BT € R?** {iberein. Dementsprechend
bilden wegen

gr_ (10 32y (103 2\ (1032
-\l -1 3 0)u1\0 -1 0 =2/ pn\0 1 0 2

die beiden Vektoren

-3 -2
wy = [1) und Wy = _02
0 1

eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U im R*.



2. Staatsexamensaufgabe Herbst 2011

Man zeige, dass es auf dem reellen Vektorraum R? genau ein Skalarprodukt

o : R? x R? — R gibt, beziiglich dem die Vektoren (21))) und (g) eine Or-

thonormalbasis bilden, und gebe o(x,y) fiir z, y € R? explizit an.
Losung:
Wir betrachten die durch die Matrix A € R?*? gegebene Bilinearform

o4 RZXR?* 5 R, oulx,y) =x' Ay,

auf dem reellen Vektorraum R2. Fiir die beiden Vektoren

V1 = (;) s Vg = (?) € RQ mit B = (1)1,?]2) = (;— g) S R2X2

gilt dabei:
oalvy,v1) =1 <= v/ Av; =1
oa(v,19) =0 < v/ Avy =0 T B
oa(v,v1) =0 <= vy Av; =0 < B AB = B,
oa(v,10) =1 = vy Avy =1

dies ist aber zu

-1 -1
. T—l‘ -1 _ 1 3 ) 1 2 -
== (5) 53) -
/5 =3\ 1 /5 =2y (34 13
S —1\-2 1) —-1\-3 1) \~13 5
Alternativ kann A auch wie folgt bestimmt werden. Fiir

()

gleichwertig.

mit a, b, c € R liefert

oalv,v) =1 < v] Av; =1 (1)
oa(vy,v3) =0 <= v] Avy =0 (2)
oa(v2,09) =1 < vy Avy =1 (3)

3 Gleichungen fiir die drei unbekannten a,b,c. Losen des Gleichungssystemes
liefert das gewiinschte Ergebnis.

Damit gibt es hochstens ein Skalarprodukt o auf dem R2, beziiglich dem vy, vy
eine Orthonormalbasis bilden, ndmlich ¢ = 04 mit der eben bestimmten Matrix
A € R?*2,

Da aber A symmetrisch und wegen 34 > 0 und det(A) = 1 > 0 nach dem
Hauptminorenkriterium von Hurwitz auch positiv definit ist, stellt o4 tatsédchlich
ein Skalarprodukt auf dem R? mit den gewiinschten Eigenschaften dar.



3. (Staatsexamensaufgabe Frihjahr 1999). Im euklidischen Vektorraum (R*, o) seien

2 1 2 2 1
2 4 1 -5 1 2
Uy = 1 , U2 = 2 , Us = -1 , g = —4 , U1 = 4 , U2 = 3
0 -1 0 2 5 4

sowie U = (uy, ug, us, uy) und V = (vy, v5) gegeben.

Q

Man gebe jeweils eine Basis von U und V' an.

Man bestimme eine Basis von U-.

(@]

Man zeige unter Verwendung von b), da V' ¢ U gilt.

o
~— ~— ~— ~—

o,

Man bestimme mit ¢) die Dimension von U + V' und schliee daraus auf die
Dimension von U N'V.

Losung:

a) Mit A= (ur,us,us, ug) € R gilt

2 1 2 2 1 2 -1 —4
A 2 4 1 -5 Lo T 0 -1 0 2 21
1 2 -1 “4|laev|2 1 2 2 Iv—2I
0O -1 0 2 2 4 1
1 2 -1 —4 10
0 1 0 -2 1-2m |0 1 0
o -3 4 10| wHa|o o0 4 4 ol
o 0o 3 3 00 3 3
10 -1 0 1 00 1
- 01 0 =2 111 01 0 -2
00 1 1 Jwvsm |0 0 1 1|’
00 3 3 000 O

damit sind wuq, us, ug linear unabhéngig mit
Ug = U — 2Ug + U3

und bilden folglich eine Basis von U. Ferner sind

V1 =

(G2 EETSN N )
=W N =

offensichtlich linear unabhéngig und bilden daher eine Basis von V.



b) Mit B = (uy, uz, uz) € R gilt

22 1 0 01 2 0
BT=|(14 2 —1| ~ |14 2 —1]"3!
21 -1 0/ "M\21 -1 0/) "
01 2 0 01 2 0 10 -6 —1
{10 -6 -1] ~ [10 -6 1] ~(01 2 0];
20 =3 0/ \oo0 9 2/ \oo0 9 2
—3
o 4| . . N
damit ist w = 9 eine Basis von U-.
9

Wegen v, ow = 35 # 0 sind v; und w nicht orthogonal; da aber w € U+
zu jedem Element aus U orthogonal ist, gilt demnach v; ¢ U. Insbesondere
folgt daraus V' Z U.

Wegen V & U gilt
UCU+VCR

und damit
3=dim(U) < dim(U + V) <4, also dim(U +V) =4,
und mit dem Dimensionssatz folgt

dim(UNV) =dimU) +dim(V) —dim(U +V)=3+2—-4=1.

. Staatsexamensaufgabe Herbst 2009
Es sei W ein euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt ¢. Fiir U ¢ W

definiert man

Ut ={weW:p(u,w) =0 fir alle u € U} .

Zeigen Sie, dass fiir alle Untervektorrdume U, V C W gilt:

a) (U+V) =vutnvi
b) (UNV)  >UL+VL

Losung:
In einem euklidischen Vektorraum W mit dem Skalarprodukt ¢ wird fiir einen

Unterraum U C W das orthogonale Komplement

Ut ={weW|p(uw)=0 firale uwecU}

betrachtet; dies ist wiederum ein Unterraum von W. Dabei gilt fiir Unterrdume
Uy, Uy CW mit Uy C Uy wegen

welUy = ouw)=0 firale ucU,

Ul:gz o(u,w) =0 firalle weU

— weUf

schon () Us- C Ui. Somit ergibt sich fiir Unterrdume U, V C W dann:



Wegen
UCU+V und VCU+V

gilt gemaf (x)
U+V)rcUt  uwd  (U+V)-CVH

zusammen also

U+V)y-cutnvt,

Fiir ,0% sei w € U+ N V+; damit gilt sowohl

we U™, also o(u,w) =0 firalle ueU,
also auch

we VTt also p(v,w) =0 fiiralle veV.

Fiir alle x € U4V gibt esnun v € U und v € V mit x = u + v, so daf sich
wegen der Linearitdt von ¢ im 1. Argument dann

o(x,w) = @(u+v,w) = p(u,w) + p(v,w) =0+0=0

ergibt; damit ist aber w € (U + V)™

Wegen
unv Ccu und UnvcCcv

gilt gemaf (x)
Utcwnv):  ud ViC@NV),

zusammen also

Ut+vitcwnv) .



