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Losung zum 7. Tutorium

1. Staatsexamensaufgabe Friihjahr 2008
Die Bilinearform ¢ : R? x R? — R sei definiert durch
L .. 41 (W 2
o(z,y) == 9x1y; — 6x1y2 — 6x9y1 + Doy fir =z = <x2) LY = (yz) € R=.

Weisen Sie nach, dass ¢ ein Skalarprodukt ist.
Losung:
Der Nachweis, daf§ die gegebene Bilinearform

Q: R? x R? - R, o(x,y) :=9x1y1 — 621y2 — 6x2y1 + HT2Ys,

symmetrisch und positiv definit und damit ein Skalarprodukt auf dem R? bildet,
kann anhand der Definition oder mit Hilfe der Matrixdarstellung erfolgen:

e Wegen

o(y,x) = 9yx1 — 6y122 — 6Y2y + Syas =
= 9x1y1 — 621Y2 — 622y1 + Doy = ¢(2,y)

fiir alle , y € R? ist ¢ zunichst symmetrisch. Fiir alle x € R gilt ferner

o(r,x) = 923 — 63179 — 67271 + 575 = 927 — 1223179 + B3 =
= ((8z1)> = 2+ (3x1) - (222) + (222)%) + 25 = (3z1 — 219)* + 22 > 0,
und aus ¢(z,x) = 0 folgt 3z7 — 229 = 0 und 29 = 0, also 1 = x5 = 0, und
damit x = 0; damit ist ¢ auch positiv definit.

e Fiir alle z, y € R? gilt

ploy)=a'Ay  mit A= (_96 —56) c R

Wegen AT = A ist die Matrix A und damit auch die Bilinearform ¢ sym-
metrisch. Da die beiden Hauptminoren

det(A;) = (9] =9

und

9 —6
—6 5
positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die symme-
trische Matrix A und damit auch die Bilinearform ¢ positiv definit.

det(Ay) = ‘

=95~ (~6)(—6) =45-36=19



2. Staatsexamensaufgabe Frihjahr 2002 Man zeige, dass durch

(x,y) := x1y1 + 221y2 + 222y1 + Dxoye, T = (il) Y= <zl) € R?,
2 2

eine positiv definite symmetrische Bilinearform, d.h. ein Skalarprodukt im R?
definiert ist.
Losung:

Fiir alle x = (xl), Y= <y1> € R? gilt
L2 Y2

12
(,y) = 21ys + 201ys + 29y + Drays = (11 T2) - (2 5) _ (?;;)

und damit

<93,y> = g;TAy mit A= (; g) e R2><2;

folglich ist {-,-) eine Bilinearform auf R%. Wegen AT = A ist die Matrix A und

damit auch die Bilinearform (-,-) symmetrisch. Da die beiden Hauptminoren

1 2

det(A;) =[1]=1  und det(A,) = ’2 -

’ =5—-4=1
positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die symmetrische
Matrix A und damit auch die Bilinearform (-, -) positiv definit.

3. Staatsexamensaufgabe Frihjahr 2010
Gegeben sei die reelle 3 x 3—-Matrix

1 1 2
B=1|1 2 3| eR¥
2 3 6
a) Zeigen Sie, dass durch
L1 Y1 r
op(z,y) :=z' -B-y firalle 2= (x|, y= || eR?
T3 Ys

ein Skalarprodukt oz auf dem reellen Vektorraum R? definiert wird.

b) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels, den die beiden Vektoren

0
ea= |1 und €3 =

0

e R?

_ o O

beziiglich des in a) definierten Skalarprodukts op einschliefen.



Losung:
a) Zu betrachten ist die durch og(x,y) = 2" By fiir alle z, y € R? mit

B = € R>3

O =

1
2
3

DD W N

definierte Bilinearform des R?; zunichst ist wegen BT = B die Matrix B und
damit auch die Bilinearform op symmetrisch. Da die drei Hauptminoren

det(B;) = det(1) =1 > 0,

11

det(By) = det (1 5

>:2—1:1>Q

det(Bs) = det

N = =
W DN =

2
3] =(1246+6)—(8+9+6)=1>0
6

positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die symme-
trische Matrix B und damit auch die Bilinearform o positiv definit; folglich
ist op ein Skalarprodukt auf R3.

b) Es ist
op(e2,e3) = e;BeQ =2, also llea|| = \VoB (e2,e2) = \/5,

und

op (e3,e3) = 6;363 = 6, also lles|| = Vop (e3,e3) = \/6,

sowie
.
op (e2,63) = €y Bes = 3,

so daf} sich fiir den Winkel ¢ zwischen e; und e3 wegen

1
cos (p = oplenes) 3 V3

lezll - llesll — v2-v6 2
dann ¢ = £ bzw. ¢ = 30° ergibt.
4. Sei B € R™" eine invertierbare Matrix. Sei A = BT B. Zeigen Sie, dass
o4 R"xR" % R, 0o4(z,y) =27 Ay

ein Skalarprodukt auf dem reelen Vektorraum R™ definiert.

Hinweis:

Die Symmetrieeigenschaft ist ersichtlich (Wieso?). Sie miissen also noch zeigen,
dass o4 positiv definit ist. Uberlegen Sie sich, wie Thnen die Injektivitiat von B
weiterhilft.



Losung:
Fiir alle z,y € R" gilt

oa(z,y) =2 Ay = 2" BT By = (Bx)" By
—(Ba) - (By) = (By) - (Bx) = (By)" Bz — 4" B" Ba = y" Aa
:UA<y7 27)
Hierbei bezeichnet fiir a,b € R™ a - b das Stanard-Skalarprodukt (= Euklidisches
Skalarprodukt) auf dem R™.
Laut Angabe ist B invertierbar, damit ist fiir x € R ,x # 0 ebenfalls Bx # 0.

(Wiirde Bx = 0 gelten, so ist B~'Bx = B~!0 = 0, also insgesamt x = 0, was
einen Widerspruch liefert). Somit ist fir z # 0

oa(z,7) =27 Az = vB" Bx = (Bz) - (Bx) > 0

Die Ungleichung (Bz)-(Bx) > 0 folgt aus der positiven Definitheit des Standard-
Skalarproduktes angewendet auf den Vektor Bx # 0.



