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Losung zum 6. Tutorium

1. Staatsexamensaufgabe Friihjahr 2014

Sei s € R ein Parameter und sei A, die von s abhéngige Matrix

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte A in Abhéngigkeit von s.
Hinweis: Zur Kontrolle: det(As — AE3) = —A(A — 2)(A — s).

b) Fiir welche s € R ist A, diagonalisierbar? Begriinden Sie Thre Antwort.
Hinweis: Zur Kontrolle: Fiir s = 2 ist A, nicht diagonalisierbar, sonst schon.

Losung:

a) Die in Abhéngigkeit vom Parameter s € R gegebene Matrix

1 0 1
A, =|s* s —s| e R¥3
1 0 1
besitzt das charakteristische Polynom
1—X 0 1
xa.(A) = det(A,—N-E3)=| s s—)\ —s
1 0 1-—-2AX
Laplace _1\242 . ) 1—=A 1
2. S;alte ( 1) (S )\) ‘ 1 1—A

= (s=A)-(1=X)>-1%
= (=N (=r2-N)
= XA =2)-(A—5)

fiir alle A € R mit den Nullstellen
)\1 = 0, )\2 =2 und )\3 = 5]

dadurch wird die folgende Fallunterscheidung motiviert:

e Fir s € R\ {0,2} besitzt A; die drei einfachen Eigenwerte A\; = 0,
A =2 und A3 = s.



e Fiir s = 0 besitzt Ay den Eigenwert A\; = 0 der algebraischen Vielfach-
heit a; = 2 sowie den einfachen Eigenwert A\, = 2.

e Fiir s = 2 besitzt As den einfachen Eigenwert A\; = 0 sowie den Eigen-
wert Ao = 2 der algebraischen Vielfachheit ay = 2.
b) Wir treffen erneut die Fallunterscheidung von a) und erhalten:
e Fiir s € R\ {0,2} besitzt Ay drei paarweise verschiedene Eigenwerte
und ist damit als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.

e Fiir s =0 ist

1 01
Ag=10 0 0] e R
1 01
Ag besitzt den Eigenwert A\; = 0 mit der algebraischen Vielfachheit

a; = 2. Wegen

IIT-1
~

1
Ao—)\l'Eng(): 0
1

o O O

1 1
0 0
1 0

o OO
o O =

ergibt sich
dim Kern(Ag — A1 - E3) =2

Damit erbigt sich fiir die geometrische Vielfachheit
M=2

und wegen v; = a; = 2 und v, = ap = 1 ist Ay diagonalisierbar.
Bemerkung: Sie werden spéter in der Vorlesung noch lernen, dass jede
symmetrische Matrix (also M'" = M) diagonalisierbar ist. Da A] = Ay
gilt, ist Ay symmetrisch und damit ist ohne Rechnung ersichtlich, dass
Ag diagonalisierbar ist.

e Fiir s = 2 besitzt As den Eigenwert Ao = 2 der algebraischen Vielfach-
heit oy = 2; wegen

10 1 ~10 1
Ay— Dy Fs=| 4 0 2™ 0 0 2
1 0 -1/ "™ \o 0o

ergibt sich fiir die geometrische Vielfachheit
72:3—Rang(A2—)\2~E3):3—2:1,
und wegen v, < ay ist Ay nicht diagonalisierbar.

2. Staatsexamensaufgabe Frihjahr 2013
Wahr oder falsch: Begriinden Sie Thre Antwort durch eine Erkldrung oder eine
Widerlegung.

a) Wenn v ein Eigenvektor einer Matrix A zum FEigenwert A ist, dann ist 2v
ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert 2.



b)

Fiir jede quadratische Matrix A gilt Kern(A) C Kern(A?).

Hinweis: Schreiben Sie die Definition von Kern(A) und Kern(A?) auf und
iiberlegen Sie sich, ob aus v € Kern(A) folgt, dass v € Kern(A?) gilt. Uber-
legen Sie sich auch, wieso A eine quadratische Matrix sein muss.

Sei xa(A\) = (1 —=X\)" das charakteristische Polynom einer Matrix A € R™*".
Dann ist A zur Einheitsmatrix £,, ahnlich.

Hinweis: Kénnen Sie eine 2x 2 Matrix A € R?*2 finden, dessen charakertisti-
sche Polynom x 4(\) = (1—\)? ist, die aber nicht #hnlich zur Einheitsmatrix
E2 ist?

d) Wenn das Produkt AB zweier n x n—Matrizen invertierbar ist, dann sind
die beiden Matrizen A und B auch invertierbar.
Hinweis: Betrachten Sie det(AB).

Losung:

a)

Die Aussage ist falsch: mit v € R™ ist auch 2v € R” ein Eigenvektor der
Matrix A € R™" zum Eigenwert A € R, und nicht zum Eigenwert 2 A fiir
A # 0; im allgemeinen ist 2\ € R iiberhaupt kein Eigenwert der Matrix A.

Die Aussage ist richtig: zu einer quadratischen Matrix A € R™*" und ihrem
Quadrat A% € R™ " betrachten wir die zugehorigen linearen Abbildungen

la:R" = R" ly(x)=A-2, und l4:R" = R", l(uo(x) = A*-z.
Fiir alle x € Kern(€4) gilt A-x = 0, woraus
A2 x=(A-A)-v2=A-(A-2)=A-0=0,

also z € Kern({,2), folgt; damit gilt Kern(£4) C Kern (€ 42).
Die Aussage ist falsch: wir betrachten als Gegenbeispiel die Matrix

o I 1 2X2
A_(O 1)€R

mit dem charakteristischen Polynom

XA(\) = det(A — A\ By) =

1—A 1
0 1—A

‘ =(1-\)?

fiir alle A € R. Die Matrix A ist aber nicht &hnlich zur Einheitsmatrix FEs;

denn ansonsten gibe es eine Matrix P € GLy(R) mit P~*A P = E,, woraus
A:PE2P71:PP71:E2,

also ein Widerspruch, folgt.

Die Aussage ist richtig: wir verwenden die fiir jede quadratische Matrix
M e R™" giiltige Beziehung

() M invertierbar <= det(M) # 0



und erhalten fiir alle A, B € R™*" mit Hilfe des Determinantenmultiplika-
tionssatzes (x) dann

A - B invertierbar ﬁ) det(A-B) #0 «<— )

<= det(A) - det(B) # 0 = (det(A) # 0 und det(B) # 0) <(——)>

“— (A invertierbar und B invertierbar).

. Staatsexamensaufgabe Herbst 2008

Es sei V' der R—Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad < 2. Fiir jedes
Polynom p(z) hat das Polynom 2 p(z 4+ 1) — x p(z) keinen héheren Grad als p(z)
(Wieso?). Deswegen ist die lineare Abbildung

F: V=V, pk)—=xplz+l)—zp(x),

wohldefiniert.

2

a) Bestimmen Sie die Matrix von F' beziiglich der Basis 1, x, z* von V.

Hinweis: Geben Sie zuerst die Abbildung
F.V =V ao + a1 + asr? —?

explizit an und bestimmen Sie damit die darstellende Matrix.
b) Ist diese Matrix (und damit die Abbildung F') diagonalisierbar?

c) Zusatzaufgabe: Geben Sie die eine Basis von Eigenvektoren von F an.
Hinweis: Finden Sie zuerst eine Basis aus Eigenvektoren fiir die darstellende
Matrix. Mit Hilfe dieser Basis haben Sie die Aufgabe im wesentlichen schon
gelost (Wieso?).

Losung:
Die Elemente (also Vektoren) des R-Vektorraums V' aller reellen Polynome vom
Grad < 2 besitzen die Gestalt

P(iU):Cbo—i-ay:U—i-aQ-xZ mit ag, ay, as € R;

damit ist
plx+1)=ao+a - (x+1)+ay-(z+1)>

und folglich

xp(x+1)—xp()— -(p ):
((ao+a1 1)—1—@2 )2 (ao+a1-x—|—a2-x2)) _
- (@1+a2 ((z+1)* - ))Zx-(a1+a2-(2x+1)):

=2 ((ay+ay) +2as-2) = (a1 +ag) -+ 2ay - 22

Die gegebene lineare Abbildung ist demnach

F:V =V, a+a-v+ay-2° = (ay+ay)-o+2ay-2°



Wegen
F(1) = 0-1+0-2+0- 2
ap=1, a1=0, a2=0
F(x) = 0-1+1-2+0-2?
ap=0, a1=1, a2=0
F(2?) = 0-14+1-242- 2
ap=0, a1=0, az=1
ist

M = € RS

o O O
O = O
N = O

die darstellende Matrix von F beziiglich der Basis 1, z, 2%
Wegen
A 0 0

xuA) =det(M —AE)=[0 1-Xx 1 |P= _ya-)@2-2\
O O 2 . )\ matrix

fiir alle A € R besitzt die Matrix M die drei verschiedenen Eigenwerte
A1 =0, Ay =1 und A\ = 2 und ist damit als 3 x 3—Matrix diagonalisierbar;
folglich ist auch der Endomorphismus F' von V' diagonalisierbar.

Die Eigenrdume der darstellenden Matrix M sind gegeben durch

1 0 0
Eig(M,0) =R [0 ]| ,Eig(M,1)=R | 1| ,Eig(M,2)=R |1
0 0 1
Damit bilden die Vektoren
1 0 0
V1 = 0 , Vg = 1 , U3 = 1
0 0 1

eine Basis des R? bestehend aus Eigenvektoren von M. Nun ist aber M die
darstellende Matrix von F beziiglich der Basis 1,2, 2? von V. Die Koordi-
natenabbildung p : V — R3 ist gegeben durch

1 0
p(1)= 0| ,p(x)={1] .p(@®>)=[0] ,
0 0 1

Damit ist ersichtlich, dass p(1) = vy ,p(x) = vy ,p(x + 2?) = v3 gilt.
Somit ist 1,2,z + 22 eine Basis von V bestehend aus Eigenvektoren von F.
Insbesondere gilt

F(1)=0,F(z) = ,F(z +2%) = 2(x + 2°)



4. Staatsexamensaufgabe Frithjahr 2005

a) Berechnen Sie die Eigenrdume der Matrix

2 0 00
1 1 1 1
A=11011
1 0 0 2
Ist A diagonalisierbar?
b) Ist A invertierbar?
Losung:
a) Fir alle A\ € R gilt
2— )\ 0 0 0
1 1—A 1 1
Xa(A) = det(A=AEy) =1 0 1-XA 1 |1 zeie
1 0 0 2— A

1—A 1 1
=(2-AN-] 0 1-x 1 -

0 0 9 _ 1\ 1. Spalte
_’1—>\ 1

—2-N0-N-] 7,0,

RYERCEPS

wegen
xaA) =0 < A=1 oder \=2

besitzt A genau die beiden Eigenwerte A\; = 1 und Ay = 2. Wegen

1 000 1 000 1 000
A=nE= g [~ oo o] [oo o
1 0 01 0 001 00 0O
0
bildet v, = é eine Basis des FEigenraums Eig(A; A\;), und wegen
0
0O 0 0 O 1 0 0 0 1 0 0 0
({0 )
1 0 0 0 0O 0 0 0 0O 0 0 O
0
bildet v = ? eine Basis des Eigenraums Eig(A; \2). Da hochstens zwei
1

Eigenvektoren der Matrix A linear unabhéngig sind, existiert keine Basis von
R* aus Eigenvektoren von A; folglich ist die Matrix A nicht diagonalisierbar.



b) Wegen det(A) = x4(0) =4 # 0 ist die Matrix A invertierbar.



