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1. Staatsexamensaufgabe Herbst 2003
Betrachten Sie die reelle 3 x 3—Matrix

2 =3 2
B=11 -2 2
1 -1 1

a) Berechnen Sie die Determinante von B.
b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B.

c) Ermitteln Sie alle Eigenrdume von B, indem Sie fiir jeden Eigenraum eine
Basis angeben.

d) Entscheiden Sie, ob B diagonalisierbar ist.

Losung:

a) Mit Hilfe der Regel von Sarrus ergibt sich

2 -3 2
det(B)y=1{1 -2 2|=(-4-6-2)—(—-4—-4-3)=—1.
1 -1 1
b) Fiir alle A € R gilt
2—-A -3 2
xe(A) = det(B—AE3) = | 1 —2-—-X 2

1—A =1+ 0
1 —2—=A 2
0 1+X —1-2A
—1 1 0
(A—1) aus I

Ll ) )1 —2-a 2
(A+1) aus III 0 1 1

Regel von ()\_1>'(/\+1). [(—2—)\)—((—2)"‘(_1)”

Sarrus

= —A =1 (A+1);

111
1111



wegen
xe(A) =0 <= —(A—=1-(A+1)=0 < (A=1oder A= -1)

besitzt die Matrix B genau die beiden Figenwerte Ay =1 und Ay = —1.

c) Wegen
1 -3 2 _ 1 -3 2 e LI 1 -3 2
B—-ME;=1[1 -3 2] ~ (0 0 O ~ 0 -1
1 -10/ " \o 2 -2 0 0 0
1
ist vy = | 1] eine Basis des Eigenraums Eig(B;\;) der Matrix B zum
1
Eigenwert A\ = 1, und wegen
3 =3 2 1 -1 2 1 -1 2
B-BEs=[1 -1 2] (3 3 2]"2" 0 0 —
1 -1 2 1 -12/ """\ 0 o
1
ist v, = | 1] eine Basis des Eigenraums Eig(B;\y) der Matrix B zum
0

Eigenwert A\ = —1.

d) GeméB b) besitzt die Matrix B nur zwei Eigenwerte, und gemés$ ¢) ist jeder
der beiden Eigenrdume von B eindimensional; damit gibt es hochstens zwei
linear unabhéngige Eigenvektoren von B, insbesondere also keine Basis von
R? aus Eigenvektoren von B, so dafl die Matrix B nicht diagonalisierbar ist.
Alternativ 148t sich auch unter Verwendung des Hauptsatzes iiber diagonali-
sierbare Matrizen wie folgt argumentieren: Da A\; = 1 eine doppelte Nullstel-
le des charakteristischen Polynoms yp(A) ist, ergibt sich fiir den Eigenwert
A1 = 1 die algebraische Vielfachheit a; = 2, und wegen Rang(B — A\, E3) = 2
ist die geometrische Vielfachheit vy = 3—2 = 1; wegen v; < ay ist die Matrix
B nicht diagonalisierbar.

2. Staatsexamensaufgabe Herbst 2004
Gegeben sei die reelle 3 x 3-Matrix

1 0
M=1|0 2
-1 0

w O =

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von M.

b) Entscheiden Sie, ob M &hnlich zu einer Diagonalmatrix ist.



Losung:

a) Fir alle A € R gilt

1—A 0 1
1 0 3\ 2. Spalte
1—A 1
-1 3-A

=(2=-XN)-(B=4X+XN+1)=2-N)-(4—4X+X) =(2-N)%

:(Q—A)-‘ ':(2—)\)-[(1—/\)-(3—)\)—1-(—1)}:

wegen
YA =0 <= 2-N)’=0 <= A=2

ist A = 2 der einzige Eigenwert der Matrix M. Wegen

-1 0 1 -1 0 1
M-ANE;=(0 00|~ 0 0O
-1 0 1 0 0 0
1 0
sind vy = | 0] und vy = | 1| eine Basis des Eigenraums Eig(M;\) der
1 0

Matrix M zum Eigenwert A = 2; die Eigenvektoren sind damit alle vom
Nullvektor verschiedenen Linearkombinationen von v; und vs, also alle Vek-
toren

M1
U=y v+ g V2 = | e mit (1, p2) # (0,0).
H1

b) GeméB a) sind hochstens zwei Eigenvektoren der Matrix M linear unab-
hingig; damit existiert keine Basis von R? aus Eigenvektoren von M, und
folglich ist die Matrix M nicht diagonalisierbar, also nicht d&hnlich zu einer
Diagonalmatrix.

Alternativ 148t sich auch unter Verwendung des Hauptsatzes iiber diagonali-
sierbare Matrizen wie folgt argumentieren: Da A = 2 eine dreifache Nullstel-
le des charakteristischen Polynoms x /() ist, ergibt sich fiir den Eigenwert
A = 2 die algebraische Vielfachheit v = 3, und wegen Rang(M — A E3) =1
ist die geometrische Vielfachheit v =3 — 1 = 2; wegen v < « ist die Matrix
M nicht diagonalisierbar, also nicht dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

3. Fiur welche Werte ¢ € R ist die Matrix



diagonalisierbar?

Hinweis:

Wenden Sie Satz 8.16 an. Beachten Sie, dass die Diagonalisierung der Matrix A,
(sofern diese moglich ist) nicht explizit verlangt ist.

Losung:

Das charakeristische Polynom y 4, (\) = det(A4, — AE3) ist gegeben durch

Xa,(A) = (=3 -2 =12 -}

Somit ergibt sich der Eigenwert \; = —3 mit algebraischer Vielfachheit oy = 1,
sowie der Eigenwert Ao = 2 mit algebraischer Vielfachheit ap = 2. Gemé&f Satz
8.13 gilt

7 = dimEig(A,, A1) = dimKern(la, xp) =1

In Abhéngigkeit von a berechnen wir
o = dim Eig(A,, A\y) = dim Kern(la, »x,5,)

Im Falle v9 = 2 = a» ist die Matrix A, diagonalisierbar, im Falle 75 = 1 < ay ist
die Matrix A, nicht diagonalisierbar.

Es ist
-5 0 0
A, —2FE3=|2a 0 a
10 0 0

Im Falle a = 0 hat diese Matrix den Rang 1. Damit ist dim dim Kern(l4,—,5,) = 2
und somit ist im Falle a = 0 die Matrix A,—¢ diagonalisierbar.

Im Falle a # 0 hat die Matrix A,—2FE5 den Rang 2. Damit ist dim Kern(l4, »,m,) =
1 und somit ist im Falle a # 0 die Matrix A, nicht diagonalisierbar.

Essei A € R™" eine diagonalisierbare Matrix. Zeigen Sie, dass auch alle Potenzen
A! fiir t € N diagonalisierbar sind.

Hinweis:

Falls A ~ D gilt, wobei D eine Diagonalmatrix ist, so sollte ebenfalls A" ~ D?
gelten. Zeigen Sie die Aquivalenz A* ~ D' unter Verwendung von Definition 8.14.

Finden Sie ein Beispiel fiir eine Matrix A € R™", so dass A? diagonalisierbar ist,
aber A selber nicht diagonalisierbar ist.
Losung:

Geméf der Aufgabenstellung ist die Matrix A diagonalisierbar, d.h. es existiert
eine invertierbare Matrix P, sowie eine Diagonalmatrix D mit

P'AP =D

Wir zeigen, dass

PTA'P = D!



fiir alle t € N gilt. Hierfiir fiigen wir die Einheitsmatrix £, = PP~! zwischen die
Matrixprodukte ein und verwenden das Assoziativgesetz fiir Matrizenmultiplika-
tionen:

P AP =P ' AA. AP =P 'AE,AE,A...E, AP
1
t ma.
=P 'APP HYA..(PP HAP
=(P'AP)(P'AP)..(P'AP)=DD..D = D'
S——

t mal
01
(6 0)

Xa(A) = A?

Somit besitzt A den Eigenwert A\; = 0 mit algebraischer Vielfachheit o = 2.
Weiterhin ist

Wir betrachten die Matrix

Es ist

71 = dim Kern(A — 0F3) = dim Kern(A) = dim (R (é)) =

damit ist A nicht diagonalisierbar.
Weiterhin ist
00
2 _
(0 0)

Die Nullmatrix ist eine Diagonalmatrix, daher ist A% diagonalisierbar.



