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1. Gegeben sei die lineare Abbildung
[ : Poly(R) — Poly(R), p(z) — zap'(x) + 2p(x)

a) Man zeige, dal die Abbildung fiir jedes feste @ € R ein Endomorphismus
von Poly(R) ist.

b) Man bestimme die darstellende Matrix von f beziiglich der Standardbasis

1,x, 22

¢) Man bestimme alle a € R, fiir die f ein Automorphismus ist und gebe in
den anderen Fillen jeweils eine Basis von Kern(f) an.

Hinweis: Zur Wiederholung: Ein Endomorphismus ist eine lineare Abbildung f :
V' — V, d.h. ein Vektor v € V wird unter der linearen Abbildung f wieder nach V/
abgebildet. Ein Automorphismus ist ein bijektiver Endomorphismus. Uberlegen
Sie sich, was bei Teilaufgabe a) und c) zu zeigen ist.

Losung:

a) Fiir jedes p = ag + a1x + axx® € Poly(R) mit p’ = a; + 2asx ist

flp) = wap +2p
= za(ar + 2asz) + 2 (ag + a1z + asa®)
= 2ag+ (2a; + aay) x + (2a; + 20ay) 2°

mit f(p) € Poly(R); des weiteren gilt
f(pr+p2) =a(pr+p2) +2(p1+p2) =

= za (p) +ph) + 2 (p1 + p2) = (wap) + zaph) + (2p1 + 2p2) =
= (zap] + 2p1) + (zapy + 2p2) = f(p1) + f(p2),

fiir alle py, ps € Poly(R), weswegen f additiv ist, sowie

fup) =za(A-p)+2(\-p)=za(X-p)+2(X-p) =
= A (zap’) + A+ (2p) = A~ (vap’ +2p) = A~ f(p),

fiir alle p € Poly(R) und A € R, weswegen f homogen ist. Folglich ist f
insgesamt ein Endomorphismus von Poly(R).



b) Wir bestimmen die darstellende Matrix M der linearen Abbildung f beziiglich
der Standardbasis 1, x, 2% von Poly(R); wegen

f() = 2 = 2.1+ 0- 2+ 0- 22
ap=1,a1=0,a2=0
fl@) 0t m 1 ar0 2+a)r = 0-1+2+a) z+ 022
ap=VU,a1=1,a2=
/(@) - (2+2a)2* = 0-1+ 0-2+(2+2a) - 2°
ap=0,a1=0,a2=1
ist
2 0 0
M=10 24+« 0 c R3*3.
0 0 2+ 2«

¢) Der Endomorphismus f ist nun genau dann bijektiv, also ein Automorphis-
mus, wenn die darstellende Matrix M invertierbar ist, also det(M) # 0 gilt;

wegen
2 0 o |
det(M) =10 2+« 0 PEMT 2 (24 @) (2 +2a)
0 O 9 + %2 matrix

ist dies genau fiir & € R\ {—1, —2} der Fall.
o Fir a = —1 gilt:
2 00
M=101 0| eR>.
000
Somit ist Rang(M) = 2 und damit

dim Kern(f) = dimKern(¢y;) = 3 —Rang(M)=3-2=1

0
Esist [ 0 | eine Basis von Kern(¢y;), alsoist 0-140-X +1-X? = X?
1
eine Basis von Kern(f) mit o = —1.
o Fiir a = —2 gilt:
20 0
M=1[00 0 | R,
00 -2

Somit ist Rang(M) = 2 und damit

dim Kern(f) = dimKern(¢y;) = 3 —Rang(M)=3-2=1

0

Esist [ 1] eine Basis von Kern(fy), alsoist 0-1+1-X +0-X?=X
0

eine Basis von Kern(f) mit a = —2.



2. Betrachten Sie noch einmal den auf dem 2. Tutoriumsblatt angegebenen Endo-
morphismus

T 20—y — =z
7R3 = R3, y | — T —z
z x—y

Geben Sie die Abbildungsmatrix A der linearen Abbildung 7 beziiglich der
kanonischen Basis an.

b) Zeigen Sie unter Verwendung der bereits gezeigten Eigenschaft 7 (7 (z)) =
m(z), fiir alle z € R, dass die Eigenwerte von A nur die Werte 0 oder 1
annehmen konnen.

c) Berechnen Sie den Eigenraum zum Eigenwert A; = 0.

Hinweis: Wiederholen Sie die Definition von Eig(A, A = 0). Kennen Sie diese
Menge aus einem anderen Kontext?
d) Zeigen Sie, dass
1 —1
U1 = 0 Vg = -1
1 0
Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 1 sind.
Loésung:

a) Die Abbildungsmatrix A ist die eindeutig bestimmte Matrix, so dass

m(x) = Az

fir alle x € R? gilt. Mit Hilfe der angegeben Abbildungsvorschrift ergibt
sich

2 -1 -1
A=1[1 0 -1
1 -1 0

Sei A € R ein Eigenwert von A mit Eigemvektor v € R3, v # 0. Da (7 (z)) =
m(z) fiir alle z € R3 gilt, folgt weiterhin, dass A% = A gilt. Somit ist

M= Av = A%v = A(Av) = A(\) = v = A\

Da v # 0 ist, muss A = X\ gelten. Daraus folgt aber, dass A = 0 oder A\ = 1
gelten muss.

Wir betrachten
Eig(A,0) = {z € R*|Az = 02} = {x € R*|Az = 0} = Kern(l4) = Kern(r)
Kern(l4) ist gegeben durch (GauB-Algorithmus)

1
Kern(ly) =R | 1
1



d) Diese Aufgabe kann durch explizites Nachrechnen gelost werden, es gilt
Avy = v, Avg = 1y

3. Sei f:R® = R3, o+ Az, die durch die Matrix

3 —1 1
A=10 2 0
1 -1 3

definierte lineare Abbildung. Gegeben seien weiterhin die drei Vektoren

1 0 1
b1 = 0 s b2 = 1 und b3 = 0
—1 1 1

Bestimmen Sie die darstellende Matrix B von f beziiglich der Basis by, by, bs.
Losung:
Fiir die gegebene Matrix

3 -1 1
A=10 2 0] eRrR*>?
1 -1 3

ist die zugehorige lineare Abbildung f : R®* — R3) f(z) = A -z, zu betrachten.
Ferner ist fiir die drei gegebenen Vektoren

1 0 1
b1 = 0 s bg = 1 und b3 = 0 S ]Rg
—1 1 1

die Hilfsmatrix B = (by, by, bs) € R3*3 gemif

1 01]/1 00 10110 0
(B| By) = 0 1001 0] ~1]o010/010
11 1lo0o 1/ "™ \0o1 2101
1011 0 0 101/1 0 0
~ 0100 1 0]~ (0100 1 0
-1 00 2/1 -1 1/ +m 001%_%%
oot b -
v 01 0/0 1 0 = (B3| B™)
ooy -y

invertierbar; insbesondere ist by, by, bs eine Basis von R3.

Die Aufgabe kann nun auf zwei verschiedene Arten gelost werden.

e Die darstellende Matrix B’ beziiglich der Basis by, by, b3 ist gegeben durch

200
A=B1'AB=10 2 0] eR*?
00 4



e Wegen

3 -1 1 1 2
fb))=A-by=10 2 0)-{ 0 |=(0]=2-b4+0-b2+0-b3
1 -1 3) —1 -2
3 -1 1 0 0
(1 -1 3 1 2
3 -1 1 1 4
f(b3)=A-b3= [0 2 0 0] = (0] =0-b;4+0-by+4-0b5
1 -1 3 1 4
ergibt sich die darstellende Matrix
2 00
A=102 0] eR¥™
0 0 4

von f : R® — R? beziiglich der Basis by, by, b3 von R? (vergleiche auch
Definition 7.23).

4. Sei
4 -3 -3
A=11 1 -1
2 -3 -1

Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

Losung:

a) Die Eigenwerte der gegebenen Matrix

4 -3 -3
A=11 1 =1] eRrR*>?
2 -3 —1

stimmen mit den Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms iiberein; fiir
alle A € R gilt

4-X =3 -3 St
xa(A) =det(A—AE3)=| 1 1-X -1 pen
9 L3 1 _ |t
1—A 0 -3 1= 0 -3 .
= 0 2\ 1 | Zen 9 _ )\ _q | Zeilen
1o —24A —1—AW1| o oLy 9_, mu
1—Xx 0 -3

— 0 2—x -1 [PEE QN2 (2-0))
0 0 1 N )\ matrix



mit
Xa(A) =0 <= (A=1 oder \=2),
so daf} die Matrix A genau die beiden Eigenwerte A\; = 1 und Ay = 2 besitzt.

Alternativ kann die Determinante ohne Umformungen ausgerechnet werden,
es ergibt sich
xa(A) = =A% +4X\* — 5\ + 2

Durch systematisches Raten ergibt sich (z.B.) \; = 1 und die Faktorisierung
Xa(A) = (A= 1)(=A*+3)—2)

Daraus ergeben sich die gleichen Nullstellen wie oben.



