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Losung zum 13. Tutorium

1. Staatsexamensaufgabe Herbst 2013

a) Zeien Sie, dass es genau eine bijektive affine Abbildung f : R? — R? mit

A(0)=6) r(6)=6) e (6)=6)

gibt.

b) Zeigen Sie, dass f sogar eine Bewegung (d.h. abstandserhaltend) ist und
bestimmen Sie den Typ dieser Bewegung.

Losung:

a) Im euklidischen R? sind die Punkte

o= (5) = (3) e o= ()
v () e () e 3

zu betrachten. Da

1 0
Uy = ay — Qg = 0 und  ug = a9 — ag = 1

linear unabhéngig sind, bilden die Punkte ag, a;, as ein Dreieck, also ein
affines Koordinatensystem von R?; damit existiert aber nach dem Prinzip
der affinen Fortsetzung genau eine affine Abbildung

sowie

f:R* - R* mit f(ag) =by, [f(a)=0b und f(ay) = by.

Fiir die Matrix A € R**? und den Vektor b € R? mit f(z) = A-x + b fiir
alle z € R? gilt damit

A-a0+b:bo, A-a1+b:bl und A-a2+b:b2;

b:b(): (?) €R2,

wegen ag = 0 ist zunéchst



und wegen a; = e; und as = es folgt dann

Aer=A-a=b —b = G)—@:(ﬁ
ompnmns = (0)-()=()

A:A~E2:A~(61,62) = (A-el,A'eg): (_01 (1)> ERQXQ.

und damit

Wegen

-1 0
o 1= 170

ist die Matrix A € GLy(R) invertierbar, und damit ist die affine Abbildung
f : R? — R? bijektiv.

Wir betrachten die Lage der beiden Dreiecke mit den Eckpunkten ag, a1, as
sowie by, by, by in der Ebene:

det(A) =

a2

by bo

o ai

Wir betrachten

e die Achsenspiegelung s : R? — R? an der Achse a = (é) +R- ((1)),

e die Parallelverschiebung p : R? — R? um den Vektor v = ((1]),

damit ist po s : R? — R? die Gleitspiegelung mit der Spiegelachse a und



dem dazu parallelen Schubvektor v. Wegen

orer-s(:(0) - () - ()
orser=s{:() - () - ()
orsor=s(:() - () - ()

stimmen die beiden affinen Abbildungen f : R? — R? und po s : R? — R?
auf dem Dreieck ag, a1, as von R? {iberein, und nach dem Prinzip der affinen
Fortsetzung folgt f = p o s; damit ist f die oben beschriebene Gleitspiege-
lung, insbesondere also eine Bewegung des R2.

Zu diesem Ergebnis kann man auch rein rechnerisch gelangen: Wegen

ama= (3 )0 =6 1) =m

ist die Matrix A € O2(R) von a) sogar orthogonal, und damit ist die affine
Abbildung f : R? — R? eine Bewegung. Wegen det(A) = —1 geméf a) ist
A genauer eine Spiegelungsmatrix, und damit beschreibt f : R? — R? eine
Gleitspiegelung in R2.

Bemerkung:

Im Folgenden wird der Schubvektor und die Spiegelachse bestimmt. Dies
war jedoch nicht in der Aufgabenstellung verlangt. Zur Losung der Aufgabe
reicht es also aus, zu zeigen, dass A eine Spiegelmatrix darstellt.

sei a =t + R - u die Spiegelachse sowie v = « - u der Schubvektor von f.

Wegen
-1 0 0 0
dree= (1) (1) = () -1

ist ey ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A = 1, und wir kénnen

U= ey = ((D e R? mit ut = (_01> € R?

wéhlen. Wir zerlegen

b= @ - (§)+® — (<)t 1w

damit ist v = 1 - u, und wegen

E-at = (3 [3) e = ()

gewahlt werden; damit ist
f(x):A-x+b:A-x+((—2)-ul+1-u):
=A-z+(Ey—A)-t+u= S-(x—t)+t + u

Achsenspiegelung an a Verschiebung um v

fiir alle x € R2.



2. nach Staatsexamensaufgabe Herbst 2012 Bestimmen Sie alle affinen Abbildungen
[ R? —» R? mit £((1,0)) = (2,3) und f((0,1)) = (=2,—2). Gibt es unter all
diesen affinen Abbildungen eine Bewegung (d.h. eine Isometrie)?

Losung:

Eine affine Abbildung f : R? — R? ist durch die Abbildungsvorschrift der Form
f(z) = A-x + b mit einer Abbildungsmatrix A € R?**? und einem Vektor b € R?
charakterisiert; es sei

A= (“11 ‘“2> und b= (bl).
A1 QA22 ba

Dabei gilt zum einen
1 - 2 a1 Q12 1 b1 . 2
1o)== @ i) () ()-G) =
und zum anderen
0 . —2 aip Q2 0 bl . —2
()= () = G ) () () -(5) =
a19 bl . —2 12\ -2 — bl
= (o) () - () = (- (E)
und wir erhalten fiir f die Abbildungsmatrix

_ 2— bl -2 - bl 2x2
A‘(&wg—waER

bei beliebigem Vektor b = (Zl> € R2. Nach Vorgabe bilden diese affinen Abbil-
2

dungen das Punktepaar

() i ) st )= Q)12

auf das Punktepaar

() m (2) e (- (Y]] -

ab und sind damit nicht abstandserhaltend, also keine Bewegungen.



3. Staatsexamensaufgabe Herbst 2005
Es seien A € R?*? und ¢ € R?. Die affine Abbildung

f:R* 5 R* mit f(z)=Ax+t
sei eine Drehung der euklidischen Ebene R? mit Drehzentrum z.

a) Begriinden Sie, dass fiir alle p € R? gilt:
lp =zl = [[f(p) — =l

b) In R? seien die folgenden vier Punkte gegeben:

(1) =) 0 0 (1)

Zeigen Sie, dass es genau eine Drehung f um ein Drehzentrum z € R? gibt
mit

flp)=p" wnd  f(g)=4.

Berechnen Sie z, sowie die Matrix A und den Vektor ¢ von f.

Losung:

a) Eine Drehung f der euklidischen Ebene R? mit dem Drehzentrum z besitzt
die Gestalt

fe)=Dy-(x—2)+2=Dy,-x+(E—-D,) -z

fiir alle 2 € R?; dabei sei D, die Drehmatrix zum Drehwinkel ¢ € [0;27].
Da D, insbesondere eine orthogonale Matrix ist, gilt || D,, - v|| = ||v|| fiir alle
v € R?2, und wir erhalten damit

1) = 2l = I(Dg - (p = 2) +2) = 2| = [Dg - (p = 2)[| = [lp — 2|

fiir alle p € R2.

b) Wir ermitteln zunichst die notwendige Gestalt einer Drehmatrix A € R?*?
und eines Vektors ¢ € R?, so dafl die damit gegebene Drehung

FIRZ SR flz)=A-z+t,

die geforderten Eigenschaften f(p) = p’ und f(q) = ¢ fiir die Punkte

=(8) o= (V) -G ()

besitzt, und iiberpriifen danach, ob die gefundene Abbildung tatséchlich das
Gewtinschte leistet. Wegen p' = f(p) = A-p+tund ¢ = f(q) = A-q+1



ergibt sich durch Differenzbildung A - (p — ¢) = p’ — ¢/, wobei A = D,, fiir
ein geeignetes ¢ € [0; 27| ist; damit erhdlt man

cosp —sing\ (15} (15
singp  cosp -2) 2 )
—— =

i
g

=A =p—q =p'—q
also das Gleichungssystem
(1) S.cosp + 2-sinp = 3
(II) S.sing — 2-cosp = 2
woraus mit 3 (I) —4 - (II) zum einen % - cos ¢ = —1, also cos p = —5=, und

mit 4 - (I) +3- (II) zum anderen 2 - sinp = 12, also sinp = 23, folgt. Damit
ist zunédchst

2 L) 25 \24 -7
und damit

o (-1 L (-7 24 7T\
t=p -4 p‘(s) 25 <24 —7) (—1)‘
(-1 (-1 _ [0
-\ 3 7 ) \—4)°
Wir iiberpriifen nun, ob die in Frage kommende affine Abbildung

FIRZ SR flz)=A-z+t,

1 -7 =24 0
A_2—5-(24 _7) und t—<_4>

eine Drehung mit den gewiinschten Eigenschaften ist, und bestimmen dann
das Drehzentrum z. Zunichst ist A € R2*? eine orthogonale Matrix mit
det(A) = 1 und folglich eine Drehmatrix; damit ist f eine Drehung der
euklidischen Ebene, und es gilt

f(p)IA‘P”:%'(;Z 12?)‘(—71%(—04):



Zur Bestimmung des Drehzentrums z € R? von f l6sen wir die aus der
allgemeinen Gestalt einer Drehung gewonnene Gleichung t = (£ — D,,) - z
auf und erhalten wegen

(132 24\ ' (8 (4 3\ _
e = (55 8) - (50) -
_2 (4 3T 25 1 (4 -3y 1

8 \-34) 8 25 \3 4) 38

5 7)

schlie3lich



