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Losung zum 12. Tutorium

Staatseramensaufgabe Frihjahr 2011

Geben Sie eine orthogonale Matrix U € R*? an, welche (beziiglich der kanoni-
schen Basis des R?) eine Drehung um die vom Vektor v = (1,1, —1)" aufgespann-
ten Drehachse mit Drehwinkel ¢ = 7 beschreibt.

Losung:
-1 1
Der Vektor u; = 1 | und der Richtungsvektor v = 1 | der Drehachse
0 -1
sind wegen u; o v = 0 orthogonal; damit bilden uy, us, v mit
1 -1 1
Uy = U X U] = 1 X 1 =11
-1 0 2
ein Orthogonalsystem und folglich
-1 1 1
1 1 1
mw=—t=— 1], 2o (1 o1

= = UQ = = s ’U3 = — =
Jusll V2 0 Juall /6 9 vl V3 1

eine Orthonormalbasis im euklidischen R3. Bei den zu betrachtenden Drehungen
bleibt vz als Punkt der Drehachse fest, wihrend sich die Wirkung dieser Dre-
hungen um die Winkel ¢ = +7 in der von v; und v, aufgespannten Lotebene
niederschlégt;

Erster Losungsvorschlag:

Wir unterscheiden zwei Félle:

Wir betrachten das Rechtssystem vy, v9, v3. Im ersten Fall stellt U; eine Drehung
um den Winkel +7/2 gegen den Uhrezigersinn (bezogen auf das von vy, ve aufge-
spannte Koordinatensystem!) dar, so dass fiir den ersten Basisvektor Ujv; = v
gilt. Damit gilt ebenfalls Ujv9 = —vy. Da v3 die Drehachse darstellt, gilt weiterhin
Uyv3 = v3. Insgesamt erhalten wir

Ul(Ul’UQ'Ug) = (’UQ — 'U1U3>
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U, ergibt sich somit als
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Im zweiten Fall betrachten wir eine Drehung im Uhrzeigersinn. Damit gilt fiir
den ersten Basisvektor Usv; = —wve. Damit gilt ebenfalls Usv, = v1. Da vz die
Drehachse darstellt, gilt weiterhin Usvs = vs. Insgesamt erhalten wir

U2(U1U2U3) = (—U2U103)

Analog wie oben erhalten wir
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Zweiter Losungsvorschlag:
Fiir die darstellende Matrix der beiden Drehungen beziiglich vy, vo, v3 ergibt sich

M- D 0 it D [cosp —sing 7
0 1 sing  cosp

(0 -1 (0 1\ o
Dl—(l 0) und DQ—(_I O>_D1

hierbei stellt D; wieder eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn dar; Dy ist eine
Drehung im Uhrezeigersinn. Damit erhalten wir

also

0 -1 0 0 10
Miy={(1 0 0 und  My=[-1 0 0] =M.
0 0 1 0 01
Mit
S U W
P = (’Ul,UQ,'Ug) = V2 NG 3 S Og(R)
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0 % —&



ergibt sich fiir die Abbildungsmatrix U dieser Drehungen, also die gesuchte dar-
stellende Matrix U beziiglich der kanonischen Basis, dann M = PTUP, also
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1 11 11
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=U, = g+7§ 3 —§+7§ € O3(R).
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. Staatsexamensauafgabe Friihjahr 2009

Es sei g : R? — R3 eine lineare Abbildung, welche eine Drehung des euklidischen
4

Raumes R? mit der Drehachse R - | 0 und einem Drehwinkel von 90° be-
-3

schreibt. Bestimmen Sie eine Matrix 7' € R3*3 mit g(x) = T - z fiir alle z € R.

Losung:

4
Wir ergénzen v = % 0 | durch
-3
0 1 3
vy=11 und Vg = R 0
0 4

zu einer Orthonormalbasis vy, vs, v3 von (R3, o). Bei den zu betrachtenden Dre-
hungen bleibt v3 als Punkt der Drehachse fest, wihrend sich die Wirkung dieser
Drehungen um die Winkel ¢ = £90° in der von v; und v, aufgespannten Lotebe-
ne niederschlagt; fiir die darstellende Matrix dieser Drehungen beziiglich vy, vs,
vg ergibt sich damit

M= D 0 it p_ (cosp —sing ’
0 1 siny  cosg
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Dl—(l 0) und DQ—(_I O>_D1

also



und damit

0 -1 0 0 10
Mi={(1 0 0 und  My=|—-1 0 0| =M.
0 0 1 0 01
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ergibt sich fiir die Abbildungsmatrix A dieser Drehungen, also die gesuchte dar-
stellende Matrix A beziiglich der Standardbasis, dann M = PT AP, also
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Ai=PMPT =10 0 1 0 0 20 3 |=
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. nach Staatsexamensaufgabe Friihjahr 2006
Gegeben seien die Vektoren
1 0 0
€1 = 0 ) €2 = 1 ) €3 = 0 ERg
0 0 1

Weiter sei f : R? — R3 linear mit

f(el) = €2, f(€2) =e3, fles) =er.

Zeigen Sie, dass f eine Drehung ist. Bestimmen Sie die Drehachse von f und den
Cosinus des Drehwinkels o von f.

Losung:

Fiir die Abbildungsmatrix A € R3*?® der linearen Abbildung f : R® — R3,
flz)=A-x, gilt

A-ep=fler) =€y, A-ea=f(es) =e3 und A-e3= f(e3) =€y

und damit

A=A- (61,62763) = (A'€1>A'62,A'€3) = (62,63,61) =

O = O
_ o O
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Da die Spalten es, €1, e3 von A eine Orthonormalbasis von R? bilden, ist A eine
orthogonale Matrix, und wegen

det(A) = = (0+40+1)—(0+0+0)=1

Sarrus
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0
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beschreibt f eine Drehung im euklidischen Raum R3. Die Drehachse a besteht
aus allen Fixpunkten von f und stimmt daher mit dem Eigenraum von A zum
Eigenwert 1 iiberein; wegen

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
A—-1-E3=11 -1 0 ~ 0o -1 1 ~s 0 -1 1
0 1 —1/™\ o 1 —¢/muly o o
ist also
1
a=R-[1],
1

und fiir den Drehwinkel o von f gilt
Spur(4) -1  0-1

cosa = 5 5 =3
. Staatsexamensaufgabe Herbst 2013
2 0
Esseien vy = [ 2 | und v5 = | 1 | Vektoren im R? versehen mit dem Standard-
1 1

skalarprodukt.

a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis by, by des von den Vektoren vy, v,
aufgespannten Untervektorraums U.

b) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung

3 3 1 7
Ul'_)g 0 s Ugf—)g 0
—4 -1

zu einer orthogonalen Abbildung von R?® — R3 fortgesetzt werden kann.
Bestimmen Sie alle solchen Fortsetzungen.



Losung:

2 0
a) Die Vektorenv; = [ 2 | und vy = [ 1 | sind offensichtlich linear unabhéngig
1 1

und damit schon eine Basis des Untervektorraums U = (v, vy) C R3. Wir
unterwerfen diese dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren
und erhalten

2 1 1 2
ap=v; = |2 mit ||ai|| =3, also h=—Fa=-|(2],
: il ;
und
0 1 2 1 -2
GQZUQ—('UQObl)'blzvg—blz 1 —g 2 :g 1
1 1 2
mit
—2
1 1
laz]] = =-3=1, also by=7——a==-| 1 |;
3 L

damit ist by, by eine Orthonormalbasis von U beziiglich o.

b) Wir ermitteln zunéchst die notwendige Gestalt einer Matrix A € R3*3] so
daB f:R?® - R3, f(x) = Az, eine orthogonale Abbildung mit

3 3 !
f(v) = 5 0 und floa) =210
—4 —1
ist. GeméaB a) ist
1 1
blzg.alzé-’vl und b2:a2:v2_b17

und mit der Linearitdt von f ergibt sich

3 3
1 1 3 1
f(bl)zg'f(vl) = 33 0 =5 0 | =w
—4 —4
1 7 1 3 1 4
f(b2) = fva) = f(b1) = 5 0 5 0 :5 0] = ws.
-1 —4 3
Wir ergénzen by, by durch
2 —2 3 1
1 1 1 1
b3:b1><62:§ 2 Xg 1 :§ —6 :g —2
1 2 6 2



zu einer Orthonormalbasis by, by, by von (R?,0); ferner ist

3 1 4 1 0 0
wg=w Xwy==-|( 0 | x=[0)]==11-25]=1|-1
5 4 5 3 25 0 0

Aus b3 Lb; und b3 by folgt wegen der Winkeltreue von f zunéchst
f(bs)Lf(b1) =wr und  f(bs)Lf(b2) = ws,
also f(b3) = A - ws fiir ein A € R; die Langentreue von f liefert dann
L= lbs]l = [[£(ba)[| = 1A - wall = [A] - lws|| = [A] - 1 = [A],
also A = £1, und damit f(b3) = +ws. Wir erhalten demnach
A-by = f(br) = wr, A-by = f(b2) = wo, A by = f(bs) = Fws,

mit der orthogonalen Matrix B = (b, bs, b3) € O3(R) und der (ebenfalls
orthogonalen) Matrix C' = (wy, w, w3) € R¥*? also

A'B:A'(b1>b27b3>:(A'blaA'b%A'b?;):(wlaw%w?;)zca

und damit
L3 40 (2 21
A=C- B! - 0 0 F5 '3 -2 1 2| =
B==5 4 3 0 1 -2 2
-2 10 11
== 5 +10 F10
~14 -5 2

Wir iiberpriifen nun, ob die beiden in Frage kommenden linearen Abbildun-
gen f:R3 -5 R3, f(z)=A-x, mit

1 -2 10 11 1 -2 10 11
—-14 -5 2 —-14 -5 2
tatsdchlich das Gewiinschte leisten. Wegen
1 -2 F5 -4 1 -2 10 11 1 00
ATA=—| 10 £10 -5 | T8O FI0 = (0 1 0) = E
11 F10 2 —14 -5 2 0 0 1

ist A € R3*? eine orthogonale Matrix, also ist f : R® — R3 eine orthogonale
Abbildung, und es gilt

-2 10 11 2 3 3
f(v1) = G F5 +£10 F10)-[2]) = R 0
—-14 -5 2 1 —4
und
-2 10 11 0 1 7
= — 5 +£10 10 11==1(0
f(v2) 15 + + 5

—14 =5 2
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