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Losung zum 11. Tutorium

1. a) Die gegebene Matrix
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ist wegen

orthogonal und besitzt dabei die Gestalt der Spiegelungsmatrix

_ [cosp  sing . 4 . _
“’_<sin<p —cosgo) mit cosp=7% und singp=

[S1{[e)

Damit ist der Endomorphismus f : R? — R?, f(z) = A -z, eine Geraden-
spiegelung in (R?, o) mit dem Eigenraum Eig(A;1) von A zum Eigenwert 1
als Spiegelachse a; wegen

__1_§(—V53.113W13
s () 060

0= Fig(A:1) =R - (‘f) |

ergibt sich

b) Die gegebene Spiegelachse

b=R-v mit v:(_12)

besitzt die Lotgerade

bt =R .ot mit vt = (%)

Fiir die Geradenspiegelung g : R*> — R?, g(z) = B - x, an der Spiegelachse
b gilt nun

g(v)=wv, also B-v=wv, und g (’UJ') = —vt also B-vt = —ovt,



so daf} sich

ergibt.

Die Hintereinanderausfithrung go f : R? — R? der beiden Endomorphismen
g und f besitzt die Abbildungsmatrix

o a3 -4\ (4 3\ _ (0 25\ _ (0 1
cenani (3 )44 D% - (4 )

Damit stimmt C mit der Drehmatrix

__[cosp —sinp .. _ 37
D‘P_(singp cosgp) fir v =

iiberein; damit beschreibt g o f eine Drehung um den Winkel ¢ = 37”

Eine orthogonale Abbildung f : R?> — R? mit f(v) = w bildet den zu
v = (_47) senkrechten Vektor

vt = <Z> der Linge vt = V72 + 42 = V65

auf einen zu w = <_18) senkrechten Vektor x (wegen der Winkeltreue) der

Lénge ||z]| = /65 (wegen der Lingentreue) ab; damit ist aber

Fiir f; = 04, mit fi(v) = w und f(vt) = w' gilt
Ay (v,0h) = (A v, Ay - ot = (w, wh)

und damit



und fiir fo = £4, mit fo(v) = w und fo(vt) = —w gilt
AQ : (vaL) = (AQ v, AQ ’ UL) = (w7 _wL)

und damit

-1
B o1y -1 (8 1y (47 B
Ay = (w, —w™) - (v,v7) —(1 8) (_74 -
(-8 1\ (4 =T\ _ 4 (=25 60\ _ (-5 ).
“\1 8) 6 \7 4) B 60 25) £ )
man sieht sofort, da A; und Ay orthogonale Matrizen und folglich f; und
f2 orthogonale Abbildungen sind.

Sl

Alternativ kann man auch die allgemeine Gestalt
D, — (cpsw —sin go) —_— S, — (C?SQO sin @ )
sing  cosp sing —cosy
orthogonaler 2 x 2-Matrizen ansetzen und ¢ € R so bestimmen, dafl
D, -v=w bzw. Sy v =w
erfiillt ist. Fiir D, ergibt sich dabei
cosy —singp 4 -8 dcosp + Tsing = =8
. . = , also .
singp  cosp -7 1 4singp — Tcosp = 1
woraus man durch 4 - (I) — 7 - (II)
65 cos p = —39, also cosp = —%

sowie durch 7 - (I) 4+ 4 - (II)
65 sin p = —52, also sinp = —%

: 3 4
CoS —sin -2 =z

A= (Singp ('0) - (—2 —5§> ’
©  CcoS = s

erhilt; fiir S, ergibt sich dagegen

cosp sing \ (4) (=8 1 dcosp — Tsingp = —8
singp —cosy —7) = \1 ) ¥ 4sing + Tcosp = 1

woraus man durch 4 - (I) + 7 - (II)

zusammen also

65 cos p = —25, also cosp = —=

137
sowie durch 7 - (I) — 4 - (II)
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A, = (o8% sing ) - 2
singp —cos % % ’

erhélt; Man iberpriift sofort, dafl A; und As orthogonale Matrizen und
folglich f; und fy orthogonale Abbildungen sind, die v auf w abbilden.

—65sin ¢ = —60, also sin p =

zusammen also



Wegen det(A;) = 1 ist f; orientierungstreu; f; bildet ja das Rechtssystem

v,v* auf das Rechtssystem w, w* ab. Die Abbildung f; beschreibt eine Dre-

hung um den Ursprung, wobei fiir den Drehwinkel ¢ gilt cosp = —g.

Wegen det(Ay) = —1 ist fy orientierungsumkehrend; f, bildet ja das Rechts-
system v, v+ auf das Linkssystem w, —w* ab. Die Abbildung f, beschreibt
eine Achsenspiegelung mit der Spiegelachse R - a = Eig(Ay; 1); wegen

_18 12 —13)1 _ _
= (F )62l )
13 13/ $I -1
ist etwa a = (g)

Mit Hilfe der Orthonormalbasen

1 -1 —1

512\% 1] vonU bzw. b2:\/L5

ist by, by, by eine Orthonormalbasis von (R?, o) mit
A-by=10b sowie A-by=—-by und A-b3= —b3,
so daf sich
A (by,by,b3) = (A - by, A by, A-b3) = (b, —bg, —b3)
und damit wegen (b, by, b3) € O3(R) dann

A — (bla _b27 _b3) : (b17b27b3)T -

1 1 1 1 41 1 2 2
V3 V2 V6 V3 V3 V3 3 3 g
N I S U S U U U I I A T
V3 V6 V6 NG 3 3 3
ergibt.
Mit Hilfe der Orthonormalbasen
-1 2 2
by —% 2 |, by —% 2 von U bzw. b3 :% —1] von U+
2 —1 2

ist by, bo, bg eine Orthonormalbasis von (R?, o) mit
A-by=0b; und A-by=b,y sowie A - b3 = —bs,
so daf sich

A . (blaanb3) = (A . blaA . b?aA : b3) = (blaan _b3)



und damit wegen (by, bg, b3) € O3(R) dann

A = (b1, by, —b3) - (b1, by, b3) " =

-1 2 =2 -1 2 2
2 2 1
2 -1 -2 2 -1 2 -8

W=

ergibt.

Hinweis: Die Orthonormalbasis von U kann beliebig gewéhlt werden. Mit
den beiden angegebenen Vektoren v und w und dem Gram-Schmidt Verfah-
ren konnen Sie mit Hilfe des eine ONB von U konstruieren.

4. Die gegebene Matrix A € R3*3 ist wegen

1 -8 —4 1 -8 —4
AAT=11-8 1 —4]- 3-8 1 —4]-=
-4 -4 7 -4 -4 7
81 0 0 100
=50 8 0of|=(010]=E;
0 0 8l 00 1

orthogonal und wegen

1 -8 —4
AT=1l-8 1 —4]=4
—4 —4 7

auch symmetrisch; folglich beschreibt die zugehorige lineare Abbildung
R =R flx)=A-uz,
eine (Orthogonal-) Spiegelung an der sogenannten Fixpunktmenge !

U={zeR’|f(z)=2}={zeR’|A -z =12} =Eig(4;1);

wegen
-8 -8 —4 2 21
A—1~E3:% -8 —8 —4|~10 00
—4 —4 -2 00O
st

dimU =3 —-Rang(A—1-FE5)=3—-1=2,

und damit ist U eine Ebene mit

U:{xER3|2x1+2x2+x3:O}.

!Hinweis: Im Staatsexamen finden sich auch Aufgaben zu Fixpunktmengen. Damit Sie diesen Be-
griff schon einmal gesehen haben, wird er hier in der Losung erwahnt.



