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1. a) Fiiralle A € R gilt
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damit besitzt A die beiden doppelten Eigenwerte A\ = —3 und A\, = 3.
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eine Orthonormalbasis von Eig(A; A\;). Wegen
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ist v3 = o [rva= 1] cine Basis von Eig(A; A2), und mit dem Gram-—
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Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren ergibt sich
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wegen (bs, by) = (v3,v4) ist bz, by eine Orthonormalbasis von Eig(A; Ag).

c) Mit der orthogonalen Matrix
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Aufgrund ihrer Symmetrie ist die Matrix A € R3*3 orthogonal diagonali-
sierbar. Wegen

1 11 111
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ist Rang(A — E) = 1; damit ist A\; = 1 ein Eigenwert von A der Vielfach-
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heit 2, und die Vektoren v; = 1 |],vpo =1 0 | bilden eine Basis von
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Eig(A; A\1). Damit besitzt A einen zweiten Eigenwert Ay der Vielfachheit 1
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mit Eig(A; \y) = Eig(A; \)*; folglich ist der Vektor v = v; x vy = [ 1
1
eine Basis von Eig(A; \2), und wegen A - v3 = 4 vz ergibt sich Ay = 4.
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Wegen Eig(A;\1) = Eig(A; X)L ist vh = vy x v3 = [ 1 | ein (auf v
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senkrecht stehender) Eigenvektor von A zum Eigenwert A;, und folglich
bilden
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eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren von A. Mit
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erhilt man somit, da P~'AP = P" AP = D Diagonalgestalt besitzt.
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erhalt man damit

B*= (PFP") (PFP") = PF’P" = PDP" =P (PTAP)P" = A.



Die gegebene Matrix
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ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar. Wegen
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Ya(A) = det(A — AEy) = ‘9 A2 ‘

fiir alle A € R besitzt A genau die beiden Eigenwerte A\; = 5 und Ay = 10;

wegen
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ist v = ( 9 ) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen
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ist vy = (?) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 10. Folglich ist
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eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren fiir A.

GemésB a) ergibt sich fiir die orthogonale Matrix

T = (wr,w2) = % (_21 ?) € O2(R)

und die Diagonalmatrix

D = diag (A1, A\p) = (g 100) € R¥x2

die Beziehung T-!'-A-T = D.
Mit Hilfe der Beziehung aus b) ergibt sich zunéchst
A=(T-TY-A(T-TY)Y=T-(T""-A-T)- T'=T-D-T™"

wir zeigen nun A" = T - D™ - T~ fiir alle n € N mit vollstindiger Induktion:
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d) Wegen
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ergibt sich mit Hilfe von ¢)
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4. Die symmetrische Matrix A € R3*3 ist orthogonal diagonalisierbar, es existiert
also eine orthogonale Matrix

M 0 0
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Wegen A% = E folgt daraus

D5 = (P"APY =P"A°’P=P'EP=P'P=F,

wegen
A0 0
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also A} = 1, A = 1 und A} = 1; demnach ist A\; = Ay = A3 = 1 und damit D = F,
woraus sich schliefflich in

A=PDP" = PEP" = PP"T =F

die Behauptung ergibt.



