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5 4 5
1. FirA=[4 5 0] gilt firalle A\ e R
5 0 5
5—A 4 )
Xa(A) =det(A—AXXE)=| 4 5—-X 0 =
5 0 5_)\Sarrus

=(5-N*=25(5-XN)—16(5—-A)=(B—-X)-[(A=5)?2—41] =
= —(A—5) (A =5+ VA1) (A — 5 — V41);

damit besitzt A die drei verschiedenen Eigenwerte A\ = 5, \y = 5 — /41 und
A3 = 5+ v41. Wegen

0 4 5 1 00
A-NME=14 0 0]~ |0 4 5
5 00 000
0
ist by = \/% 5 | ein normierter Eigenvektor von A zum Eigenwert A;, und
—4
wegen
v4al 4 ) Jii v4l 4 5
A-—NE=|( 4 var o | "™ [4yal 41 o IIIIIJSZII
5 0 VAL " \svAl o0 41) 7
v4l 4 5) ol v4l 4 5
~ | 0 25 =20 mwin 0 5 —4
0 —20 16/ "\ 0 0 0
—41
ist by = \/Lsfz 4 ein normierter Eigenvektor von A zum Eigenwert .
)
Damit ist aber
41 VAL

ngblbeZﬁg—Q 4+/41 2%83 4
541 5



ein normierter Eigenvektor von A zum Eigenwert A3. Mit

0 =41 V41
P=(bi,bs,bs) = 5 | 5v2 4 4 ] € O3(R)
—4v2 5 5
und
5 0 0
D = diag (A1, A2, A3) = [0 5 —+/41 0
0 0 5441
gilt dann PT AP = D; damit wird A von P orthogonal diagonalisiert.
5 4 4
Fir A= 14 5 4| gilt firalle A e R
4 4 5

5—X 4 4
yaA)=det(A—XE)=| 4 5-X 4 IL_:I;
4 4 5-A

1—-X A=1 0 ) e -1 1 0
—| 4 ) 4 T ~1D%. 04 5\ 4=
o (A—1) aus III ()\ ) g
0 A—1 1-—2)\ 0 1 -1

=A=12 (5-A+4+4)=—-(A—1)?- (A —13);

damit besitzt A den doppelten Eigenwert A\; = 1 sowie den einfachen Eigenwert
Ao = 13, und es gilt Eig(A; \)* = Eig(4; \y). Wegen

4 4 4 1 11
A-ME=14 4 4]~ 10 0 O
4 4 4 0 00
—1 —1
sindv; =1 1 |,ve=1 0 | eine Basis von Eig(A; A\;). Damit ist aber
0 1
1
V3 = V1 X Vg = 1
1
eine Basis von Eig(A; A2), und es ergibt sich
1
vh=v; xv3= | 1 | €Eig(4;\1) mit v L vj;
—2
—1 1 1

es ist also b; = \% 11,6 = \/ié 1 1,0b5= \/Lg 1] eine Orthonormalbasis



von (R?, o) aus Eigenvektoren von A. Mit

1 1 1
I
P= (bl,bg,bg) = 7§ 76 75 S Og(R)
2 1
0 -% =

und
1 0 0
D :dlag ()\1,)\1,)\2) = 01 0
0 0 13

gilt dann PT AP = D; damit wird A von P orthogonal diagonalisiert.

2. a) Aufgrund ihrer Symmetrie ist die Matrix A € R3*3 orthogonal diagonali-
sierbar. Dabei gilt:

e Wegen
11 2 11 2 110
A-(-DH)E=1|11 2]~ [0 0 0]~ |0 0 1
2 20 1 10 000
ist Rang(A — (—1)F) = 2; damit ist Ay = —1 ein Eigenwert von A der
-1
Vielfachheit 1 mit dem normierten Eigenvektor b; = \/LE 1
0
e Wegen
-3 1 2 0 -8 8 1 -3 2
A-3E=|1 -3 2 |~1[1 -3 2 |~1[0 1 -1
2 2 —4 0 8 =8 0 0 0
ist Rang(A — 3F) = 2; damit ist Ay = 3 ein Eigenwert von A der
1
Vielfachheit 1 mit dem normierten Eigenvektor by = \/Lg 1
1
e Wegen
3 1 2 0 -2 -1 111
A—(=3)E=|1 3 2] ~|0 2 1 |]~10 21
2 2 2 1 1 1 000
ist Rang(A — (=3)F) = 2; damit ist A3 = —3 ein Eigenwert von A der
-1
Vielfachheit 1 mit den normierten Eigenvektor b3 = \/ié —1
2

Damit ist by, by, bs eine Orthonormalbasis von (R3 o) aus Eigenvektoren
von A, und mit

1 1 1
PP
P - (bl,bg,bg) — 75 7§ _76 S Og(R)
1 2
0 5 %



gilt

M O 0 -10 0
P'AP=[0 X O0]=|0 3 0
0 0 ) 0 0 -3

Aufgrund ihrer Symmetrie ist die Matrix B € R3**? orthogonal diagonali-
sierbar. Wegen

-4 2 -4 2 -1 2
B-4E=| 2 -1 2 |~ [0 0 O
-4 2 -4 0 0 0

ist Rang(B—4F) = 1; damit ist \; = 4 ein Eigenwert von B der Vielfachheit
2, und die Vektoren

1 -1
V1 = 2 s Vo = 0
0 1

bilden eine Basis des Eigenraums Eig(B; A;). Damit besitzt B einen zweiten
Eigenwert Ay der Vielfachheit 1 mit Eig(B;\y) = Eig(B; A\;)*; folglich ist

der Vektor
2

v3=1v] X vy = | —1

2
eine Basis von Eig(B; \s). Wegen Eig(B; A1) = Eig(B; \o)* ist

/
V1 = Uy X Vg =

[N NQ—

ein (auf vy senkrecht stehender) Eigenvektor von B zum Eigenwert A;, und
folglich bilden

1 1 1 —1 2

bh=—— 4], bo=—0| 0|, bs=
13\/51 2 3

)
[u—
W
DO

eine Orthonormalbasis von (R3, o) aus Eigenvektoren von B.

Die symmetrische Matrix A € R™*" ist orthogonal diagonalisierbar, es exi-
stiert folglich eine orthogonale Matrix P € O, (R), so daf die Matrix

A\ 0
D=P'AP =
0 A\,

Diagonalgestalt besitzt. Damit ergibt sich

D*=(P"AP)!=P"A'P =P"AP =D,



wegen
D4 — )
0 A

also
/\‘f:)\l,...,/\fl:)\n.

Fiir eine reelle Zahl A € R gilt aber

M=) = AA¥—-1)=0 = A=0oder *=1 =
=— A=0oder \=1 = X2 =)\

Folglich ist A2 = Ay,..., A2 = )\, und damit

2 0
D2: :D’

woraus sich dann
A? = (PDP")? = PD?*P" =PDP" = A

ergibt.
Fiir die Drehmatrix A = D 2 € R2%2 gilt zwar

A* = D1, =D,z = D3z = D3z = 4,
3

fedus s
3 3

aber
A.

2 2 _ _
A’ = D = Dyze = Dz # Dy

Aufgrund ihrer Symmetrie ist die Matrix B € R*** orthogonal diagonali-
sierbar. Wegen

B—(-1)E;=B+E; =

—_ = = =

1
1
1
1

== = =
OO O =
o O O =
OO O
O OO =

1
1
1
1

ist Rang(B + E,) = 1; damit ist A\; = —1 ein Eigenwert von B der Vielfach-
heit 3, und die Vektoren

-1 —1 —1

1 0
v = 0 3 Vg = ) V3 = 0
0 1

o = O

bilden eine Basis von E = Eig(B; \).



b) Wegen E={z € R* |2y + 22+ 23+ x4 =0} ist B =R-nmit n =

—_ = = =

Wegen

_ = = O
—_ = =

1
0
1
1

— O = =

o

— = =
|

L W w W

ist n ein Eigenvektor von B zum Eigenwert \s = 3. Insgesamt besitzt also
B den dreifachen Eigenwert A\; = —1 sowie den einfachen Eigenwert \y = 3,
so daf} sich fiir das charakteristische Polynom

xsA) =AM =XM)P A=) =A+1)*(\—3)

ergibt.
c) Fiir b =0 gilt

a b b b a 000
b a b b 0 a 00 4
ety b g | =% 0 0 q 0] =%
b b b a 000 a
und fiir b # 0 ergibt sich
a bbb a1 11
b a b b 4 L g 1 1]y _ay
detbbab_bdet11%1_b><3<b)_
b b b a 111 ¢
a 3
= b (-- + 1) 4 3 —a+b3(—a—3b) = (a—b)*(a+ 3b).
b b
Damit gilt fiir alle a, b € R
a b b b
b a b b
det b b oa b = (a—b)*(a+3b).
b b b a



