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Lésung zum 8. Ubungsblatt

1 -1 0

1. Gegeben sei die Matrix A= | =1 2 —1] € R33,
0 -1 2

a) Man zeige, dal o4 ein Skalarprodukt auf R? ist.

b) Man bestimme beziiglich o4 die Langen der Einheitsvektoren ey, e5, e3 sowie
die von ihnen eingeschlossenen Winkel.

¢) Man berechne eine Orthonormalbasis von (R3 04).
d) Man gebe eine Matrix P € GL3(R) mit A= PTP an.

Losung:

a) Da A eine symmetrische Matrix ist, stellt 04 eine symmetrische Bilinearform
auf R? dar; da die drei Hauptminoren

det(A;) = ‘1‘ =1 und det(As) =

sowie
1 -1 0
det(As) = |-1 2 —1| = (4+04+0)—(0+1+2) =1
0 1 9 Sarrus

alle positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz auch die
Matrix A und damit auch die symmetrische Bilinearform o4 positiv definit,
folglich ein Skalarprodukt auf R3.

b) Esist
ler]] = Voaler,er) =vV1=1,
eaf| = UA(62,€2)=\/§ und
lesll = Voales,e3) = V2
sowie
oaler,es) —1 1\/—
cos e1,69) = _ — V3,
¥l = el T 1ve T 2
oaler, es3) 0
cos e, e3) = = =0 und
Fleve) = el T 1
UA<€2763) —1 1

Ccos €y, €3) = = ==,
¥ oleze) = el = Vava 2



also
3 (61,62):¥(bzw. 185), % (eres) =2 (baw. 90°)

und 9
I (eg,e3) = ?ﬁ (bzw. 120°).

Wir unterwerfen die Standardbasis e;, es, e3 von R* dem Gram-Schmidt-
schen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten zunéchst

1
ap=e = (0| mit |lai]| =+/oa(ar,ar) =1,
0
also
1
1
bl = 57— a1 = 0 s
] 0
danach
0 1 1
ay =ey —oslegob))-by= 1] —(=1)- 0] =1
0 0 0
mit
1 1
laz|| = \Voalaz,az) = V1= 1, also by = m cag= 1],
2
0
und schlieilich
0 1 1 1
=10] -0 0] —(-1) 11 =11
1 0 0 1
mit
1 1
HGBH =V UA(CL3,(13) = ﬁ =1, also b3= m - Qs 1
3
1

Folglich bilden die Vektoren

1 1 1
bh=|o], mm=[1], b=1[1
0 0 1

eine Orthonormalbasis von (R?,04).



d) Mit

1 1 1
B = (b1,bs,b3) =0 1 1| € GL3(R)
0 01
leistet die invertierbare Matrix
1
P=B1'=10
0

das Gewdlinschte.

2. (Staatseramensaufgabe Friihjahr 2007). Im reellen Vektorraum R* seien die drei
Vektoren

v = und vz =

1 1 1
2 2 9
3 2T |9 5

4 3 6

gegeben; ferner sei U = (vq, v9, v3) der von vy, v9 und vz aufgespannte Unterraum
von R*.

a) Man zeige, daB vy, vy eine Basis von U ist, und stelle v3 als Linearkombina-
tion von v; und vy dar.

b) Man ergiinze v, vs zu einer Basis von R%.

¢) Man bestimme (beziiglich des Standardskalarprodukts auf R*) eine Ortho-
normalbasis fiir das orthogonale Komplement U+ von U.

Losung:

a) Fiir B = (vy, v, v3) € RY3 gilt

1 11 1 1 1 1 0 3
B_ 2 2 2 121 0 0 0 mmrv-m |0 1 -2

3 2 5| m-35,1v—41 |0 —1 2 1111 0 0 O

4 3 6 0 —1 2 0 0 O

Damit sind vy, vy linear unabhéngig mit v = 3v; — 2wv,; insbesondere ist
v1, vy eine Basis von U = (v, v9, v3).

b) Fiir C' = (v1,v9, €1, €3) € R4 gilt

1 110
2 21
2 2 01 3 2
det(C) - 3 2 0 0]s. S;alte i g 8 3. S;alte 4 3’ =1 7& 0.
4 3 00

Damit ist die Matrix C' € GL4(R) invertierbar; insbesondere bilden die
Spalten vy, v, €1, €2 von C eine Basis von R*.



c) Fiir D = (vy,v9) € R™2 gilt,

DT—1234->1234«~>1201
~\1 2 2 3/u1\0 0 -1 —=1/)1430\0 0 -1 -1/~

Damit sind

-2 -1
1 0
wy = o | Wz = 1
0 1

eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U = (v, v5) in R%. Unter-
wirft man diese dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren,
so erhélt man

_9 _9
1 ) 1 1
ar=w=1| mit [Jas]] = V5, also bl—m‘al—ﬁ o |’
0 0
und damit
0 2 1 1 _2 1] -9
=y = (wzeb) b= =T e g [T ST TR s
1 0 1 5

mit
—1
1 == 1 1 |-
|laz]] = =v/55, also by = o = ——— 2

5 lasll 2 V35 | =5
5

Wegen (b1, by) = (wq,ws) bilden die Vektoren by, by eine Orthonormalbasis
von U+ beziiglich des Standardskalarprodukts o auf R*,

3. (nach Staatsexamensaufgabe Friihjahr 2001). Man untersuche die Matrizen

O O =
S =N
S Ot W
O O =
O =N
— N W

auf Diagonalisierbarkeit und begriinde jeweils das Ergebnis.

Losung:
1 2 3

Fir A= |0 4 5| ¢ R33 gilt
0 0 6

1-X 2 3
Xa(A)=det(A-—AE)=| 0 4-X 5 |=1-XNA-XN(6-2N)
0 0 6-2A



fiir alle A € R; damit besitzt A die drei verschiedenen Eigenwerte \; = 1, Ay = 4
und A3 = 6 und ist folglich als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.

1 2 3
Fir B= [0 1 2| € R3*3 gilt
0 01

1-X 2 3
xs(A) =det(B—AE)=| 0 1-X 2 |[=(1-2)°

0 0 1-A

fiir alle A € R; damit besitzt B den Eigenwert A = 1 mit der algebraischen
Vielfachheit o = 3. Wegen

B —)\E =

o O O
S O N
SN W

ist Rang(B — AF) = 2 und damit die geometrische Vielfachheit v = 1; wegen
v < « ist B nicht diagonalisierbar.

4. (nach Staatsexamensaufgabe Herbst 2002). Sei f : R* — R? f(x) = Az, die
lineare Abbildung des euklidischen Vektorraums (R?, o) mit A € R?*2,

a) Man zeige, dal genau dann (x) f(x) Lz fiir alle z € R? gilt, wenn fiir die
Koeffizienten ay; = ass = 0 und a2 + ag; = 0 erfiillt ist.

b) Man bestimme alle linearen Abbildungen f mit (%) und f (i) =5 (_43)

Losung:

a) In = ergibt sich aus (x) speziell fur

v ((1)) mit f(z) = A-z

und fir

xz(?) mit f(a:):A~x:(a12) also ag = f(x)ox

22

(an) also a;; = f(x)ox =0
a21

0,

wodurch man fir

T = G) mit f(z)=A-z= <a11 + a12) “iz0 (am)

Qo1 + Q22 ) a22=0 \G21
ferner

a12+a21:f<5(]>01’:0



erhélt. In ,<=* besitzt die Matrix A die Gestalt (_Oa g) fiir ein a € R,

und fiir alle 2 = <§1> € R? gilt
2

und damit
f(x)ox = (axy) 1+ (—ax)zy =0,

also f(x) L .

0 5

Die lineare Abbildung f = ¢4 mit A = (_5 0

) € R?*? erfiillt nach a) die
Bedingung (%), und es gilt

0= (5 0 ()= () = (5)

Sei g : R? — R? irgendeine lineare Abbildung mit (%) und g <i> =5 <_43)

0 a
—a 0

() =o(0) - (% §) () - (5) (%)

und damit a = 5; folglich ist ¢ = f. Damit ist f = ¢4 die einzige lineare
Abbildung, die den beiden gestellten Bedingungen geniigt.

Nach a) ist g = {p mit B = ( ) fiir ein @ € R, und es folgt



