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1 -1 c
1. Fiir ¢ € R sei die Matrix A= | =1 2 0] € R**3 gegeben.
c 0 4

a) Man bestimme alle ¢ € R, fiir die 04 ein Skalarprodukt auf R? ist.

b) Fiir ¢ = 1 bestimme man beziiglich o4 die Langen der drei Einheitsvektoren
e1, eo, ez sowie die von ihnen eingeschlossenen Winkel.

1

eine Matrix P € GLy(R) mit PTP = Aj.

c) Fir die Hauptuntermatrix Ay = ( 1 _21> € R?*2? von A bestimme man

Losung:

a) Fir alle ¢ € R ist die Matrix A symmetrisch und folglich 04 eine symme-
trische Bilinearform auf R3. Nach dem Kriterium von Hurwitz ist A genau
dann positiv definit, wenn alle drei Hauptminoren

det(A) =1 und  det(dg) = | _21’:1
sowie
1 -1 ¢
det(A3)=|-1 2 0/=8+0+0)—(2c°+0+4)=4-2¢
c 0 4

positiv sind, also genau fiir ¢ < 2. Damit ist 04 genau dann ein Skalarpro-
dukt auf R3, wenn ¢ € }—\/5, \/5[ gilt.

b) Es ist
e = Voaler,er) =vV1=1,
leaf| = oalez, e2) = V2 und
les| = oales,es) = Vd=2
sowie
oa(er,e) -1 )
<I 9 = — —_— —= 27
COS (61 62) ||61|| . ||62|| 1 ] \/§ 2\/_
oaler,es) c 1
= = = = d
cos <(eq, e3) el Tesll 12 2 un
0
cos <{(eg,e3) = oales es) _ —0,

leall - [lesl] — 1-2



also 3
<er, e2) = f (bzw. 135°),  <(e1,e3) = g (bzw. 60°)

und -
<I<€2, 63) = 5 (bZW 900).

Nach dem Kriterium von Hurwitz ist A, positiv definit. Wir unterwerfen
die kanonische Basis e;, es von R? dem Gram-Schmidtschen Orthonormali-
sierungsverfahren beziiglich des von A, gegebenen Skalarprodukts o4, und
erhalten

1 :
a; =e = < ) mit lay]| = \/ou,(ar,ar) = V1 =1,

0
also .
1

b= — a1 = ,

! a1 ]| ' (0)
sowie

0 1 1
e o= (). ()= )
mit
las|| = Vo a,(as, a2) = V1 =1,

also

Dann leistet

P =(b,by) "t = ((1) 1)_1 = ((1) _11)

das Gewiinschte; es ist namlich

re= (500 0) ()=



2. (Staatsexamensaufgabe Frihjahr 1997).
1+s 1—s —1
Fiir den reellen Parameter s € R sei die Matrix Ay, = [ 1—5s 5+ s -3 S
-1 -3 3—45s?
R3*3 gegeben.

a) Man ermittle fiir jedes s € R die Losungsmenge des Gleichungssystems
Ag-x=0.

b) Fiir welche s € R ist die symmetrische Matrix A positiv definit?

Losung:
a) Esist
145 1—s —1 9 6 4
A;=11—s 5+s -3 ~ |1—s b+s -3 >
1 -3 3—4s2) "\ 1 3 3-452) T2
1 3 -2\ oo (13 —9
w|1-s 545 -3 T 2445 —1-2s]| =
1 -3 3—452) "™ \g o 1-4g
1 3 —9
=10 2(1+2s) —(1+25s) :
0 0 (1+2s)(1—25)

dies motiviert die folgende Fallunterscheidung;:

° FﬁrsER\{—l 1145t 1 +25 # 0 sowie 1 — 25 # 0 und damit

272
1 3 =2 1 00 0
A~ |0 2 =1~ 10 1 0], also Ly = 0
00 1 0 01 0
e Fiir s = —% ist
1 3 -2 -3 2
A—% ~ (0 0 0 |, also L—% =R 1 |+R- |0
00 O 0 1
o Fiir s = % ist
13 -2 10 —3 1
A% ~ 10 4 =2 ~10 2 1], also L% =R-[1
00 O 00 O 2

b) Nach dem Kriterium von Hurwitz ist die symmetrische Matrix Ay genau
dann positiv definit, wenn die drei Hauptminoren

det(As,l) =1+ S,



1+s 1-—s5
det(ASQ)_‘l—s 54 =1+s)b+s)—(1—s)(l—s)=
=(5+6s+5)—(1—-2s+5")=4+8s=4(1+25)
sowie
I1+s 1—-s5 -1 2 6 —4
det(As3)=1{1—s 5+s -3 |=|l—-s 5+s =3 |=
-1 -3 3-45s -1 -3 3-45s?
1 3 -2
=2-10 2+4s —1—2s/=4(1+25)*(1—2s)
0 0 1—4s°

positiv sind. Wegen
det(As1) >0 <= 14+s5s>0 <= —1<s,

det(As0) >0 <= 1+425>0 <= —1<s

sowie
det(As3) >0 <= 1+2s5s#0und1—-2s5>0 < s#—%unds<%

ist die Matrix A, genau dann positiv definit, wenn
c 11
S _—— f—
272

. Fir den Vektorraum V = R™ "™ betrachte man die durch

gilt.

0(A, B) = Spur(A B) und  7(A, B) = Spur(A' B) fir A, BeV

definierten Abbildungen ¢ : V xV — Rund 7 : V x V — R. (Hinweis: Die
Definition der Spur finden Sie im Skript, Satz 8.8)

a) Man zeige, daB8 o und 7 symmetrische Bilinearformen auf V' sind.

b) Man iiberpriife, ob ¢ und 7 Skalarprodukte auf V' sind.
Losung:
a) Fir alle A, A/, B € R™™ und A € R gilt
o(A+ A", B) =Spur((A+ A")B) = Spur(AB+ A’'B) =
= Spur(A B) + Spur(A' B) = 0(A, B) + (A, B)

und

g(A-A,B)=Spur((A-A)B) =Spur(A- (AB)) =
=\-Spur(AB) =\ -0(A,B)



sowie

o(A, B) = Spur(A B) = Spur(B A) = (B, A).

Da sich die nachgewiesene Linearitéit im ersten Argument aufgrund der ge-
zeigten Symmetrie auch auf das zweite Argument tibertrigt, ist o eine sym-
metrische Bilinearform auf V.

Ferner gilt fiir alle A, A, B € R"*™ und A € R
7(A+ A, B) = Spur((A+ A)'B) =
= Spur((A" + A")B) = Spur(A'B+ A" B) =
= Spur(A"B) + Spur(A'"B) = 7(A, B) + 7(A, B)

und

7(A- A, B) = Spur((A- A)'B) = Spur((A\- A") B) =
= Spur(A- (A"B)) = \-Spur(A"B) = \ - 7(A, B)

7(A, B) = Spur(A" B) = Spur((A"B)") = Spur(B"A) = 7(B, A).

Da sich erneut die nachgewiesene Linearitdt im ersten Argument aufgrund
der gezeigten Symmetrie auch auf das zweite Argument iibertrigt, ist o eine
symmetrische Bilinearform auf V.

b) FurA—(1 O)GR gilt A* = 0 —1 und damit

o(A, A) = Spur(A?) = -2 < 0;

damit ist o nicht positiv definit und folglich kein Skalarprodukt auf V.
Fiur A = (aij)m e R"™"gei C = (Cij)i,j mit C' = ATA, fiir alle k € {1, . ,n}
gilt cpp = a%k +...+ a%k und damit

7(A, A) = Spur(A"T A) = Spur(C) = chk = Z Za?k >0,
k=1 k=1 j=1

und aus 7(A, A) = 0 folgt aj, = 0 fiir alle j, kK € {1,...,n}, also A = 0.
Damit ist 7 positiv definit und folglich ein Skalarprodukt auf V.

. Sei (V. o) ein euklidischer Vektorraum. Man zeige fiir alle v, w € V:

a) o(v,w) =g flv+wl* = ;llv—wl

b) 2(||v)|* + [[w]]?) = |lv +w|* + |Jv —w|]*  (Parallelogrammgleichung)
c) vlw <= |[v+w| =|v—w|

d) |[v+wl]=|v|+||w|]|] <= w=0 oder v=Aw firein \>0



Losung:
Fiir alle v, w € V gilt

v+ w||? = o(v+w,v+w) =ocv,v+w)+o(wv+w) =
= (o(v,v) + o(v,w)) + (o(w,v) + o(w,w)) = ||v||* + 20 (v,w) + |Jw|?

sowie

v —w|? =c(v—w,v—w)=0c(v,v—w)—oclwv—w)=

= (O'(U, U) - J<U7 w)) - (U(w7v) - O-(U}’w» = ||U||2 - 20’(1},10) + ”wH2a
diese Ergebnisse finden im folgenden Verwendung.

a) Es ergibt sich

Tl +wl* =3 lv—wl? = 1 (lv]* + 20, w) + [wl*) -

— 1 (0lP* = 20(v, w) + [[w]]*) = o (v, w).
b) Es ergibt sich

lv +wl* + v = w]* = (v]* = 20(v,w) + w]*) +
+ (Iol* + 20 (v,w) + [lwl]*) = 2 ([]* + [lw]]*) -

(Die Bezeichnung ,, Parallelogrammgleichung® erklért sich wie folgt: Wir be-
trachten das von den Vektoren v und w aufgespannte Parallelogramm mit
dem Eckpunkten 0, v, v 4w und w. Die Seiten zwischen 0 und v sowie v+ w
und w besitzen jeweils die Lénge ||v||, die Seiten zwischen v und v 4w sowie
w und 0 jeweils die Lénge ||w||; die Diagonale zwischen 0 und v +w miit die
Lange ||v + w|| und die Diagonale zwischen v und w die Lénge ||v — w||. Die
Parallelogrammgleichung besagt also, dafl die Quadrate {iber den vier Seiten
des Parallelogramms zusammen dieselbe Fliache besitzen wie die Quadrate
iiber den beiden Diagonalen.)

c) Es ergibt sich

lv+wll = llv—w] <= Jo+wl®=v-w|* <
— 20(v,w) = -20(v,w) <= o(v,w) =0 <= vlw.

d) Es ergibt sich zunéchst

2
lv +wll = o]l + [lwl| <= [lv+wl* = (o] + [w])” <=
= [[olI* +20(v,w) + [[w|® = lol* + 2[v] - wl| + w]* <=
& 20(v,w) =2|p[| - lw]| = o(v,w) = vl - lw];

damit erhilt man:



e Fiir ,=“ folgt aus o(v,w) = ||v|| - ||w]|
o(v,w) >0 und damit lo(v,w)| = o(v,w) = ||v|| - [Jw]l,

woraus sich mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung ergibt, daf§ v
und w linear abhéngig sind; folglich ist w = 0 oder v = Aw mit w # 0
und A € R, wobei

0<o(v,w) =cAw,w) =Ao(w,w) =\ ||w|?

und damit 0 < A gilt.
e Fiir ,«<=* ergibt sich im Falle w =0

o(v,w) =0=[jv]| - [Jw|
sowie im Falle v = Aw mit A > 0

o(v,w) = c(Aw,w) = Ao(w,w) = Afw|* = (A w]]) - lw] =

= (AL lwll) - lJwll = A wl - lw] = {lo]] - flw].



