MATHEMATISCHES INSTITUT SoSe 2015
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Blatt 6
Prof. Dr. D. Rost 12.06.2015

Lésung zum 6. Ubungsblatt

1. a) Fir die Matrix
a1 a2 a13
A= [ay aspn ay| R
31 Aas2 0ass
betrachte man die Bilinearform o4 : R? x R? — R auf dem Vektorraum R?
und bestimme o 4(7,y) = 2" Ay allgemein fiir

T n
= | 2 und y= |y | € R3.
T3 Ys

b) Man gebe fiir die Bilinearformen

® 01(7,y) =21 Y1 +T2y2 +223Y3 — T1 Y3 — T3 Y1,
o oo(z,y) =w1y1 + 222y + 323y + 4w Y2 + 521 Y3 + 6 2293,
o 03(z,y) =T1Y1 +Toyo +T3Ys — T1Y2 T T1Y3 — T2 Y3,
® 04(7,y) =1y +222Y2 + XT3Y3 + T1 Y2+ T2y1 + T2 Y3 + T3 Yo
des R? die entsprechenden Matrizen Ay, Ay, Az, Ay € R¥*3 gemiB a) an.

c) Befindet sich unter den bei b) betrachteten Bilinearformen auch ein Skalar-
produkt auf dem R3?

Losung:
a) Esist
apx a2 a3 W
T
oalr,y) =x Ay:(lﬁ T2 953)' a1 Q2 Q3 | - | Y2 | =
az1 ag2 ass Ys

a1 Y1+ a2 Y2 + a3 ys
= (21 @y 3) - | gy +axnys +asys | =
as1 Y1 + as2 Y2 + ass ys
=a11T1Y1 + 1221 Y2 + Q1321 Y3
+a21 T2 Y1 + Q22 T2 Yo + A23 T2 Y3
+a31 T3Y1 + a32 T3 Yo + 33 T3 Y3

b) Gemaif a) ist der Koeffizient a;; von z; y; der Eintrag in der i-ten Zeile und
j—ten Spalte der Matrix A; fiir die gegebenen Bilinearformen



=T1Y1 + XY +2X3Y3 — T1Y3 — T3 Y1,

e 01(7,y)

o oy(z,y) =21y1 +222Y2 + 323y +4x1y2 + 521 Y3 + 62293,
(2, y)
(2,y

Q

3T, Y) =T1Y1 +T2Y2 +XT3Y3 — T1Y2 + X1 Y3 — T2 Y3,
o 0y(z,y) =w191 +222y2 + T3Ys + T1 Y2 + T2y + T2Ys + T3 Y2

von R3 ergibt sich demnach

1 0 -1 1 45

Ai=|1 0 1 0 und Ay =0 2 6
-1 0 2 0 0 3

1 -1 1 1 10

A3 =10 1 -1 und Ayj=11 2 1
0 0 1 011

c) Die Matrizen A; und A4 sind (im Gegensatz zu den Matrizen As und Aj)
symmetrisch, so daf§ auch o7 und o4 (im Gegensatz zu o, und o3) symmetri-
sche Bilinearformen sind; wir untersuchen diese nun auf positive Definitheit
mit Hilfe des Hauptminorenkriteriums nach Hurwitz: wegen

10

det(41:)=1>0  und det(A;5) = ‘0 1‘ —1>0
sowie
1 0 —1 T
det(AL?)): 0 1 0 2Z:'11" 1 2':2—1:1>0
_1 O 2 . elle -

ist die Matrix A; positiv definit und folglich o; ein Skalarprodukt auf dem
R3, und wegen

11

det(Ale) =1>0 und det(A4,2) = ‘1 9

—1>0

sowie

110
det(Ags) =11 2 1| = (24040 —(0+1+1)=0
011

Sarrus

ist A4 nicht positiv definit und folglich o4 auch kein Skalarprodukt auf dem
R3.

2. Staatsexamensaufgabe Frihjahr 2000
Auf dem R? sei die Bilinearform
(@, y) == 2191 + 3Ty + 4x3ys + T1Y2 + Toyr + T1Y3 + T3y1 + Tays + T3Yo

gegeben. Zeigen Sie, dass diese Bilinearform ein Skalarprodukt auf dem R? defi-
niert.



Losung:
Der Nachweis, daf3 die gegebene Bilinearform

(,y) = T1y1 + 3x2ya + 423y + T1Y2 + Toy1 + T1Y3 + T3yh + ToYs + Tayo

symmetrisch und positiv definit und damit ein Skalarprodukt auf dem R? bildet,
kann anhand der Definition oder mit Hilfe der Matrixdarstellung erfolgen:

e Wegen
(Y, ) = y121 + Y2z + dysxs+
+ Y122 + Yoy + Y123 + Y3T1 + Y23 + Y3x2 =

= 11Y1 + 3T2Y2 + 4x3ys + T1Y2 + T2y1 + T1Y3+
+ z3y1 + Toys + T3y2 = (T, V)

ist (-, -) zunichst symmetrisch. Fiir alle z € R? gilt ferner

(w,2) =] + 325+ 425+ 21120 + 22, 73 + 22073 =

1 1
= 5(]}1 +2I2)2+§(l’1 +21‘3)2+ ([E2+J]3)2+(L’§ Z O,

und aus (z,z) = 0 folgt 1 + 229 = 21 + 2123 = 29 + 3 = x3 = 0 und damit
r1 =29 = x3 = 0, also z = 0; damit ist (-,-) auch positiv definit.

e Fiir alle z, y € R? gilt

(x,y) =2 Ay mit A=

—_ = =
=W

1
1] e R¥3,
4

Wegen AT = A ist die Matrix A und damit auch die Bilinearform (-, -)
symmetrisch. Da die drei Hauptminoren

11

det(A;) = [1] =1 und det(Ag):‘l 3‘:3—1:2
sowie
111 111 |
det(4;)=1{1 3 1| '"=' 0 2 o " 1.2.3=6
1 1 4 II1-1I 00 3 matrix

alle positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die sym-
metrische Matrix A und damit auch die Bilinearform (-, -) positiv definit.



3. Staatsexamensaufgabe Herbst 2009

Zeigen Sie: Es gibt kein Skalarprodukt 1 : R? x R? — R auf dem R-Vektorraum
R? beziiglich dessen gleichzeitig

()£ (1) ma (2)L() e

Hierbei bezeichnet a_Lb, dass ¢ (a,b) = 0 gilt.
Losung:
Sei 1 : R? x R? — R eine symmetrische Bilinearform mit

() G) o () () =

fiir die symmetrische Matrix

A= (Z i) R mit  (z,y)=a'Ay firale z,yeR?

gilt dann zum einen

s (0o ) ()= o ()

also b = 0, und damit zum anderen
2 —1 a 0 —1
= ((5)-(F)-e - () (V)

also a = —2c. Somit erhilt man die Diagonalmatrix

a b —2c¢ 0
A= (b c) N ( 0 c) ’
die nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz wegen

—2c 0

0 c:(—Qc)-c:—202§0

det(A) = '

nicht positiv definit sein kann. Folglich gibt es keine positiv definite symmetrische
Bilinearform, also kein Skalarprodukt, auf R? mit zugleich

) =0) e ()0



4. Staatsezamensaufgabe Friihjahr 2007 Im Vektorraum V = R?*? sei die Basis

10 0 1 00 00
ve(on) e (o) () 4 (0)

gegeben.

a) Man bestimme die darstellende Matrix der linearen Abbildung

[V, fA)=A. <(1) 1)
beziiglich der Basis Ay, As, A3, Ays.
b) Entscheiden Sie, ob f diagonalisierbar ist.

Losung:

a) Der gegebene Endomorphismus f : V' — V des Vektorraums V = R**? besitzt
wegen

- 2)- )
-0 )
-2 )

()6 )

beziiglich der Basis A;, Ay, A3, A; von V = R?*? die darstellende Matrix

11

0 0

0 0

1 1):0-A1+0-A2+1-A3+1~A4

(0 1)20-A1+1-A2+0-A3—|—0~A4

>:0~A1+O~A2+0-A3+1~A4

1 000
o 1100 4x4
M = 0010 e R**%.
0011
b) Wegen
1—A 0 0 0
_ . 1 1—A 0 0 Dreiecks— o 4
Xm(A) = det(M — A Ey) = 0 0 1-Xx 0 matrix (1=2)
0 0 1 1—A

fiir alle A € R besitzt genau einen Eigenwert, ndmlich A\; = 1 der algebraischen
Vielfachheit o; = 4, und wegen

M—>\1E4:

o O = O
o O O O
_ oo O O
o O O O
oS O O
o O OO
o O = O
o O OO



ergibt sich fiir die geometrische Vielfachheit
7 =4—Rang(M — A\ Ey) =4—-2=2.

Wegen v, < g ist die darstellende Matrix M und folglich auch der Endomor-
phismus f nicht diagonalisierbar.



