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Lésung zum 4. Ubungsblatt

1. Fiir welche Werte von a,b € R ist die Matrix

-3 0 0
A=12a b a
10 0 2
diagonalisierbar?
Losung:

Es ist xa(\) = (=3 — \)(b— A)(2 — \).

e Fall 1: b # —3,2:
Das charakteristische Polynom y 4(A) hat drei paarweise verschiedene Null-
stellen, also hat die Matrix A drei paarweise verschiedene Eigenwerte und
ist somit diagonalisierbar.

e Fall 2: b= —-3:
Die Matrix A hat die Eigenwerte Ay = 2 und A\ = —3 mit algebraischer
Vielfachheit ar; = 1 und s = 2. Die geometrische Vielfachheit v; von A; ist
somit ebenfalls 1, da 1 < v, < ay = 1 gilt. Ferner ist

0 00
A—(-3)E35=1[2a 0 a
10 0 5

Fiir alle @ € R hat diese Matrix den Rang 1, also ist der Eigenraum zum
Eigenwert -3 zweidimensional, d.h. 7, = 2. Damit ist A diagonalisierbar.

e Fall 3: b = 2. Siehe 3. Aufgabe auf dem 5. Tutoriumsblatt.

2. Staatsexamensaufgabe Frihjahr 2013

Zeigen Sie, dass die Matrix

-4 2 1
A=|-18 8 3
6 -2 1

reell diagonalisierbar ist und bestimmen Sie eine Basis des Vektorraums R? be-
stehend aus Eigenvektoren von A.



Losung:
Fiir alle A € R gilt

—4—A 2 1
xa(\) = det(A—AE5)=| -18 8—X 3
6 2 1-)
2-A 0 2-2) 10 1
= |-18 8=x 3 |Z=(@2-))-|-18 8—X 3
I+11T 6 _9 1— )\ aus [ 6 _9 1— )\
1 0 1 1 0 1
= (2=XN-10 2=X 6-3A = 2-N%-0 1 3
TI4-311T 6 ) 1 )\ aus II 6 —2 1-— )\

S 2= A=) =-( =27 (A= 1)
damit besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 der algebraischen Vielfachheit
a; = 2 und Ay = 1 der algebraischen Vielfachheit ay = 1 (und damit auch der
geometrischen Vielfachheit v, = 1). Wegen

6 2 1 6 2 1
A-MEs=[-18 6 3 |"2" 10 00
6 -2 -1/ "™\ o 0 o0

1 1
ist auch die geometrische Vielfachheit 74 =2, und v; = [ 0 |, vo = | 3 | ist eine
6 0

Basis von Eig(A; A;); ferner ist wegen

-5 2 1 1 0 1 1 01
A—XNBEs=|—-18 7 3| %' fo 1 3] " o1 3
6 —9 o) W\ o o) mrm g g
-1
vs = | —3 | eine Basis von Eig(A; \2). Insgesamt ist A reell diagonalisierbar,
1

und vy, vy und vs ist eine Basis des Vektorraums R? aus Eigenvektoren von A.

. Staatsexamensaufgabe Friihjahr 2014
Betrachten Sie die Matrix

o O = O
o= O O
_— o O O
oS ot O

Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A, zeigen Sie, dass A diagona-
lisierbar iiber R ist und bestimmen Sie eine Basis aus Eigenvektoren.



Losung:
Fiir das charakteristische Polynom x4 der gegebenen Matrix A € R*** gilt

-A 0 0 —4
1 =X 0 0
xa) = det(A=A-By=1, oy
0 0 1 =X
1 -2 0 0 I =A 0
Lap:a.ce _1)1+1(_)\) 1 -\ 5 4 (_1)1+4<_4) 0 1 —A
1. Zeile 0 1 -\ 0 0 1
Laplace 1+1 —A 5 1+1 L—A
pl: (1 - 4-(=1 .-
1. Z/1. Sp A (DT A)’ 1 _)" = '0 L

= AN ((-A)=5-1)4+4-1*=(N)* =5\ +4
VER (o) (R —4) == DO+ DA —2)(A+2)

fiir alle A € R; damit besitzt A die vier verschiedenen reellen Eigenwerte
)\1:1, )\2:—1, )\3:2 und )\4:—2

und ist damit als 4 x 4-Matrix reell diagonalisierbar.

Wegen
-1 0 0 -4 -1 0 0 -4
1 -1 0 0 0o -1 0 -4
A= EBy= 0 1 -1 5 |ua|l0 1 =1 5 |uln
0o 0 1 -1 o o0 1 -1
-1 0 0 -4 -1 0 0 -4
- 0o -1 0 -4 - 0O -1 0 -4
0 0 -1 1 vy | O 0 -1 1
o 0 1 -1 0O 0 0 0
—4
ist v; = _14 € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 1, wegen
1
1 00 —4 100 —4
1 1.0 0 010 4
A=XEi=1g 11 5| lor 1 s | a
001 1 001 1
100 —4 1 00 —4
010 4 010 4
oard oard
001 1 )Jw-mm|0OOT1 1
001 1 000 O



ist vy = :éll € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, = —1, wegen
1
-2 0 0 -4 -2 0 0 -4
1 -2 0 0 0o -2 0 =2
s * 0 I -2 5 411 0 1 -2 5 IIT+ 311
0O 0 1 =2 o 0 1 =2
-2 0 0 -4 -2 0 0 -4
- 0O -2 0 =2 - 0o -2 0 =2
0O 0 -2 4 V1111 0O 0 -2 4
0O 0 1 =2 0O 0 0 0
—2
ist v3 = _21 € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A3 = 2, und wegen
1
200 —4 200 —4
1 20 0 020 2
ATA B o s o1 2 5 |
001 2 001 2
2 00 —4 2 00 —4
020 2 020 2
oad o ard
00 2 4 IV—%HI 0 0 2 4
001 2 000 O
2
ist vy = : ; € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert )\, = —2. Folglich ist
1

V1, Vg, V3, V4 eine Basis von R* aus Eigenvektoren von A.

. nach StaatsexamensaufqabeHerbst 2008
Betrachtet werde die Matrix

0 -1 -2
A=|-1 0 =2
-2 =2 =3

Geben Sie eine 3 x 3-Matrix S an derart, dass S~1AS Diagonalform besitzt.
Losung:



Fiir das charakteristische Polynom x4 von A gilt

S
Xa(A) =det(A—AE5)=|—-1 -\ =2 | =
—2 -2 —3- "
A -1 -2 A 12
—-1+A 1-A 0 |OPVEMa Ny 211 0 | =
_9 _9 3.\ (1-X) aus IT 9 9 3+>\ Sarrus

=(1=XN[AB+N+0-4)—(4+0-B+N)] =
=—A=DBA+XN—4—-443+A] =-A-1)(N+4X-5) =
=—A-1DA+5)A=1)=—-A=1)>*A+5)

fiir alle A € R. Damit besitzt die Matrix A den doppelten Eigenwert A\; = 1 sowie
den einfachen Eigenwert Ay = —5.

o Wegen
-1 -1 -2 -1 -1 -2 1 1 2
A-NEy=[-1 -1 -2 IEJJI 0 0 0] ~ (o000
2 -2 4/ "™ X0 0o o/"\o 0 0
—1 —2
bilden v; = | 1 | und vy = | 0 | eine Basis des Eigenraums Eig(A4; \;).
0 1
Analog bildet
1
Vg = 1
2

eine Basis des Eigenraums Eig(A; \2). Setzen wir

-1 -2 1
S=|11 0 1
0o 1 2

und die Diagonalmatrix

0
0 | eR>
=5

o = O

1
D= dlag ()\1, )\1 )\2) =10
0

dann erhalten wir

ST1AS =D



