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1. Staatsexamensaufgabe Friihjahr 2012

Sei A eine invertierbare reelle n x n—Matrix mit A~' = A. Die n x n—Einheits-
matrix wird mit E,, bezeichnet. Zeigen Sie:

a) Ist A ein Eigenwert von A, so ist A = 1 oder A = —1.
b) (A+E,)-(A-E,) =0.

c) Ist 1 kein Eigenwert von A, so ist A = —F,,. Ist —1 kein Eigenwert von A,
soist A=F,.

Losung:

2. Die gegebene Matrix A € R™ " ist als invertierbar mit A=! = A vorausgesetzt;
diese Bedingung ist wegen A- A~ =E, = A7' . Azu A- A = E, gleichwertig.

a) Ist A € R ein Eigenwert der Matrix A € R"*™, so gibt es einen Eigenvektor
0#x € R*mit A-z = \-x; damit ergibt sich

r=E, x=(A-A)-x2=A-(A-z)=A-(\-x)=
=X (A-2)=X-A-2)=(A-)) 2=\ "1,
also
()\2—1)~:1::)\2~:c—3320,

woraus wegen = # 0 dann
M —1=0, also A=1 oder A=-1

folgt. Somit kommen fiir A nur die Eigenwerte A = 1 oder A = —1 in Frage.
b) Esist

(A+E,)-(A-E,) = A-(A-E,)+E, - (A-E,)
= (A-A-A-E)+(E,-A-E, - E,)
= (A-A-A)+(A-E,)
= A-A-E,=E,—E, =0;

dabei geht die Voraussetzung A - A = E,, ein.



c) Wir verwenden die in b) gezeigte Beziehung
(A+E,) - (A-E,) =0

und schieflen damit folgendermafen:

e Ist A =1 kein Eigenwert von A, so gilt
xa(l) =det(A—1-E,) =det(A - E,) # 0;
damit ist A — F), invertierbar, und wir erhalten
A+E,=0-(A-FE,)'=0, also A=-E,.
e Ist A = —1 kein Eigenwert von A, so gilt
xa(—=1) =det(A— (—1)- E,) =det(A+ E,) #0;
damit ist A 4+ E,, invertierbar, und wir erhalten
A—E,=(A+E,) "-0=0, also A=E,.

3. Staatsexamensaufgabe Herbst 2003
Betrachten Sie die reelle 3 x 3—-Matrix

2 =3 2
B=|1 -2 2
1 -1 1

a) Berechnen Sie die Determinante von B.
b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B.

c) Ermitteln Sie alle Eigenrdume von B, indem Sie fiir jeden Eigenraum eine
Basis angeben.

Losung:

a) Mit Hilfe der Regel von Sarrus ergibt sich

2 =3 2
det(B)=11 =2 2|=(-4-6-2)—(—-4—-4-3)=-1.
1 -1 1



b) Fiir alle A € R gilt

x5(\) = det(B—AEy) =| 1 —2-x 2

1—A =1+ 0
1 —2-=A 2
0 1+X —1-2A
-1 1 0
(A—1) aus I

Ll (A e |1 2o A 2
(A+1) aus III 0 1 1

= =D A D[220 = ((-2) + (-1)]
= ~A =1 (A+1);

111
1111

Regel von

wegen
xe(A) =0 <= —(A—=1-(A+1)=0 < (A=1oder A\=-1)

besitzt die Matrix B genau die beiden Eigenwerte Ay =1 und A\, = —1.

c) Wegen
1 -3 2 1 =3 2\ iy (! —3 2
B-ME;={1 -3 2]~ {0 0 0] % [0 1 -1
1 -1 0 S \0 2 =2 0 0 O
1
ist v; = | 1] eine Basis des Eigenraums Eig(B;\;) der Matrix B zum
1
Eigenwert A\ = 1, und wegen
3 =3 2 1 -1 2 1 -1 2
B-XEs= |1 -1 2|3 =3 2] "3 (0 0 -4
1 -1 2 1 -12/ """ \o 0 o

ist vy = eine Basis des Eigenraums Fig(B;\;) der Matrix B zum

o~ K~

BEigenwert A\ = —1.
4. Staatsexamen Friihjahr 2006

1 2 s
Esseisec Rund A,=1[s 1 2
2 s 1
1
a) Zeigen Sie, dass | 1| ein Eigenvektor von A, ist und berechnen Sie den
1

zugehorigen Eigenwert \,. Fiir welche s ist Ay = 07



b) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von s € R den Rang von A,.

c) Bestimmen Sie in Abhéingigkeit von s € R die Losungsmenge des linearen
1
Gleichungssystems A, -z = | 1
1

Losung:

1
a) Fiir den Vektor v = | 1| € R3? gilt v # 0 und
1
1 2 s 1 s+3 1
Asco=1s 1 2|1 =[s+3]=(+3)-|1]| =As-v;
2 s 1 1 s+3 1

damit ist v ein Eigenvektor der Matrix A, zum Eigenwert Ay = s + 3 mit
=0 <= s+3=0 < s=-3.

b) Die Matrix A, € R**3 besitzt genau dann den (vollen) Rang (A,) = 3, wenn
sie invertierbar ist; wegen

]. 2 S ]_ 2 S
det (A,) =15 1 2 e | 1 2 114
2 s 113 s42 s41] T
1 2 s 12 s
=] s 1 2 = (s+3)-|s 1 2] =
s+3 s+3 s+ TR |
= (5+3)- ((1+4+5) —(s+2+25)) =(s+3)- (s> 35 +3)

mit )
2
-3 3=(s—<= ->->0
S s+ (s ) +4_4
fiir alle s € R ist dies genau fiir

det (A;) #0 <= s+3#0 <= s# -3

der Fall. Fiir den verbleibenden Fall s = —3 erhélt man wegen
1 2 =3 1 2 =3 1 2 -3
Ag=|-3 1 2| (0o 7 —7| - [0 7 =7
9 _a 1 Juma\y o oo Jumnlg o

schlielich Rang (A_3) = 2.



c) Im Falle s # —3 ist die Matrix As; geméB b) invertierbar, so dafl das lineare
Gleichungssystem A, -z = v eine eindeutig bestimmte Losung besitzt; gemaf
a) gilt A -v = Ag- v, also

1 1 1 1
A (= )= = (4 0= — .0 = [ —. =10 —
s (>\s v) N (As - v) N ) ()\S )\s> v v =,

so daB3 in diesem Fall

1
s5+3

1
1

s+3

die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A, - x = v ist. Im Falle

s = —3 ergibt sich wegen
1 2 =31
A= -3 1 2 |1 :}i‘l
2 -3 1 1 -
1 2 -3] 1 12 -3 1

wlo 7 7| 4 - o7 =74
0 -7 7| =1 /™" \ o0 03

ein Widerspruch in der dritten Zeile, so daf} in diesem Fall die Losungsmenge
L = () leer ist.

5. Man bestimme alle Eigenwerte sowie Basen der zugehorigen Eigenrdume fiir

5 0 =2 4
A= (L} 72 N 4 c=|" 200
“\2 3 ) I O B R
4 0 2 5
Losung:
e L ist
1—-Xx =2
XA(/\):det(A—/\E):‘ ) 3—)\‘:

=(1-NB=-XN)—(4)=X-4r+7=A—-2>+3>0

fiir alle A € R; damit besitzt x4 keine Nullstelle und folglich A keinen
Figenwert.



e Fsist

6-A -2 =2
ys(\)=det(B—AE)=| 8 —2-x —4 |21
9 1 1_ )\ I1—4-111
2-XN 0 —442) 1 0 -2
— 02— —84+4x T 920 1 4| =
9 1 1- )\ (2—X) aus III 2 1 1—2) Sarrus

=20 [1=-N) = (-4+4]=-(A-2(A-1)

fiir alle A € R; damit besitzt B die beiden Eigenwerte Ay = 2 und Ay = 1.
Wegen

4 -2 =2 2 -1 -1
B-ME=|8 -4 —4|~ 10 0 0
2 -1 —1 0 0 O
1 1
ist [2], [ 0] eine Basis von Eig(B; \;), und wegen
0 2
5 =2 =2 1 0 =2 1 0 =2
B-ME=|[8 -3 —4]~]0 1 —4|~[01 -4
2 -1 0 2 -1 0 0 0 O
2
ist [ 4] eine Basis von Eig(B; \y).
1
e Esist
5— A\ 0 —2 4

0 99—\ 0 0 B
—2 8— A 2 | 2. Zeile
4 0 2 5— A
5—A =2 4
=09-XN- | -2 8-\
4 2 5— A

Xc(A) = det(C — \E) =

o

1211
III+2-11

9-X —18+2X 0 |
—(©Q-N-| 2 8—x 2 | O
0 1S —2)N 9_ 2\ (9—X) aus III
1 -2 0
(9= =2 8=\ 2= (9= AP [B=A) = (4+4)] = A(A—9)®
0 2 1



fiir alle A € R; damit besitzt C' die beiden Eigenwerte Ay = 0 und Ay = 9.
Wegen

5 0 =2 4 1 0 —4 -1
0O 9 0 0 01 0 0
C=ME=1_50 5 2|7 |50 =2 4|
4 0 2 5 4 0 2 5
1 0 —4 -1 1 0 01
- 01 0 0 — 01 00
00 18 9 00 21
00 18 9 0O 0 00
-2
ist _01 eine Basis von Eig(C'; A1), und wegen
2
-4 0 -2 4 2 01 -2
0O 0 0 0 000 O
C=ME=1 501 2|7 ]ooo0 o
4 0 2 -4 000 O

ist eine Basis von Eig(C'; \y).
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