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Lésung zum 2. Ubungsblatt

1. Gegeben seien die Vektoren

1 0 0
m=\2|,vm=11],v3=10 in R?
3 2 1

sowie die Matrix A; = (g ? :i) e R?*3,

a) Man zeige, da vy, vs, v3 eine Basis von R? und w;, w, eine Basis von R? ist,
und bestimme die darstellende Matrix von £, : R® — R? beziiglich dieser
beiden Basen.

b) Warum gibt es genau eine lineare Abbildung f : R® — R? mit f(v;) = wy,
f(ve) = wo und f(v3) = w3? Man bestimme zudem eine Matrix A, € R**3
mit f = €A2‘

¢) Man bestimme eine Matrix Az € R3*? derart, daf fiir die lineare Abbildung
g =L, : R* = R3 sowohl Kern(g) = Rw; als auch Bild(g) = Ruv; gilt.

Losung:

a) Um zu zeigen, dass vy, v, v3 eine Basis vom R? ist, muss gezeigt werden,
dass die Matrix B = (vy,v9,v3) € R3*3 invertierbar ist. Dies kann entweder
gezeigt werden, indem det(B) # 0 gezeigt wird, oder in dem die inverse
Matrix von B berechnet wird:

100|100 100 1 00
BlE)=|210[010|"*{0o10]-210] ~
3211001/ \o21] 301"
100 1 0 0
~ 0 10| -2 1 0|=(EsB™?);
00 1| 1 -21

damit ist B invertierbar, insbesondere also vy, vs, v3 eine Basis von R?. Fiir
C= <w17 w?) gﬂt

det(C) = B H



damit ist C invertierbar mit

1 1 -1\ (-1 1)\
C_—_1'—21_2—1’

insbesondere ist wy, wy eine Basis von R?. Fiir die darstellende Matrix M
von £4, : R3 — R? beziiglich dieser beiden Basen gilt demnach

g (-1 1Y (02 -1\
M=c AlB_(z —1) (31—1>

_ (-1 1) (1 0 (1 -1 0
S \2 -1 2 -1 -1/ \o 1 -1/)°
Da vy, v9, v3 eine Basis von R? ist, gibt es (gemifl dem Prinzip der linearen

Fortsetzung) fiir jede Vorgabe von Vektoren w;, ws, ws in R? genau eine
lineare Abbildung

1 00
21 0] =
3 21
—1

frR =R mit  f(u)=w, f()=w und f(vz)=ws
Mit C" = (wy, wa, w3) € R?*3 gilt dann fiir die Matrix Ay € R¥3 mit f = (4,
Ay-or = f(n) =wi, Ap-vp = f(va) =wy und As-vs = f(vg) = wy
und damit
Ay B = (Ay vy, Ay - 09, Ay - v3) = (w1, ws, ws) = C’,
also
1 0 O
o) (2200

GemiB a) ist wp, wy eine Basis von R?; demnach gibt es eine (eindeutig
bestimmte) lineare Abbildung

g:R* 5 R3 mit glwy) =0 und g(wy) = vy;

damit ist
R - w; € Kern(g) und R - v; C Bild(g),

und mit der Dimensionsformel
dim Kern(g) + dim Bild(g) = 2
erhalt man schon

Kern(g) = Ruy und Bild(g) = Ru;.



Mit B’ = (0,v;) € R3*2 ergibt sich fiir die Matrix Az € R**? mit g = 4,

As-wi=g(w) =0 und Az wy = g(wz) = vy

und damit
Az - C = (Az-wy, Az - wy) = (0,v1) = B,
also
01\ ,_, 2 —1
As=B-C'=10 2 -(2 _1>: 4 -2
0 3 6 —3

2. Nach Staatsexamensaufgabe Herbst 2004

a) Zeigen Sie, dass die Matrix
11 1
S=(110
1 00
invertierbar ist, und bestimmen Sie S~!.
b) Im R? seien die Vektoren
1 1 1
ay = 1 ) Gy = 1 ) as = O
1 0 0
gegeben. Zeigen Sie, dass es genau eine lineare Abbildung f : R® — R? gibt
mit
flar) = as, flag) = a3 flas) = ax,
und bestimmen Sie die darstellende Matrix von f beziiglich der Standard-
basis des R3.
c) Geben Sie mit Hilfe der in Teilaufgabe b) angegebenen Abbildungsvorschrift
einen Kigenvektor mit zugehorigem Eigenwert an.
Losung:
a) FEsist
1 111100 1 001001
(S|JEs) =1 1 10,010 ]~1110]010]|~
1 001001 1 111100
1000 0 1 1000 0 1
1 10/0 1 0]~l010[0 1 —-11]=(F;9
0011 -10 0011 -1 0
0 0 1
Damit ist S invertierbar mit S~ =5"= [0 1 -1
1 -1 0



b)

Da die Matrix S = (a1, ag, az) gemaf a) invertierbar ist, bilden ihre Spalten
a1, as, ag eine Basis von R?; demnach gibt es fiir jeden R-Vektorraum W
und jede Wahl von Vektoren wy, wo, w3 € W genau eine lineare Abbildung

fR =W mit f(a) =wy, flag)=wy und f(az) = ws.

Insbesondere existiert also genau eine lineare Abbildung f : R? — R3 mit
fla1) = ag, f(az) = a3 und f(az) = aq; fiir die gesuchte Matrix A € R3*3
gilt

Aay = flay) = as, Aay = flag) =a3 und Aaz = f(a3) = ay,

also
A- (a1,a27G3) = (AalaAa27Aa3) = (a2,a3,a1).

Mit T = (as,as,a;) € R3*3 gilt also A-S =T, und man erhélt

0 0 1 1 0 0
O 1 —-1]=1(1 -1 1
1 -1 0 1 -1 0
Alternativ 1a8it sich die Aufgabe auch ohne Verwendung des Prinzips der
linearen Fortsetzung wie folgt 16sen: Sei f : R? — R3 eine lineare Abbildung
mit f(a;) = ag, f(az) = a3 und f(a3z) = aq; fir ihre Abbildungsmatrix
AeR¥> gilt Aa; = f(a1) = az, Aay = f(az) = az und Aaz = f(a3z) = a1,

also A - (a1, as,a3) = (as, as,ar), und man erhélt wie oben

1 0 0
A=|1 -1 1
1 -1 0

Damit ist schon gezeigt, dafl es hochstens eine lineare Abbildung mit den
geforderten Eigenschaften gibt, ndmlich £ 4; die Probe

lalar) = Aay = az, Llalas) = Aas=a3 und flu(az) = Aaz=a

beweist nun, dafl f = ¢4 auch das Gewiinschte leistet.

Fiir einen Eigenvektor v € R? v # 0 muss f(v) = v fiir ein A € R gelten.
Da ay, as, as eine Basis des R ist, kann v € R? wie folgt geschrieben werden:
vV = c1a1 + Coa9 + c3az mit cq, co, c3 € R, Damit ergibt sich

f() =cif(ar) + caf(ag) + csf(as) = cras + caas + czay
Andererseits ist laut Voraussetzung
fw) = v = Acray + coas + c3a3)
Aus diesen beiden Gleichungen folgt, dass

)\Cl = C3 s )\02 = C s )\03 = Cy s



gelten muss. Dies ist ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten A, ¢y, co, cs3.
Dieses Gleichungssystem wird z.B. durch A = 1,¢; = ¢ = ¢3 = 1 gelost.
Daher ist

v=a;+as+as

ein Eigenvektor zum Eigenwert A\ = 1.

3. Staatsexamen Frihjahr 2014
Sei f:R3 — R3, o — Az, die durch die Matrix

3 —1 1
A=10 2 0
1 -1 3

definierte lineare Abbildung. Gegeben seien weiterhin die drei Vektoren

1 0 1
bl = 0 s b2 = 1 und bg = 0
—1 1 1

a) Bestimmen Sie die darstellende Matrix B von f beziiglich der Basis by, bs,
bs (Sie konnen auch das Ergebnis aus dem Tutoriumsblatt 3 iibernehmen).

b) Berechnen Sie B" fiir alle n € N und bestimmen Sie daraus A”.

c) Die reellen Folgen (uy,), (vy), (wy) seien durch folgende Rekursionsformeln
definiert: ug = vg = 1, wy = 2 und fiir alle n > 0 sei

Unpy1 = 3Up — vp + Wy
Un+1 = 2v,
Wpt1 = Up — Up + 3wy,

Berechnen Sie u,,, v,, w, fir n € N.
Losung:

a) Fir die gegebene Matrix

3 -1 1
A=10 2 0] eR?>?
1 -1 3

ist die zugehorige lineare Abbildung f : R®* — R3, f(x) = A -z, zu betrach-
ten. Ferner ist fiir die drei gegebenen Vektoren

1 0 1
bl = 0 s bg = 1 und b3 = 0 € R3
—1 1 1



die Hilfsmatrix P = (by, by, b3) € R3*3 gemif

1 0 1[10 0 10 1[100
(P|Es) = 01001011ﬁ1010010)
11 1{0 0 1 012101
10 1[1 0 0 10 1[1 0 0
~ o10jo 1 o]~ (0100 1 0
T o0 2/1 —1 1 /M o0 1)L L L
oot} -}
~oforojo 10 ) = (BP)
00 1)L -4

invertierbar mit P! = P’; insbesondere ist by, by, bs eine Basis von R3.
Wegen

3 -1 1 1 2
fh))=A-by=10 2 0)-{ 0 |=(0]=2-04+0-bp+0-b3
1 -1 3 -1 -2
-1 1 0 0
f(by)=A-bo= [0 2 0 1] = 2] =0-b1+2-by+0-b3
1 -1 3 1 2
3 -1 1 1 4
flbs)=A-bg= (0 2 0 0] = 0] =0-00+0-00+4-03
1 -1 3 1 4
ergibt sich die darstellende Matrix
2 00
B=1[0 2 0] eR¥
0 0 4

von f : R3 — R? beziiglich der Basis by, by, b von R3.
b) Als n—te Potenz B™ mit n € N der Diagonalmatrix B € R3*3 ergibt sich

om0 0 2" 0 0
B=[0 2 0]l=10 2 0 | e R®3,
0 0 4 0 0 2%

Gemal dem Basiswechsel erhalt man
B=P' AP bzw. A=P-B-P!
woraus liber

A=A-A=(P-B-PY).(P-B-P')=P.B?. P!
=F5

und
A=A A= (P-B*>-P")-(P-B-P)=P.-B. P!

—_—
=FE5



induktiv

101) 2" 0 0 3 =3
A" = P-B*-P'=[0 10 0 2" 0 0 1 0
-1 11 0o o0 2 : -z 3
1 1 100
= |0 0]-2"(0 1 0
-1 11 00

2” 1—2” —142"
0 ER3X3
—1+2” 1—2” 1+27

0
1
1
01 1 -1
10 0 0
111 2n =2n 2

folgt.

¢) Zu den durch die Startwerte ug = 1, vg = 1 und wy = 2 durch

Upr1 = 33U, — Uy + W,
Un4+1 = 2 Un,
Wpt1 = Up  — v, + 3w,

fir alle n € Ny rekursiv definierten Folgen (uy,)neny, (Un)nen, und (wy)nen,
reeller Zahlen betrachten wir

Un,
z,= | v, | €eR? fir alle n € Np;
Wn,
1
damit ist zg = | 1 | sowie
2
Upr1 SUp— Up+ Wy, 3 —1 1 Uy,
Tpni1= | Unt1 | = 2v, =10 2 O0)-{v,|=A 2z,
W1 Up— Up+3 Wy, 1 -1 3 W,

fiir alle n € Ny. Damit erhélt man xq; = A - 2y sowie iiber
:Axle(AxO):(AA)x0:A2J;O

und

:A'ZEQZA'(A2'IQ):(A'A2)’ZL’0:A3'Z’0



induktiv

1+2» 1-2" 1427 1

T, = A"-zo=2""1. 0 2 0 |1
—-14+2" 1-2" 142" 2
(14+2")+(1—-2")+2(-1+2")
= 2" . 2
(—1—|—2”)—|—(1—2”)+2(1+2”)
2n+1 22n 4n
= 2" . 2 = 2n = 2",
2 + 2n+1 2n _|_ 22n 2n +4n
also
u, = 4", v, = 2" und w, = 2" + 4"

fiir alle n € N.

4. Sei vy, vs,v3 eine Basis des R?. Betrachten Sie die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung f : R? — R3 gegeben durch

flor) = wi, f(v2) = ws f(v3) = w3

a) Nehmen Sie an, dass wy, wy, ws eine Basis des R? bildet. Geben Sie die darstel-
lende Matrix beziiglich der Basen vy, v, v3 und wy, we, w3 an.

b) Sei nun
1 1 0
vy = |1 , Vg = 0 , V3 = 1
0 1 1
sowie

W) = €1 ,W2 = €2 W3 = €3

die kanonische Basis im R?. Bestimmen Sie die darstellende Matrix von f beziiglich
der Standardbasis des R3.
Losung:

a) Bemerkung: Die oben angegebene Abbildung ist wohldefiniert; dies ist das
Prinzip der linearen Forsetzung: Fiir jeden Vektor v € R3 ist f(v) gegeben
durch

f(w) = flav + Bvy + yus) = af(v1) + Bf(v2) +vf(v3) = awy + Bwy + yws

wobei v = avy 4+ fvy +yvs mit «, B,y € R die Darstellung von v in der Basis
V1, Vg, U3 ist.

Nun benutzen Definition 7.23 um die darstellende Matrix beziiglich der Ba-
sen vy, V9, v3 und wy, we, w3 anzugeben. Hierbei ist wichtig, dass wq, ws, ws
eine Basis des R? ist. Die darstellende Matrix M € R3*3 beziiglich dieser



beiden Basen ist wie folgt konstriert:

Sei
11 diz2 A3
M= 1an azxn ax

a31 daz2 G33

Die Spalten von M geben die Zuordnungsvorschrift von f an (immer bezogen
auf die oben genannten Basen). Da f(v;) = w; ist, wird der Basisvektor v,
dem Vektor w; zugeordnet. Somit ist a;; = 1, a9 = 0, a3y = 0. Der erste Ba-
sisvektor v; wird einmal (=a;;) dem Basisvektor w; zugeordnet, 0-mal dem
Basisvektor wq (=as;) und 0-mal dem Basisvektor ws zugeordnet (=as;). In
der zweiten/dritten Spalte steht die Zuordnungsforschrift fiir den zweiten,
bzw. dritten Basisvektor. Direktes Ablesen der Zuordnungsvorschrift ergibt

M = FEj

b) In Teilaufgabe a) haben wir schon gesehen, dass die lineare Abbildung f
eindeutig bestimmt ist; und zwar durch ihre Wirkung auf die Basisvekto-
ren vy, V9, v3. In dieser Teilaufgabe sollen wir die darstellende Matrix bzgl.
der kanonischen Basis angeben. Um diese darstellende Matrix angeben zu
konnen, missen wir f(e;), f(e2) und f(es) kennen. Sobald wir f(e;), f(es)
und f(e3) kennen, kénnen wir die darstellende Matrix einfach ablesen. Dies
ist aber kein Problem, denn wir wissen ja, dass f eindeutig bestimmt ist
und somit kénnen wir fiir jeden Vektor v € R® angeben, was f(v) ist. Da-
zu miissen wir, wie schon in Teilaufgabe a) gesehen, v mit Hilfe der Basis
v1, U2, vg darstellen. Durch scharfes Hinsehen (oder Losen eines linearen Glei-
chungssystemes) erhalten wir

1 1
e = 5(1]1 + vy —v3) ,e9 = 5(111 — vy +v3) €3 = 5(—U1+02+U3)

Damit ist
1 1 1
fler) = 5(61 +ex—e3), flea) = 5(61 —ext+e3), fles) = 5(—61 + ey + e3)

Somit kann gemé&f Definition 7.23 die darstellende Matrix beziiglich der
Standardbasis des R?® abgelesen werden. Diese ist gegeben durch

M =

Wie schon in der Vorlesung gezeigt, gilt weiterhin, dass M’ (=die darstellende
Matrix von f bzgl. der kanonischen Basis) identisch mit der Abbildungsmatrix
von f ist, d.h.

f(x)= Mz

Dies ist wenig verwunderlich, da die i-te Spalte von M’ (geméfl Konstruktion)
durch f(e;), dargestellt in der kanonischen Basis, gegeben ist.



Mit Hilfe dieser Erkenntnis kénnen wir Teilaufgabe b) auch alternativ 16sen:
Die gesuchte Matrix M’ ist, wie eben gesehen, sowohl die darstellende Matrix
von f bzgl. der kanonischen Basis, als auch die Abbildungsmatrix von f. Damit
gilt:

fv) =M

fiir alle v € R3. Somit ist auch

M/('Ulvg?)g) = (616263) = E3

wobei (viv9v3) € R3*3 eine 3 x 3 Matrix ist, dessen Spaltenvektoren durch vy, v,
und vz gegeben sind. Dies ergibt

M, = (’Ul?]gvg)_l

. Invertieren der Matrix (v,vov3) ergibt wieder die gesuchte Matrix M.



