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1. Im euklidischen Vektorraum (R", o) sei fiir einen Vektor v € R™ mit ||v|| = 1 die
Abbildung s, : R — R" durch s,(w) = w — 2(v o w)v definiert.

(a) Zeigen Sie, dass s, ein orthogonaler Endomorphismus ist.
(b) Zeigen Sie, dass s, eine Spiegelung darstellt. Geben Sie ebenfalls den Un-

tervektorraum U an, an dem gespiegelt wird. vy, ..., v, des R" existiert, so
dass s,(v1) = —vy und s,(v;) = v; fiir alle i = 2, ..., n gilt.

Losung:
(a) Bemerkung: Wir verwenden im Folgenden die Notation (a,b) = aob.

Um zu zeigen, dass s, : R" — R” ein Endomorphismus ist, ist zu zeigen,
dass fiir alle w,u € V und fiir alle o € R folgende Eigenschaft gilt

sp(Qw + u) = as,(w) + s,(u)
Diese Eigenschaft kann durch direktes Einsetzen iiberpriift werden

Sp(Qw + u) =aw + u — 2{v, aw + uv
= (w — 2(v, w)v) + u — 2(v, u)v

=as,(w) + s, (u)
Um zu zeigen, dass s, orthogonal ist, ist zu zeigen, dass
(sy(u), $y(w)) = (u,w) ,Yu,w € R"

gilt. Diese Eigenschaft kann wiederrum durch direktes Einsetzen {iberpriift
werden.

(b) Als ersten Basisvektor kénnen v; = v auswihlen. Es gilt s,(v) = —v. Des
Weiteren ist ||v]] = 1. Sei R® = Ru; ® U die Zerlegung von R™ in die
direkte Summe der zwei disjunkten Untervektorrdume Rv; und U. Es gilt



dim(U) = n — 1. Als Basis von U wihlen wir eine beliebige, geordnete
Orthornormalbasis, welche wir mit (vs, ..., v,) bezeichnen wollen. Somit ist
vy, Vg, ..., Uy, €ine Orthonormalbasis von R™.

Des weiteren gilt, dass fiir j > 2 wegen (vy,v;) =0

su(v;) = vj
Daher stellt s, : R™ — R"™ eine Spiegelung an dem Untervektorraum U dar.
2. nach Staatseramensaufgabe Herbst 2007
Es sei 1 : R? — R? die bijektive affine Abbildung mit
P(Po) = (0,0,0)", (1) = (1,0,0)", 9(F%) = (0,1,0)", ¥(Fs) = (0,0,1)"
wobei
Py:=(1,1,1)" P :=(1,2,2)" P,:=(2,3,2)" und P3 := (-3,0,3)" € R®

ist. Finden Sie eine 3 x 3-Matrix A und einen Vektor b € R? so, dass fiir alle
r e R3gilt Y(x) =A-x+0.

Losung:

Fiir die Matrix A € R3*3 und den Vektor b € R? ergibt sich zunichst

A-Py+b = () =0Qo

A-Pi+b = U(P) =

AP2+b - ¢(P2):Q2

A-P3+b = (P3)=0Q3

sowie durch Differenzbildung dann

A'(PI_PO):QI_Q(M also A'Ulzel,
A- (P, = Fy) = Q2 — Qo, also A uy = e,
A'(Pg—Po):Qg—Qo, also A'U3:€3.

Mit B = (uy, ug, u3) € GL3(R) und E3 = (e1, e, e3) € R3*3 erhilt man also
A-B=A"(up,ug,uz) = (A-up, A-ug, A-uz) = (e1,ez,e3) = Ey

und folglich
1 N 5 —6 7

-B=1-3 4 -4
det(B) 11 1

A=B"'=

sowie damit
5 —6 7 1 —6

0
b=Qy—A-P=[0|-[-3 4 —4|. - [1]=]3
0 -1 1 -1 1 1



