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1. a) Für die Matrix

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∈ R3×3

betrachte man die Bilinearform σA : R3 × R3 → R auf dem Vektorraum R3

und bestimme σA(x, y) = x>Ay allgemein für

x =

x1x2
x3

 und y =

y1y2
y3

 ∈ R3.

b) Man gebe für die Bilinearformen

• σ1(x, y) = x1 y1 + x2 y2 + 2x3 y3 − x1 y3 − x3 y1,
• σ2(x, y) = x1 y1 + 2x2 y2 + 3x3 y3 + 4x1 y2 + 5x1 y3 + 6x2 y3,

• σ3(x, y) = x1 y1 + x2 y2 + x3 y3 − x1 y2 + x1 y3 − x2 y3,
• σ4(x, y) = x1 y1 + 2x2 y2 + x3 y3 + x1 y2 + x2 y1 + x2 y3 + x3 y2

des R3 die entsprechenden Matrizen A1, A2, A3, A4 ∈ R3×3 gemäß a) an.

c) Befindet sich unter den bei b) betrachteten Bilinearformen auch ein Skalar-
produkt auf dem R3?

2. Staatsexamensaufgabe Frühjahr 2000

Auf dem R3 sei die Bilinearform

〈x, y〉 := x1y1 + 3x2y2 + 4x3y3 + x1y2 + x2y1 + x1y3 + x3y1 + x2y3 + x3y2

gegeben. Zeigen Sie, dass diese Bilinearform ein Skalarprodukt auf dem R3 defi-
niert.



3. Staatsexamensaufgabe Herbst 2009

Zeigen Sie: Es gibt kein Skalarprodukt ψ : R2 ×R2 → R auf dem R–Vektorraum
R2 bezüglich dessen gleichzeitig(

1
0

)
⊥
(

0
1

)
und

(
2
−4

)
⊥
(
−1
1

)
gilt.

Hierbei bezeichnet a⊥b, dass ψ(a, b) = 0 gilt.
Hinweis: Bestimmen Sie dazu eine symmetrische Bilinearform ψ auf R2 mit

ψ

((
1
0

)
,

(
0
1

))
= 0, ψ

((
2
−4

)
,

(
−1
1

))
= 0

und prüfen Sie, ob diese ein Skalarprodukt ist. Erinnern Sie sich, dass ψ durch
die Angabe einer 2 × 2 Matrix A eindeutig bestimmt ist. Geben Sie also alle
möglichen Matrizen A an, so dass xTAy = ψ(x, y) gilt. Zeigen Sie nun, dass A
nicht positiv definit ist.

4. Staatsexamensaufgabe Frühjahr 2007 Im Vektorraum V = R2×2 sei die Basis

A1 =

(
1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 1
0 0

)
, A3 =

(
0 0
1 0

)
, A4 =

(
0 0
0 1

)
gegeben.

a) Man bestimme die darstellende Matrix der linearen Abbildung

f : V → V, f(A) = A ·
(

1 1
0 1

)
bezüglich der Basis A1, A2, A3, A4.

b) Entscheiden Sie, ob f diagonalisierbar ist.
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