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Aufgabe 1 (6 Punkte).
Wir zeigen zuerst die Richtung von a) nach b), also können wir annehmen, das gilt V =⊕k

i=1 Wk, wobei wir hier voraussetzen, dass wir eine orthogonale direkte Summe haben. Sei
v ∈ V dann gibt es also eine eindeutige Darstellung

v = ∑
j

αjwj

mit wj ∈ Wj und (wi, wj) = 0 für i 6= j. Sei Bj eine Orthonormalbasis von Wj und sei
B =

⋃
j Bj. V wird also offensichtlich von B erzeugt. Da B eine orthonormale Menge ist, ist

B linear unabhängig (das ist Lemma 17.9) und somit auch eine Orthonormalbasis von V.
Nun wollen wir die Richtung von b) nach a) zeigen. Wir können also annehmen, dass
Bj = {b1,j, . . . , bnj,j} eine Orthonormalbasis der Wj ist und

⋃
j Bj eine Orthonormalbasis von

V. Also kann ein beliebiger Vektor v ∈ V dargestellt werden als

v =
k

∑
j=1

∑
i∈Ij

αi,jbi,j,

wobei Ij = {1, . . . , nj}. Definieren wir nun vj := ∑i∈Ij
αi,jbi,j, ist v = ∑k

j=1 vj und die vj stehen
orthogonal aufeinander, da (v`, vm) = 0 für ` 6= m, weil v` und vm nur aus Basisvektoren
bestehen die selbst eine Orthonormalbasis bilden und wir die Linearität des Skalarprodukts
ausnutzen können. Es ist auch klar, dass Ws ∩Wr = {0} gilt. Denn gäbe es ein v 6= 0, das
im Schnitt von beiden liegt, könnte man das sofort zum Widerspruch zur Aussage, dass⋃k

j=1 Bj eine (orthonormal) Basis ist, führen.

Aufgabe 2 (6 Punkte).
Zuerst stellen wir für die lineare Abbildung

f : R3 → R3x
y
z

 7→
 x− 2z

0
−2x + 4z

 .

die dazugehörige darstellende A bezüglich der Standardbasisvektoren auf und erhalten die
symmetrische Matrix

A =

 1 0 −2
0 0 0
−2 0 4

 .



Dann berechnen wir das charakteristische Polynom χA = x2(x− 5). Danach berechnen wir
die Eigenräume und erhalten:

V(5) =

〈 1
0
−2

 ,

〉
V(0) =

〈2
0
1

 ,

0
1
0

〉

Man sieht sofort, dass diese drei erzeugenden Vektoren eine Basis des R3 aus Eigenvekto-
ren von f bilden. Mit Theorem 22.4 (gibt uns, dass V(5)⊕ V(0) eine orthogonale direkte
Summe bildet) und mithilfe einer einfachen Rechnung für die beiden Basisvektoren des
V(0) können wir folgern, dass die drei Vektoren der Basis aus Eigenvektoren ein Orthogo-
nalsystem bilden. Normalisierung liefert uns dann ein Orthonormalbasis

{
1√
5

 1
0
−2

 ,

0
1
0

 ,
1√
5

2
0
1

}

Aufgabe 3 (6 Punkte).

a) Es gilt A = At, also wissen wir aus der Vorlesung, dass es eine orthogonale Matrix U
gibt mit

Ut AU = D = α1P1 + . . . + αkPk

wobei D = diag(α1, . . . , α1, . . . , αk, . . . , αk) und Pi die Diagonalmatrizen mit den ent-
sprechenden Nullen und Einsen auf der Diagonalen. Daraus folgt, dass

A =
k

∑
i=1

αiUPiUt.

gilt. Wir müssen nun nur mehr definieren E i := UPiUt.

b) Wir wollen nun zeigen, dass E i eine Projektion auf V(αi) ist. Wir berechnen

E2
i = UPiUtUPiUt = UPiUt = UPiUt = E i,

für i 6= j, also gilt A E i(v) = αi E i v und somit ist E i eine Projektion auf V(αi).

c) Wir wollen zeigen, dass En = ∑k
i=1 E i. Mit P1 + . . . + Pk = En per Konstruktion der Pi

und U−1 = Ut können wir schließen:

E1 + . . . + E k = U(P1 + . . . + Pk)Ut = UUt = En.

d) Wir wollen zeigen, dass gilt ker(E i) = V(αi)
⊥. Aus einer Übungsaufgabe der Linearen

Algebra 1, dass gilt V = ker(E i)⊕ im(E i), weil Pi eine Projektion ist. Außerdem gilt
mit dem oben gezeigtem im(E i) = V(αi) und V = V(αi)⊕ V(αi)

⊥ nach Vorlesung.
Also folgt auch ker(E i) = V(αi)

⊥.



Aufgabe 4 (6 Punkte).

a) Wir bezeichnen zusätzlich den Homomorphismus 0 → A mit γ. Sei ϕ : A → B
injektiv. Dann ist im(γ) = 0, da γ ein Homomorphismus ist und ker(ϕ) = 0, da
ϕ injektiv. Somit gilt im(γ) = ker(ϕ) und die angegebene Sequenz ist exakt. Sei
andererseits die angegebene Sequenz exakt, dann gilt ker(ϕ) = im(γ) = 0 was sofort
aus der Definition eines Homomorphismus folgt und somit ist ϕ injektiv.
Wir bezeichnen nun den Homomorphismus C → 0 mit δ. Sei nun ψ : B→ C surjektiv.
Dann gilt per Definition im(ψ) = C, aber für den Kern des Nullhomomorphismus gilt
ker(δ) = C, also folgt im(ϕ) = ker(δ) und somit ist die zweite angegebene Sequenz
exakt. Sei umgekehrt die angegebene Sequenz exakt. Dann gilt ker(δ) = im(ψ) aber
ker(δ) = C (Kern des Nullhomomorphismus) und somit ist ψ surjektiv.

b) Sei ϕ : A→ B injektiv. Wir wollen nun zeigen, dass der Homomorphismus

ϕ∗ : B∗ → A∗

f 7→ f ◦ ϕ

surjektiv ist, das heißt, für ein g ∈ A∗ existiert ein h ∈ B∗ mit g = h ◦ ϕ. Zuerst stellen
wir die Abbildung φ als die Komposition natürlichen Abbildung auf ihr Bild und
einer Inklusion nach B dar:

ϕ : A
ϕ′→ im(ϕ)

ϕ′′→ B.

Da ϕ injektiv ist, muss ϕ′ ein Isomorphismus sein. Wir erhalten also einen wohldefi-
nierten Homomorphismus g′ : im(ϕ)→ k durch g′ := g ◦ (ϕ′)−1.
Da im(ϕ) ein Unterraum von B ist, finden wir ein direktes Komplement B′ so dass
gilt B = B′ ⊕ im(ϕ). Also können wir jedes b ∈ B eindeutig darstellen als b = b1 + b2

mit b1 ∈ B′ und b2 ∈ im(ϕ). Setzen wir nun h(b) := g′(b2) haben wir also genau eine
Abbildung gefunden für die gilt g = h ◦ ϕ, was zu zeigen war.

c) Sei nun ψ : B → C surjektiv. Dann wollen wir zeigen, dass ψ∗ : C∗ → B∗, f 7→ f ◦ ψ

injektiv ist. Zudem sei ψ∗( f ) = ψ∗( f ′) also f ◦ ψ = f ′ ◦ ψ. Für ein beliebiges c ∈ C
gibt es ein b ∈ B, so dass gilt ψ(b) = c, da ψ surjektiv. Also gilt

f (c) = f (ψ(b)) = ( f ◦ ψ)(b) = ( f ′ ◦ ψ)(b) = f ′(ψ(b)) = f ′(c)

für alle c ∈ C also und somit ist f = f ′ und damit ψ∗ injektiv.

d) Wir wollen nun zeigen, dass aus der Exaktheit von

0 A B C 0
ϕ ψ

die Exaktheit von

0 C∗ B∗ A∗ 0
ψ∗ ϕ∗

folgt. Die Exaktheit an der Stelle C∗ folgt aus Teilaufgabe c) und die Exaktheit an der
Stelle A∗ aus Teilaufgabe b). Wir müssen also nur mehr die Exaktheit an der Stelle B∗

zeigen, das heißt ker(ϕ∗) = im(ψ∗).
Sei a ∈ A, dann gilt ψ(ϕ(a)) = 0, da im(ϕ) = ker(ψ). Für f ∈ C∗ folgt also

ϕ∗ ◦ ψ∗( f ) = f ◦ ψ ◦ ϕ = 0.



Somit haben wir im(ψ∗) ⊆ ker(ϕ∗) gezeigt.
Wir wollen nun ker(ϕ∗) ⊆ im(ψ∗) zeigen. Sei dazu g ∈ ker(ϕ∗) ⊂ B∗, das heißt,
g : B → k mit g ◦ ϕ = 0. Daraus folgt sofort g(im(ϕ)) = 0 und mit der Exaktheit
der ursprünglichen exakten Sequenz an der Stelle B folgt g(ker(ψ)) = 0 und somit
ker(ψ) ⊂ ker(g). Wir wollen nun zeigen, dass g ∈ im(ψ∗) liegt, das heißt, dass ein
h ∈ C∗ existiert mit h ◦ ψ = g. Wir konstruieren nun ein solches h.
Wir betrachten ψ : B → C wieder als Komposition der natürlichen Abbildung ψ′ :
B → im(ψ) und der Inklusion ψ′′ : im(ψ) → C. Mit dem Homomorphiesatz gibt es
nun ein g′ : im(ψ)→ k mit g = g′ ◦ ψ′.
Wie in Teilaufgabe b) lässt sich g′ zu einer Linearform h : C → k ausdehnen mit
g′ = h ◦ ψ′′. Damit folgt insgesamt

ψ∗(h) = h ◦ ψ = h ◦ ψ′′ ◦ ψ′ = g′ ◦ ψ′ = g,

was zu zeigen war für ker(ϕ∗) ⊆ im(ψ∗).
Wir haben also gezeigt, dass die duale Sequenz einer kurzen exakten Sequenz wieder
exakt ist und somit Teilaufgabe d).


