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Aufgabe 1 (8 Punkte).

a)

b)

Die Invertierbarkeit brauchen wir nicht extra zu zeigen, weil wir in Teilaufgabe b) die
Orthogonalitdt der Matrix ohne die Teilaufgabe a) zeigen und Orthogonalitidt natir-
lich Invertierbarkeit impliziert. Das diese Abbildung ein Homomorphismus ist, kann
man leicht nachrrechnen. Fiir jeden Homomorphismus gilt id € ker(c). Es gilt aber
auch ker(c) C {id}, denn ist 7t € ker(c), dann gilt o(7r) = E, und das kann nur die
Identitdt in der symmetrischen Gruppe erfiillen, denn alle anderen Elemente wiir-
den mindestens eine Spalte vertauschen und die Voraussetzung somit nicht erfillt
werden.

Wir wollen nun zeigen, dass jede Permutationsmatrix A € R"*" orthogonal ist, das
heifit, A'A = E,,.
Dazu betrachten wir einen Eintrag (AA');; der Matrix AA":

n n
(AAY);; =Y agag; = ) ayaj.
=1 =1

Seii # j. Fiir jedes 1 < k < n, gehoren die Elemente a;; und aj zur Spalte k. Eine Per-
mutationsmatrix enthélt in jeder Spalte genau einen Eintrag 1 und ansonsten Nullen.
Also muss zumindest eines der Elemente a;; oder aj Null sein. Das heifit, das in dem
Fall gilt:

(AA"); = 0.

Sei nun i = j. Eine Permutationsmatrix hat aber auch in jeder Zeile nur genau einen
Eintrag 1 und ansonsten Nullen. Deswegen gilt

n
(AAN; =) a5 =1.
k=1

Also haben wir berechnet

0, fallsi#j;
1, fallsi=1

(AA"); = {

also ist AA" = E,,. Da A eine quadratische Matrix ist, folgt A'A = E,, was zu zeigen
war.

Sei also A = (w;;) orthogonal und alle Koeffizienten der Matrix positiv. Da A eine
reelle Matrix ist und somit die Begriffe unitare Matrix und orthogonal Matrix in die-
sem Fall {ibereinstimmen, sagt uns Beispiel 20.8, dass wie im Hinweis angemerkt gilt



(Av, Av) = (v,v) fiir alle v € V.
Da nun A per Voraussetzung orthogonal ist gilt mit Lemma 18.4

(Ael-, Ae]) = (el-,ej) = 51]

Sei nun i # j. Dann gilt also
n
0= (ei,ej) = Z ockiock]-.
k=1

Da alle Koeffizienten positiv sind muss immer ay; = 0 oder a;; = 0 gelten. Aus
der Orthogonalitit von A folgt auflerdem, dass A invertierbar ist, also darf A keine
Nullspalte haben (sonst wire zum Beispiel det(A) = 0) und somit muss es immer
mindestens ein a;; und ein a;; ungleich Null geben.

Nehmen nun an, dass es mindestens zwei Eintrdge in einer Spalte ungleich Null gibt,
also etwa ay, j und ay,; ungleich Null. Dann gibt es ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit in der Zeile k; zwei Eintrdge ungleich Null, wobei der zweite Eintrag ungleich
Null in Spalte ¢/ mit 1 < ¢ < n steht. Dann gilt aber mit dem vorher gezeigtem
0 = (ejer) = (Aej, Aey) = Yi_q axjtcke, was im Widerspruch zu ay, jax,¢ 7# 0 steht,
da alle Koeffizienten positiv sind. Also gibt es genau einen Eintrag in jeder Spalte
ungleich Null.

Sei nun i = j, dann folgt mit der selben Argumentation wie oben, dass

1= i a%i.
k=1

Da wir nur positive Koeffizienten haben, sehen wir also, dass jede Spalte einen Eintrag
mit 1 hat und ansonsten Nullen. Die Einser miissen aber in verschiedenen Zeilen
stehen, denn sonst wire det(A) = 0 und somit A nicht invertierbar. Also haben wir
gezeigt, dass A eine Permutationsmatrix ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte).

Wir kénnen das charakteristische Polynom x4 = (x — 1)3(x — 3) berechnen und die Eigen-
werte Ay = 1 und A, = 3 direkt davon ablesen. Sei nun B; der Eigenraum zum Eigenwert A;.
Dann konnen wir eine Basis des Eigenraums berechnen und diese dann orthogonalisieren
und erhalten , dass By das Erzeugnis der orthogonalen Vektoren

1
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ist und B, das Erzeugnis des Vektors (—1,1,—1,1)". Nun normalisieren wir die Vektoren
und erhalten die orthogonale Matrix

welche die Eigenschaft hat D = S'AS mit D = Diag(1,1,1,3), was zu zeigen war.



Aufgabe 3 (5 Punkte).
Wir beweisen zuerst fiir die gegebene Abbildung die folgende Ungleichung. Sei v,w € V,
dann gilt

(v,0)(w,w) > (v, w)>

Falls v und w linear unabhingig sind, sieht man einfach das Gleichheit gilt. Seien also
v und w linear unabhédngig und gelte W ist das Erzeugnis von v und w. Dann ist die
Einschréankung von (, ) definiert fiir V x V auf W x W ebenfalls symmetrisch und positiv
semidefinit, weil sich das direkt von V {ibertrdgt. Aber die zugrundeliegende Matrix dieser
Restriktion beziiglich der Basis {v,w} von W hat Determinante gleich (v, v)(w, w) — (v, w)?
also haben wir die obige Ungleichung gezeigt.

Nehmen wir jetzt an, dass u € U und v € V gilt. Dann ist (u, u)(v,v) = 0(v,v) = 0 was mit
der obigen Ungleichung (u,v) = 0 = (v,u) (x) impliziert.

a)

b)

Seien w, v € U, dann gilt wegen (x), dass (v, w) = 0, was wiederum (v + w,v 4+ w) =
2(v,w) = 0 impliziert, also ist v +w € U. Es gilt natiirlich 0 € U und die Abgeschlos-
senheit beziiglich der Skalarmultiplikation ist ebenfalls klar also ist U ein Unterraum
von V.

Die Abbildung ist auf V /U wohldefiniert, denn sei v; —w; € U und v; —w, € U,
dann gilt mit () (v1,v2) — (w1, w2) = (v1 — w1, v2) + (w1, v2 —wp) = 0.

Symmetrie und Bilinearitét sind einfach nachzurechnen. Fallsnun 0 = (v + U, v+ U) =
(v,v), dann gilt v + U = 0 + U, also ist die Abbildung positiv definit und somit ein
inneres Produkt auf V/U x V/U.

Aufgabe 4 (6 Punkte).

a)

b)

Sei v € V. Falls (v,w) = 0 fiir alle w € V gilt, folgt v = 0. Also ist die Bedingung v €
ker(¢*) dquivalent zu (w, ¢*(v)) = 0 fiir alle w € V. Weil nun (w, ¢*(v)) = (¢(w),v)

gilt, ist dies aber auch &quivalent zu (¢(w),v) = 0 fir alle w € V und damit zu
L

v € im(¢)"-.
Die zweite Aussage zeigt man einfach durch

ker(¢) = ker(¢"") = im(9")".
Seien v,w € V. Es gilt

(p(v), p(w)) = (v, ¢ 0 p(w)),
(¢*(0), ¢"(w)) = (v, @ 0 @™ (w)).
Daher gilt
(p(v), p(w)) = (¢*(0), 9" (w))

fir alle v, w € V genau dann, wenn

(v, 9" 0 p(w)) = (v, po @™ (w))

fur alle v,w € V gilt, und wegen den Eigenschaften des inneren Produkts, genau
dann, wenn

¢ og(w) = ¢o e (w)



tiir alle w € V gilt. Was aber gleichbedeutend mit ¢* o ¢ = @ o ¢* ist.
Nun ist ker(¢) = ker(¢*), denn es gilt

lp(w)* = (¢(w), p(w)) = (¢*(w), p*(w)) = |9 (v)?
fir allew € V.

c) Wenn es ein Polynom p € C[x] gibt mit ¢* = p(¢), so gilt

pop" =¢@op(p)=plp)op=¢g og.

Also ist ¢ dann normal.



