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Beispielslosungen, Woche 9

9.1 Als erstes betrachten wir die Teilmenge

12 + k2
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MI::{ |keN/\k22}CM,
wobei wir n := 1 in M gesetzt haben. Fiir k — oo verhalten sich die Elemente

von M; wie
12+/<:2_k;+1_>
2% 2 o ¢

Somit ist M; und damit auch M nicht nach oben beschrinkt, so dass wir
sup M = oo erhalten.
Andererseits benutzen wir die Ungleichung
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(welche aus (n — k)% > 0 folgt), um zu erkennen, dass 1 eine untere Schranke
von M ist.

Nun nehmen wir an, dass es eine untere Schranke x =149 > 1 von M gibt
(d.h. also 6 > 0) und betrachten die Elemente in M, welche sich fiir n = k—1
ergeben; dann ist
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fiir hinreichend grosse k (welche k£ > N mit N(N —1) > 2/4 erfiillen). Dieses
bedeutet aber, dass x keine untere Schranke sein kann. Folglich gibt es keine
untere Schranken von M, welche grosser als 1 sind, so dass wir inf M = 1
erhalten. Dariiber hinaus folgern wir fiir x = 1 + € aus obiger Abschétzung,
dass 1 ein Haufungspunkt der Menge M ist, da fiir jedes € > 0 und &£ > N

(k— 1)+ k?
2k(k — 1)

und damit unendlich viele Elemente von M in jeder Umgebung U, von 1
liegen.

Alternativ lasst sich das Fehlen einer unteren Schranke, welche grosser als 1
ist, und die Existenz des Haufungspunktes bei 1 dadurch erkennen, dass die
Folge (a,)neny mit
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fir n — oo gegen 1 konvergiert (und, im Falle des Hdufungspunktes, we-
gen der strikten Monotonie a,,; < a, auch unendlich viele a,, in jeder e-
Umgebung der 1 liegen).

9.2 Fir j=1,2, sei z; := x; + iy;, mit x;,y; € R. Dann ist
(1)
27 = 223 =2Im(2}) = 20 Im(ad 4 3a%yi — 3xyyZ —iy)

= 2i(3ziy —y7)
(ii) Re(z122) = Re($1$2 — 1Yz +i(21y2 + 9U2?Jl)) = T1T2 — Y1Y2
(iii)
z 2?2z _ . .
Im<—1> = Im(ﬁ) = | 29| 2Im((xf + iz — ) (w9 — 1y2))
= |z (2012091 — 2TY2 + Y1 Ys)
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z z 22(1—1 22(1—1
Re(1i1> +Im<1—|1—i) N Re(%) Hm(%)
= 1Re((a + 2izyr — yi)(1 — 1))
1Im((ajf + 2izyr — yi) (1 — 1))
= 1 (x1 -y + 2x1y1) +3 ( xt + oy + 2x1y1)
= 2z

9.3 Nach Voraussetzung ist (a,),en eine Folge von komplexen Zahlen, a,, €

C.

(i) Die Aquivalenz der Konvergenz von (a,).en gegen 0 und der Nullfol-
geneigenschaft von (|a,|)nen folgt unmittelbar aus der Definition der
Konvergenz und aus der Gleichheit ||a,| — 0| = |a,, — 0].

(ii)) Wegen
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= lim (R Zan+11m21 a,)) (3)

= lim (Re(s;) +ilm(sy)) (4)
= klgrolo Re(sk) +1 khm Im(sk) <5>

ist die Konvergenz der Reihe Y ° | a, dquivalent zur Konvergenz ih-
rer Realteile und Imaginérteile. Da fiir alle n € N die Beziehungen
Re(a,) = Re(a,) und Im(a, ) = —Im(a,) gelten, folgt aus zu (1) analo-
gen Gleichheit, dass auch die Konvergenz der Reihe Y7 | @, dquivalent
ist zur Konvergenz der Realteile und Imaginérteile von Y > | @,. So-
mit kénnen wir die Aquivalenz der Konvergenz der Reihe > ap zur



Konvergenz von ), @, folgern, und die Giiltigkeit von

oo oo

5 An = hm Sp = hm = 5 ay,
—00

n=1 n=1

wobei 5y = limy 00 > v, (Re(a,) — ilm(a,)) ist.

9.4 Es war das Konvergenzverhalten der untenstehenden Folge und Reihe
zu iiberpriifen.

(i) Es gilt
n+1" i
Ay, = =14 —.
n n

Da [i"| = [i]* = 1™ = 1 ist, konvergiert der Betrag
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und, geméss Teil (i) der Aufgabe 9.3, auch die Folge (i"/n)nen nach
Null. Somit erhalten wir

lim a, = lim(l—i—l—): Hm 1+ lim — = 1.

n—00 n—00 n n—00 n—oo N,

(ii) Wir schreiben die gegebene Reihe um, indem wir gerade und ungerade
Summanden trennen,
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wobei wir i?" = (i2)" = (—1)" und 1/i = —i verwendet haben. Die

beiden Reihen auf der rechten Seite sind dann von der Form der al-

ternierenden Reihe )" | (—1)"a,, mit a, = 1/2n > 0 beziehungsweise
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a, = 1/(2n — 1) > 0. Da diese a,, monoton abfallen, a,4; < a,, sowie
lim,, o0 1/2n = lim,, o, 1/(2n — 1) = 0 ist, konnen wir die Ergebnisse
der Aufgabe T8.3 anwenden und die Konvergenz der beiden Reihen
auf der rechten Seite folgern. Somit konvergiert auch die Reihe auf der
linken Seite.

Zur Aufgabe T8.3: Dort wurde die Konvergenz der alternierenden Reihe

> (—1)ay.

n=0

gezeigt, wenn die Folge (ay,)nen, von nichtnegativen a,, monoton fallend
ist, i.e., a,y1 < a, fir alle n € N, und lim,,_,, a,, = 0 erfiillt. Fiir den
Beweis wurde die Monotonie und die Beschrankheit der ungeraden und
geraden Partialsummen benutzt, d.h., dass fiir alle k € N gilt

ag — a1 = 81 < Sopq1 = Sopq2 — Q2pt2 < Sopye < So = Ao

. k . . . . .
mit s, = > _o(=1)"a,. Des weiteren ging in den Beweis ein, dass

Sok+1 — S2k = Q2k+1

und der vorausgesetzten Nullfolgeneigenschaft der (a,,),en die geraden
und ungeraden Teilfolgen der Partialsummen gegen den gleichen Limes
konvergieren, limy_, o, Sor = limy_, o0 Sok11 = 0.



