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Analysis 1 fiir Informatiker und Statistiker

Beispielslosungen, Woche 6

6.1 Fiir N, M € N scien die Polynome Py(z) := Y., pa’ und Qpr(z) :=
Zﬁ\io ¢;x" gegeben, wobei die Koeffizienten p;, ¢; € Q sein sollen und py # 0
und ¢y # 0 gelten soll. Ausserdem soll Q(n) # 0 fiir alle n € N sein. Dann
lasst sich eine Folge (ay,)nen durch

erkléren. . .
Mithilfe der Polynome Py(z) := Zfio py_i ' und Qpr(x) = Zi]\io qr—i T
konnen wir nun Py und (), umschreiben als

PN(I‘) :xNPN<é>, QM(iL') :ZEMQM<1>7

wodurch die Folgenglieder zu

— pN-M {)N(l/”) (1)
Qu(1/n)

werden. Des weiteren gilt nach Satz 2.37

Qn

- /1 ~ /1
lim PN<_> = DN, lim QM<—>= qn,
n—oo n n—oo n

so dass aus Satz 2.28 folgt:

lim ?N(l/n) Climy e Py(1/n) _ by 2)

00 Qur(1/n)  limy oo Qui(1/n)  qu




(i) Falls N > M ist, dann gilt N — M > 0 und n¥=* wird beliebig gross
fiir n — oo, wihrend der Bruch in (1) beschrénkt bleibt und gemiss (2)
und der Voraussetzung py # 0 zu einer Zahl ungleich Null konvergiert.
Somit ist die Folge (a,)nen unbeschriankt und divergiert nach oo fiir
pn/qu > 0, beziehungsweise nach —oo falls py/qu < 0 ist.

(ii) Falls N < M ist, dann gilt N—M < 0 und n™ M — 0 fiir n — co. Wir
konnen Teil 2 von Satz 2.37 anwenden und folgern, dass lim,, .o, a, = 0
ist.

(iii) Falls N = M ist, dann ist N — M = 0 und nV ™ = 1. Gemiiss (2) gilt

dann lim,, o a, = PN /qum-

6.2 Sei a,11 := pa, fir n € N mit a; # 0 und p € Q. Dann ist as = pay,
as = pas = p*aq, etc., so dass sich

n
an =P Qo

ergibt. Der Fall p = 1 entspricht dann der konstanten Folge (aq, aq,...),
welche lim,, ., a,, = ag erfiillt. Falls p > 1 ist, dann gilt s :=p—1 > 0 und

|an| = p"|ac] = (1 + s)"|ao| = (1 + ns)|aol,

wobei wir die Abschétzung aus Aufgabe 4.3 verwendet haben. Da fiir n — oo
die rechte Seite obiger Ungleichung auch nach Unendlich strebt, ist die Folge
(|an|)nen und damit auch (a,),eny unbeschrankt und folglich divergent, wobei
a, — oo wenn a; > 0 und a,, - —oo wenn a; < 0 gilt.
Sei nun 1 > p = m/¢ mit m,¢ € N. Da m < ¢ ist, konnen wir schreiben
¢ =m+ k mit k € N. Aufgrund der Ergebnisse von Aufgabe 4.3 gilt fiir alle
NeN

1 k

N k
— = <1+—> >1+N— unddamit pV =
m

1 __ 1
pN m

<1+E>N T 14+ NE

(3)

Fiir ¢ > 0 wéhlen wir nun ein hinreichend grosses N € N, welches

1 k
-<1+N— (4)
€ m



erfiillt. Dann erhalten wir mithilfe von (3) und (4) fiir alle n > N,

n N m )N
< — -
p p (m—i-k

mN

(1)
! < ! <€
(1+2)Y 71+ N

Dieses bedeutet, dass (p")nen eine Nullfolge ist und somit lim, o a, =
lim,, o ay lim,, o p" = ay lim,, o, p" = 0 gilt.

6.3
(1)

Sei m € N.
Wir beweisen
2" 1 m
> 14
D pzl+3g
k=1

durch vollstdndige Induktion {iber m € N. Fiir m = 1 wird die Summe
gleich 3/2, wiahrend auch die linke Seite gleich 3/2 ist. Wir nehmen nun
die Giiltigkeit der Ungleichung fiir beliebige m an und betrachten den
Nachfolger m + 1. Da fiir alle 0 < k£ < 2™

1 1

>
om 4 | = gmH

ist, folgt
1 1

> 2™ = —.
om + 1 + + 2m+1 2m+1 2

Daher konnen wir mithilfe der Induktionsannahme abschéitzen
2m+1

2m 2m
1 &1 | 11 m 1 m+l
Tyt >3 s > 1 s 1
;k ;k+2m+1+ T =T = e T T

Aus Teil (i) wissen wir, dass fiir n > 2™ gilt

n 2m

Da wir m beliebig anwachsen lassen konnen, ist die Folge der Parti-
alsummen und damit auch die Reihe > ;7| % unbeschrénkt und somit
divergent.



6.4
()

Sei (an)nen, eine Folge.

Nach Voraussetzung ist (a,)nen, beschrankt, d.h., es gibt ein positives
b € R so dass fiir alle n € N sich die Folgenglieder durch |a,| < b
abschétzen lassen. In Beispiel 2.45 wurde bereits die Konvergenz der
Reihe Y7, m bewiesen. Letzteres bedeutet, dass sich fiir jedes
e > 0 und damit auch fiir ¢/b > 0 ein N € N finden lésst, so dass fiir

alle m > N gilt

> 1 " 1 > 1 €
S0 — Sm = —_— — — = — < 7,
2 Al A ) b

wobei s, die m-te Partialsumme sein soll. Wir schéitzen nun ab unter
Verwendung der Dreiecksungleichung
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fiir alle K > N 4 1 mit dem oben gewéhlten N. Also konvergiert die
Reihe Y 7 4z

n=1np2"

Sei (an)nen, eine konvergente Folge in R. Als Beispiel wéhlen wir die
konstante Folge a,, := 1. Wie wir in Aufgabe 6.3 (ii) gezeigt hatten,
konvergiert jedoch die Reihe

oo

o0
PO O
n=1 n n:ln

nicht, so dass die Behauptung im Allgemeinen nicht korrekt ist.



