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Analysis 1 fiir Informatiker und Statistiker

Beispielslosungen, Woche 5

5.1 Um eine vollstéindige Induktion iiber N € N durchzufiihren, sei zuerst
N = 1; dann ist die Gleichheit Z}leg =1PP=1=1*= (Z;:lj)2 offen-
sichtlich. Die Induktionsannahme lautet nun Zj\;l 73 = (Zjvzl 7)?%, und wir
miissen damit den Fall N + 1 beweisen. Hierzu benutzen wir das Resultat
von Beispiel 2.25, wonach Z;VZI J= % (N + 1) ist. Es gilt unter Verwendung
des Binomialsatzes
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wobel fiir die dritte Gleichheit die Induktionsannahme verwendet wurde.



5.2
()

Sei (ay,)nen eine Folge.

Die Folge (b,,)nen sei fiir alle b € N definiert durch b, := ag,+1. Wenn
(an)nen zu a € Q konvergiert, dann gibt es fiir jedes € > 0, € € Q, ein
no € N so dass fiir alle n > ng die Ungleichung |a — a,| < € erfiillt ist.
Diese Ungleichung ist dann natiirlich auch fiir as, und damit auch fiir
b, erfiillt, |a — b,| < €, so dass die Folge (b,)nen gegen den gleichen
Grenzwert a konvergiert.

Fiir den Fall dass (a,)nen divergiert, betrachten wir als Beispiel die
divergierende Folge definiert fiir alle n € N durch ag, := 3n, az,+1 := 1,
a3pa2 ' =n+ 2, und a; := 1, ay := 2. Dann ist b, = 1 fiir alle n € N, so
dass offensichtlich die konstante Folge (b, ),en nicht divergiert, sondern
gegen den Grenzwert 1 konvergiert.

Angenommen, die Folge (a,),en konvergiert zu a € Q. Dann kann man
fiir jedes € > 0, € € Q, ein ny € N finden, so dass fiir alle n > ng die
Ungleichung |a — a,| < €/3 erfiillt ist. Des weiteren ldsst sich ein nj
finden, so dass fiir alle n > n{, die Ungleichung |a|/n < €/3 giiltig ist.
Wir setzen N := max{ng,n(}; dann kénnen wir fiir die Folge (¢,)nen
mit ¢, = apsq + %@n und alle n > N abschétzen
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womit auch die Konvergenz der Folge (¢,)neny zu dem Grenzwert a
gezeigt ist.

Sei nun (ay, )nen eine unbeschriankte Folge. Wir nehmen an, dass (¢, )nen
beschréankt bleibt, um dann einen Widerspruch zu erhalten. Wegen der
angenommenen Beschrianktheit von (¢, )en gibt es ein ¢ > 0, so dass
fiir alle n € N gilt |¢,| < ¢. Folglich gilt auch
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|an+1’: |Cn_gan| < |Cn’+a|an} (1>



(iii)

Wir benutzen diese Ungleichung (1), um mittels Induktion fiir n > 2
Zu zeigen
lan| < 2¢+ |ay]. (2)

Fiir n = 2 folgt dieses direkt aus (1), wenn dort n = 1 gesetzt wird.
Nehmen wir die Giiltigkeit von (2) fiir beliebige n > 2 an und betrach-
ten den Nachfolger n 4+ 1. Dann erhalten wir

2 a
(1+—)c+u < 2¢+ |ay],
n n
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|nt1] < len] + =lan| < ¢+ =(2¢+ |ai])
n n

da jan > 2 ist, und womit die Induktion abgeschlossen und (2) bewie-
sen ist. Die obere Schranke in (2) bedeutet aber, dass die Folge (a,,)nen
beschrénkt ist, im Gegensatz zur vorausgesetzen Unbeschranktheit von
(@p)nen. Somit ist unsere Annahme der Beschrianktheit von (¢,)nen
falsch, und (¢, )neny muss unbeschrénkt und damit divergent sein.

Sei schliesslich (a,)nen beschrankt und divergent; es gibt dann ein
a > 0, so dass |a,| < a und somit
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‘—an — 0‘ = —|an‘ < 2

n n n

fiir alle n € N gilt. Infolgedessen sind (a,/n)neny und (|a,|/n)nen Null-

folgen. Nehmen wir an, dass (¢,)nen gegen ¢ konvergiert; dann muss
aber wegen ¢, — ¢ = a,411 — ¢+ a,/n und

1 1 1
ng1 — C| —E\an\ < laps1 —c+ ﬁa/n‘ = |en — ¢| < |ans1 — ¢ +E‘an
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oder, umgestellt,
1 1
e =l = Heu] < Janss =] < feu =l + Lol
n n

auch (a,)nen konvergieren, was aber im Gegensatz zur angenommenen
Divergenz dieser Folge steht. Damit ist die Annahme der Konvergenz
von (¢ )nen falsch, und die Divergenz der Folge (a,,)nen impliziert die
Divergenz der Folge (¢, )nen-

Die Folge (d,,)nen ist fiir alle b € N durch d,, := (—1)"a, erkldrt. Sei nun
die konvergente Folge (a,)nen gegeben durch a, := 1 fiir alle n € N.

Dann wird (d,)nen zur alternierenden Folge ((—1)”)neN, welche nicht

3



5.3

konvergiert. Umgekehrt sei (a,)nen die nichtkonvergente alternierende
Folge a, = (—1)"; dann wird d, = (—1)*" = 1 zur konstanten Fol-
ge, welche offensichtlich die 1 als Grenzwert besitzt. Somit besteht fiir
(dp)nen kein Zusammenhang mit der Konvergenz oder Divergenz der

Folge (an)nen-

(a) Wir betrachten die konvergenten Folgen (ay)nen und (by)nen, SO

dass lim,,_,o, a,, = a und lim,,_,., b,, = b ist.

(1)

(i)

(iii)

Sei (ay,)nen die konstante Folge mit a,, := 1 und a = 1. Fiir ein ny € N
sei die Nullfolge (by,)nen definiert durch b, := ny/(n+1). Dann gilt fiir
alle n < ng, dass a, =1 < ng/(n+ 1) = b, erfiillt ist, aber im Limes
die umgekehrte Ungleichung wahr ist,

lim, o a, = 1> lim,_. b, = 0.

Zunichst betrachten wir eine Folge (¢,)nen mit nichtnegativen Glie-
dern, ¢, > 0 fiir alle n € N, und nehmen an, dass die Folge konvergiert
mit ¢ := lim,,_,, ¢, und dass ¢ < 0 ist. Wir wahlen € := |c|/2; wegen der
Konvergenz muss dann fiir alle hinreichend grosse n (d.h., n > ny fiir ein
(von € abhéngiges) ny € N) die Ungleichung ¢, — ¢ < € = |¢|/2 = —¢/2
gelten; durch Umstellung wird diese zu ¢,, < ¢/2 < 0, was im Gegensatz
zur Annahme ¢, > 0 steht. Also muss ¢ > 0 sein.

Jetzt setzen wir ¢, := b, — a,, > 0. Aus dem Vorausgegangenen folgt,
dass 0 < lim,, o ¢, = limy, 00 (b, — ay,) = limy, 00 b, — limy, o @y, ist,
folglich lim,,_,o b, > lim,,_soc ay,.

Wir setzen a,, := az, und Bn := byy,. Dann gilt! lim, 00 @y = limy,_y00 @y
sowie lim,, o b, = lim,, s b,. Wegen der Konvergenz sind die Voraus-
setzungen fiir die Anwendung von Teil (ii) oben auf die Folgen (G, )nen

und (b,)nen gegeben, was auf lim,, o G, < lim, . b, und damit auf
lim,, oo @y, < lim,,_,o b, fiihrt.

!Dieses folgt wie in Aufgabe 5.2 (i): Wenn (a,)nen zu a € Q konvergiert, dann gibt es
fiir jedes € > 0, € € Q, ein ng € N so dass fiir alle n > ng die Ungleichung |a — a,| < €
erfiillt ist und damit auch gilt |a — a7y,| < €. Analog argumentiert man fiir die Konvergenz
der by,,.



5.4 Hier wollen wir die Folgen mithilfe direkter Umformungen untersuchen;
eine einfachere Alternative ist die Verwendung des Satzes iiber Grenzwerte
von Quotienten (Satz 2.38) und einer in T6.1 zu behandelnden speziellen
Version dieses Satzes.

(i) Durch einfache Umformungen wird

2n +1 n—n?+7 7 2 15 7
an::<n— )<1+—):1+_______
n2 n? n o on

wobei die Terme mit den Faktoren 1/n’, i = 1,2,3,4 Nullfolgen sind,

so dass
7 2 15 7
lima, =14+ lim — — lim — — lim — — lim — =1
n—00 nooon, nooonZ noocon3 nooond
ist.
(ii) Da
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wobei der letzte Term eine Nullfolge ist wegen

—2n% —2n+3 < on?+2n+3 <2n2+2n—|—3_
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Somit konvergiert b, — 3 im Limes n — co.

(iii) Wie zuvor kénnen wir umformen,

(4n—2)n*—1)  4dn*—Tn>+3
n+m24+1)(1-n)  nd—n24n
dnt+nd—n?+n—(m*—n?+n)—Tn*+3
n?—n?+n
—n3+n? —8n+3

= 4n+ ,
nd—n2+n

n.:




so dass ¢, divergiert, da der letzte Term beschrankt ist:
—n34n?—8n+3 - n3+n%+8n+3
n® —n?+n - n3 —n?+n
11n3 B 11n?
nd—n2+n n2-n+l

<

Fiir n = 1 ist dieses gleich 1, und fiir n > 1 kénnen wir mit k:=n — 1
weiter abschétzen

11n? < 11n? B 11n
n2—n+1 — n2—n n-—1
11(k+ 1) 1
k +k_

(b) Die gesuchte rekursive Relation fiir die Folge (an)nenuo; von Zellkul-

turgréssen ist von der Form a,,, = ('r — 4’;:2)% fir alle Zeiteinheiten

n=20,1,2,..., mit ayp > 0. Wegen 4n + 2 < 4n 4 4 ist

n+1 < 1
dn + 2 4
fiir alle n € N. Daraus folgt, dass fiir jedes r € Q mit r < 5/4 und r¢ :=

r—1/4 <1 fir alle n € N die Ungleichung gilt

n+1
O0<r— <rg<l.
dn + 2
Daher ist an41 < roan, < rjan_1 < ... < riag, so dass (a,)nenufo} 2u einer

Nullfolge wird.
Falls r > 5/4 ist, dann suchen wir ein n’ € N so dass

n +1 1 1 -1
r———=r == —
An/ + 2 4 4(n'+1)
gilt. Letzte Ungleichung wird durch Umformungen dquivalent zu

, 1 1
n >

8 —10 2
Wir wihlen nun ein n’ € N, welches diese Ungleichung erfiillt; weiterhin gilt

fiir alle n > n’
n+1 n +1

J— > J—
T2 T a2

> 1,
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da
2n' < 2n & dnn4+2n+4n'42 < dnn'+2n'+4n+2 & (4n'42)(n+1) < (4n+2)(n'+1).

Somit wachsen spétestens ab n' alle Folgenglieder monoton an, und fiir n > n’
haben wir a,,1 > p"*"/ @, , wobei wir

n +1

— > 1
4n' + 2

pi=r

gesetzt haben. Diese Folge ist von der Form der divergierenden geometrischen
Folge?, so dass also fiir r > 5/4 die Zellkultur nicht absterben wird.
Es bleibt noch die Situation mit » = 5/4 zu untersuchen. In diesem Fall ist

n+1 8+ 3
’]"— o
An+2 Sn+4’

und, wie man wie oben durch einfache Umformungen iiberpriifen kann, gilt

8n+3 - 8n+3
Sn+4 8n+4

wenn n > n ist. Somit sind die Folgenglieder monoton fallend,

8n—|—3a < _8n—5
Sn+4 """ 8n—4

0<apy = A1 < Qp_1 < ... < ag.

Wir betrachten die Teilfolge by, := as, von (an)nenuqo}- Diese Teilfolge erfiillt
die Rekursion

n+3b n+3n—1+3 n+3n—14+43n—-24+3

n4+4 " nadn—144 "' nid4n—144n—2+4 "2
n+3n+2n-+1
n+4n+3n+2 "2

1 n+1 1 n 1 3 3

— —niz——bniz.._: — —
n+4 1 2T 410 n+41° n+d

bn+1 =

agp.

Hieraus ersieht man, dass (b, )nenugoy €ine Nullfolge ist. Wegen der Monotonie
ant1 < an, muss deshalb ebenso (an)nenufoy eine Nullfolge sein (fiir jedes n
gibt es ja nur endlich viele k, so dass a; > b, ist). Dieses bedeutet, dass auch
fiir r = 5/4 die Zellkultur absterben wird.

Zsiehe auch Aufgabe 6.2



