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Analysis 1 fiir Informatiker und Statistiker

Beispielslosungen, Woche 4

4.1 Nach Definition 2.12 ist fiir z; = [(as,b;)] € Z, i = 1,2, das Produkt
erklart durch

217 22 = [(ah 51)] W/ [(CLQ, 52)] = [(a1a2 + biby, asby + alb2)]- (1)
Seien z; = [(@s, b;)] dquivalente Darstellungen der z;, also

a1 +b = a;+0b (2)
as +by = ao+ by, <3>

und wir erhalten fiir das Produkt
21 -z 29 = [(@4, 61)] -z [(@q, 52)] = [(@1a2 + 5162, &251 + &152)]- (4)

Um die Wohldefiniertheit der Multiplikation zu beweisen, miissen wir zeigen,
dass die rechten Seiten von (1) und (4) gleich sind, d.h., dass die entspre-
chenden Darstellungen dquivalent sind,

a1ao + b1b2 + aggl + ali)g ; dldg + 6152 + Clle + albg. (5)

Um a; aus (5) zu entfernen, benutzen wir (2), einmal multipliziert mit as,
das andere Mal multipliziert mit bs:

a1ao + (lggl == &1(12 + agbl (6)
Cllbg + blbg = dlbz + blbg. (7)

Um diese Relationen auf (5) anwenden zu kénnen, miissen wir zuvor auf bei-
den Seiten von (5) asby + byby addieren, so dass

Gleichung (5) <



a102+blbz+dzl~71+C~l1l~72+a21~71+[~?152 = C~l1&2+[~?152+a2b1+a152+a21~71+l~71bz- (8)
Einsetzen von (6),(7) ergibt dann:
Gleichung (8) <

1A+ aoby +b1bo+sby +a1ba-+brbs = Giydia+bybo+ashy +aiba+biby+asby. (9)
In dieser Gleichung kénnen wir asb; +b1by auf beiden Seiten “kiirzen”, so dass

Gleichung (9) <
yag + sy + ayby + bibs = A1y + biby + ayby + ashy. (10)

Um noch ay aus (10) zu entfernen, verwenden wir (3), einmal multipliziert
mit a;, das andere Mal multipliziert mit b;:

&1&2 + C~L162 = dlglg -+ dlbg (11)
a2b1 + b1b2 = (ngbl + blbg. (12)

Wir addieren aybs + byby auf beiden Seiten von (10),
Gleichung (10) <
C~l102+6~121~71+[~?1b2-l—a1l~?2-|—6~l152+l~71[~92 = dlfl2+l~71l~72+6~l152+a2[~?1+6~L1[~?2+[~?1Z~72, (13)
um dann (11) und (12) einsetzen zu konnen,
Gleichung (13) <
d1d2+d1b2+6251—1—6152—1—51192—1—51?)2 L &1C~l2+5152+d1b2+d261+l~7152+6~l1l~72- (14)

Es sind offensichtlich beide Seiten von (14) gleich, womit aufgrund der Aquivalenz
zu (5) gezeigt wurde, dass das Produkt -z in der Tat unabhéngig von der Wahl
der Représentanten ist.

4.2 Seien z; = [(a;, b;)]g, @ = 1,2, zwei rationale Zahlen, und ihre Summe
gegeben durch

z1 + 29 = [(a1,b1)]q +q [(az, b2)]g = [(a1b2 + azb1, bib2)]q,



Seien x; = [(a;, l;,)]Q dquivalente Darstellungen von x;, d.h., es gilt a;b; = a;b;
fiir i = 1,2,

(1)

4.3
(1)

Wir miissen zeigen, dass
[(a1bs + azby, biba)]g = [(@1bs + d2by, bibe)]q,
erfiillt ist, also dass
(a1bs + azbi)biby = (arby + asby)biby
ist. Umformen der rechten Seite fithrt auf
(a1ba + Giob)biby = Grbabiby + Gabibiby = a1bybsby + Gababiby

Nun koénnen wir von den Aquivalenzrelationen a;b; = a;b; Gebrauch
machen, so dass

&1[)1[)252 + &ngblgl = all;lbgi)g + &252(21?);1 = albgglgg + szlglgg =
(a11)2 + a2b1)b162

identisch zu der linken Seite der zu beweisenden Gleichung wird.

Da in Z die Addition und die Multiplikation kommutativ sind, gilt
a1by + asby = bias + beaq und biby = boby, so dass daraus die Kommu-
tativitat

[(a1,b1)]q +q [(az; b2)]g = [(a1bs + azbi, bibe)]g =
[(a2by + aiba, baby )l = [(az, b2)lg +q [(a1,b1)]o

folgt.

Es reicht aus, den allgemeineren Fall in Teil (ii) zu beweisen.

Die Beziehung folgt, sobald man Teil (ii) gezeigt hat, wenn man in
(c+d)* > " +ndc"! die Substitution ¢ := 1 und d := 1/a durchfiihrt.



(i) Als erstes bemerken wir, dass (a + b)" > a™ + nba"~! dquivalent zu
a"(14+b/a)™ > a"(14+nb/a) ist. Daher reicht es, (1+c¢)™ > 1+4nc fiir alle
¢ > —1 zu beweisen. Zu diesem Zweck fithren wir eine Induktion iiber
n € N durch. Fiir n = 1 wird die Abschétzung zu (1+c¢) > 1+¢, welche
offensichtlich wahr ist. Nun nehmen wir an, dass (1 + ¢)” > (1 + nc)
fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt. Wir miissen nun daraus schlielen,
dass dann auch (1 + ¢)"™ > 1 + (n + 1)c giiltig ist. Da aber nach
Induktionsannahme (1 + ¢)"* = (1 + ¢)(1 4+ ¢)™ > (1 + ¢)(1 + nc) ist
(wobei wir auch benutzen, dass 14 ¢ > 0 ist), und weiterhin (1+¢)(1+
ne)=1+nc+c+nc®=1+(n+1)c+nc®>1+ (n+ 1)c gilt, folgt
die gewiinschte Ungleichung (1 + ¢)"™ > 1+ (n + 1)c.

4.4 Seien m,n € N natiirliche Zahlen.

(i) Durch einfache Umstellungen ist es offensichtlich, dass die behauptete
Gleichheit dquivalent ist zu
n! n! (n+1)!

(m—l)!(n—m+1)!+m!(n—m)!:m!(n_<m_1))!' (15>

Weiterhin 143t sich die linke Seite

n! n!

L= (m—l)!(n—m+1)!+m!(n—m)!

umformen zu

m!(n—m)l+ (m—1)!(n—m+1)!
(m—1!'m!(n—m)! (n—m+1)!

m(m—1(n—m)l+(m—-1n-m+1)(n—m)

L = nl

= (m—1!m!(n—m)!(n—m+1)!
_ ym =D —m)!(m+n—m+]1)
T (m=D!I'm!(n—m)! (n —m+1)!
ST U
“m!(n—m+ 1)

welches dann die rechte Seite der obigen Gleichheit (15) ist. Bemerkung:
Alternativ hétte man auch m!(n — m + 1)! als gemeinsamen Nenner
nehmen konnen!)



(ii) Die Ungleichungen

1 a+n 1
< <1+
m b+n m

sind dquivalent zu
(m—1)(b+n) < m(a+n) < (m+1)(b+n),
und diese sind andererseits dquivalent zu
(m—1b—ma<n A ma—(m+1)b<n.

Die letzten beiden Ungleichung kann man dquivalenterweise zusammen-
fassen zu
mla — b < n+b.

Somit kann man beispielsweise ng := m|a — b| wihlen, damit fiir alle
n > ng die Ungleichungen (16) erfiillt werden.



