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Analysis 1 fiir Informatiker und Statistiker

Beispielslosungen, Woche 2

2.1 Seien A, B,C Mengen.

(i) Esgilt x € AN(BNC) e xe ANz e (BNC) < x e ANz € BAx €
C) < (z € ANz € B)Ax € C aufgrund der Assoziativitdt von A (siehe
5. des Lemma 1.12). Des weiteren ist (z € ANz € B)Az € C & €
(ANB)Az € C < x € (ANB)NC und daher AN(BNC) = (ANB)NC.

(ii) Es gelten die Aquivalenzen z € AU(BNC) <z € Ava e (BNC) &
r€AV(reBANze(C)e (reAVe e B)A(x € Ave € C) da
die Distributivit fiir Aussagen gilt, AV (BAC) < (AVB)A(AVC)
(Beweis sieche unten). Weiterhin ist (r € AVz € B)A(x € AV €
C)ere AUBAze AUC s 2 e (ANB)N(AUC), und somit ist
AU(BNC)=(ANnB)N(AUQC).

Es bleibt noch zu zeigen dass AV (BAC) < (AV B) A (AVC). Dieses
geschieht analog zu (ii) von Aufgabe 1.1 (a) durch Wahrheitstafeln. Der
Vergleich von
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2.2

(iiii)

mit
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zeigt die behauptete Aquivalenz.

Seien A, B,C, D Mengen.

Setzt man beispielsweise A := {a}, B := {b} mit a # b, dann gilt
B\ A={b}\{a} ={b} = Bund B\ B=0# {a} = A, so dass die
behauptete Gleichheit nicht wahr sein kann.

Fiir jede Menge B gilt (B€)° = B, und wegen der de Morgan Be-
ziehungen (A U B¢ = A°nN (B¢ somit (AN B) U (AU B°)° =
(ANB)U(A°NB) = (BNA)U(BNAY) = BN (AU A°), wobei
fiir die vorletzte Gleichheit die Symmetrie und fiir die letzte Gleichheit
die Distributivitéit benutzt wurde. Wegen AUA® = M und BNM = B
(wobei M ein “Universum” mit A, B C M sei) folgt schliesslich die
behauptete Gleichheit (AN B)U (AU B€)¢ = B.

Um die Gleichheit zu widerlegen, wollen wir Mengen wéhlen, so dass
die linke Seite eine nichtleere Menge darstellt, wihrend die rechte Seite
zu ) wird. Letzteres ist beispielsweise fiir eine Wahl mit AN B = ()
und C' N D = () erfiillt. Dieses wird z.B. durch die Wahl a # b und
A:=C :={a}, B := D = {b} erreicht, wihrend dann die Menge auf
der linken Seite nicht leer wird, AU(BNC)UD = {a}U({b}{a})U{b} =
{a} UDU{b} = {a,b} #0.



(iv)

Wir wollen die Behauptung durch einen Widerspruch beweisen. Wir
nehmen also an, dass A keine echte Teilmenge von B ist und dass B
keine echte Teilmenge von C' ist. Wenn A keine echte Teilmenge von C,
aber andererseits nach Voraussetzung gilt A C C, dann muss A = C
sein. Ebenso, wenn C' keine echte Teilmenge von B ist, aber andererseits
nach Voraussetzung gilt C' C B, dann muss C' = B sein. Somit wére
dann A = C' = B, was aber im Widerspruch zur Voraussetzung A C B

steht. Folglich kénnen unsere Annahmen nicht korrekt sein, also gilt
AC Coder CCB.

Seien A, B, C, D Mengen.

Wir gehen vor wie in Aufgabe 2.2 (ii); mit der gleichen Wahl der Men-
gen A, B, C, D wie dort erhalten wir fiir die linke Seite (A x C') U (B x
D) = ({a} x {b}) U ({a} x {b}) = {a} x {b}, wihrend die rechte Seite
zu (ANB) x (CND)=({a} n{b}) x {a} n{b}) =0 x 0 =0 wird,
und somit keine Gleichheit gilt.

Sei (a,b) € (A\C)x (B\ D). Alsomussa € A, a ¢ C und b € B,
b ¢ D sein. Somit ist (a,b) ¢ A x D und (a,b) ¢ C x B, aber (a,b) €
A x B, und folglich (a,b) € ((Ax B)\ (C x B)) \ (A x D), das heift,
(A\C)x (B\D) C ((Ax B)\ (C x B))\ (Ax D).

Umgekehrt sei nun (a,b) € ((AxB)\(CxB))\(AxD). Dannist (a,b) ¢
A x D, also gilt a ¢ A oder b ¢ D. Ebenso ist (a,b) ¢ C' x B, woraus
folgt a ¢ C oder b ¢ B. Des weiteren ist (a,b) € A x B, so dass a € A
und b € B sein muss. Aus der Giiltigkeit dieser drei Aussagen, d.h., aus
(a¢ AVb¢ D)N(ag CVb ¢ B)A(a € AND € B) < w folgert man !
dassa ¢ C'Ab ¢ D, gelten muss. Somit ist also (a,b) € (A\C)x (B\D)
und daher ((4 x B)\ (C x B))\ (Ax D) C (A\C) x (B\ D).

Da, wie im ersten Teil gezeigt, (A \ C) x (B \ D) Teilmenge von
((Ax B)\ (Cx B))\ (A x D) ist, und im zweiten Teil die umgekehrte

Teilmengenbeziehung bewiesen wird, miissen beide Mengen gleich sein,

(A\C) x (B\ D) = (A x B)\ (C x B)) \ (A x D).

1Sei A wac A, B:obec B, C:<acC,D: & bc D. Dann gilt wegen der
Assoziativitdt und Symmetrie von A und V:  w & (2 AV-D)A(=CV-B)A(AAB) <& AN
(=AV-D) A BA(=BV-C) & AAN-DABA—-C, wobei AA(—AV-D) & (AA-A)V(AA-D)
und AAN—-A < f (und Analoges fiir B, C) benutzt wurde, sowie die Giiltigkeit von fVE < &
fiir jede Aussage £. Folglich muss =D A =C < w sein.

3



(iii)

2.4

Sei (a,b) € Ax D.Dannista € Aundbe D. DaAC Bund D C C,
ist auch a € B und b € C. Folglich ist (a,b) € B x C. Da dieses fuer
beliebiges (a,b) € A x D gilt, folgt (A x D) C (B x C).

Sei M := {a,b,c,d} die Teilmenge des Alphabets mit den ersten vier

Buchstaben, und

(1)

(i)

my1 = my < mq kommt nicht spiter im Alphabet als ms.

Wir iiberpriifen: (a) Reflexivitéit: Es gilt “m; kommt nicht spéter im
Alphabet als m;”, und daher m; < my.

(b) Transitivitdt: Aus “m; kommt nicht spater im Alphabet als ms”
und “ms kommt nicht spater im Alphabet als ms” folgt “m; kommt
nicht spéater im Alphabet als m3”, so dass gilt (m; < msg) A (my =<
ms) = my < ms.

Antisymmetrie: Aus “m; kommt nicht spater im Alphabet als ms” und
“mo kommt nicht spater im Alphabet als m;” folgert man, dass m;
und my gleich sein miissen, und somit gilt: (m; =< my) A (mg X my) =
my = Ma.

Sei my,my € {a,b,c,d}. Dann gibt es nur zwei Moglichkeiten: “my
kommt nicht spater im Alphabet als my” oder “mo kommt nicht spéter
im Alphabet als m;”, man kann also jedes m; mit jedem my verglei-
chen. Das heiit, (m; =< mg) V (my =< my) < w, und daher ist (M, <)
vollstandig geordnet.

Nun sei N = {a,b} x {c,d} und

(i)

(my,n1) < (ma,ng) & (Mg < may) A (ng X no).

Wir iiberpriifen: (a) Reflexivitét: Es gilt (mq,n1) < (mq,nq) < (my <
m1) A (np < nq), und da die Reflexivitit fiir < gilt, ist sie somit auch
fiir < giiltig.

(b) Transitivitét: Es ist ((ml,nl) < (mg,ng))/\((mz,ng) < (mg,ng)) &
mi; X Mma Any = ng Amg <X ms A ng = n3. Da die Transitivitat fir <
gilt, folgt m; < m3 und n; < ng3, und somit die Transitivitéit fiir <,
i.e., (ml,nl) < (mg,n3).

Antisymmetrie: Wegen ((ml,nl) < (mg,ng))/\((mg,ng) < (ml,nl)) &
my X mgAny X ngAme X myAng X ny << myp X mgAmg 2 mpAng X
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na Ang = ni und wegen der Antisymmetrie von < konnen wir schlieflen,
dass my; = mgy und n; = ny ist. Also gilt (my,ny) = (Mg, n2) und die
Antisymmetrie von <.

(iv) Betrachtet werde (a,d) € N und (b,c¢) € N. Dann gilt a < b, aber
nicht d < ¢, also weder (a,d) < (b, ¢) noch (b,¢) < (a,d). Somit wird
N durch < nicht vollstdndig geordnet.



