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Beispielslosungen, Woche 12

12.1 (6 Punkte) Sei (an)nen eine Folge von reellen Zahlen und es gel-
te a := limsup,_, a, € R. Unser Ziel ist, eine Teilfolge (an, )reny von
(@n)nen zu konstruieren, welche limy_,o a,, = a erfiillt. Dazu setzen wir
Sp :=sup{ax | k > n} > limsup,,_, . an.

Zuerst betrachten wir den Fall, dass s,, > limsup,,_,., a, fiir alle n € N gilt.
Dann existiert ein Folgenglied a,,, welches limsup,,_,  a, < a,, < s erfiillt
(falls es ein solches Folgenglied nicht gidbe, miisste s; < limsup,, . a, sein).
Wir nehmen dieses a,, als erstes Folgenglied, n; := m, fiir die zu konstruie-
rende Teilfolge. Da s,, — limsup,,_, ., a, fiir n — oo, gibt es ein 1y > ny mit
limsup,,_, o an < Si, < ap,. Flir sz, gibt es wiederum ein Folgenglied a,,, mit
m’ > ny und limsup,,_,. a, < apy < sg,, so dass wir dieses a,, als néchstes
Glied der Teilfolge nehmen konnen, ny := m/. Iterativ fortfahrend erhalten
wir auf diese Weise eine Teilfolge (an, )keny mit limsup,,_, o an < an, < Sa,,
woraus

limsupa, < lim a,, < lim s; = limsupa,
k—o0

n—00 k—o0 n—o0

und damit limy_, a,, = limsup,,_, ., a, folgt.

Im Falle dass es ein N € N gibt, fiir welches sy = limsup,,_,. a, (und
damit auch s, = limsup,,_, . a, fir alle n > N) gilt, nehmen wir als erstes
Teilfolgenglied a,, := ay. Fir k > 1 wahlen wir als Teilfolgenglied a,, := a,
ein jeweiliges Folgenglied a,, welches m > k£ und

1

limsupa, — - < a,, < limsupa,
n—00 k n—00

erfilllt (solche a,, gibt es, da fiir jedes € > 0 fiir unendlich viele Folgenglieder

a;j gilt: sup{ag |k > n} —e < a; <sup{ax |k > n}). Da1l/k — 0 fur k — oo,

erhalten fiir diese Teilfolge die Konvergenz limj_,+ a,, = limsup,,_, . an.



12.2 (6 Punkte) Betrachtet werde die Potenzreihe )  a,z™. Es gebe ein
r>0sodass > - a,z" =0 fiir alle |z] <r gelte.

Sei m := min{n € Ny |a, # 0} (falls es ein solches m nicht gibt, verschwin-
den bereits alle a,). Im Falle dass m > 0 ist, konnen wir die Reihe fak-
torisieren, >~ a,x™ = ™Y > apima™, und in der Reihe Y 07 o @ppma”
durch Umbennung der Koeffizienten diese auf den Fall >~ | a,2™ mit ay # 0
zuriickfithren.

Da die Reihe fiir = r konvergiert, muss die Folge (a,7")nen eine Nullfolge
und damit beschriankt sein. Somit gilt ¢, := sup{a,r"|n € Ny} < oco. Fiir
alle |z| < min{|ag|r/2,7/2} konnen wir abschétzen

|a’0|:|zanxn| §Z|anxn|:Z|anrn||_|n§CrZ _‘nzcr < |a0|7
n=1 n=1 n=1 r n=1 r r—= |l‘|

was einen Widerspruch darstellt, so dass ay = 0 sein muss. Folglich existiert
kein m = min{n € Ng | a,, # 0}, d.h., a,, = 0 fiir alle n € Ny.

12.3 (6 Punkte) (a) Wir berechnen die folgenden Grenzwerte.
(i) Durch Umformung ergibt sich
Vz+i)(ye—i)—2  z-1 _{ Vig—1], falls z>1
V]z =1 iz —1] —/|z —1|, falls z<1.
Da lim, 1 ++/|z — 1] = 0 ist, folgt
g W HDVT—1) =2
r—1 \ /|w — 1|
(ii) Hier benutzen wir die Faktorisierung x% — 1 = oF — 2%t 421+ 4+

t—1l=(@-1)2" '+ @-D2"2+. . +(x-1)=(@-1)>_
fiir £ € N. Damit wird

o1 @)Y Y
=1 @)Y Y

und
lim — lzlm e
x—1 " — x—1 Zj:() xJ ijo 1J
Alternativ kann man auch x = ¢t — 1 setzen, den Binomialsatz verwen-
den, und dann den Limes ¢t — 0 berechnen.
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(iii) Dae® =exp(x) =14z +2%/2+ > 7, x"/nl ist, folgt

2 x _n

. B —2 _ - z -2
li1 =)t = B (1 oY) )
ol a2 1
= ~lm(z+) ) =3

n=3

(b) Es sei sin(7/6) = 1/2 gegeben. Hieraus und aus den allgemeinen Eigen-
schaften der trigonometrischen Funktionen lassen sich die Werte wie folgt
bestimmen:

(i) Da cos(z) > 0 fir x € [0,7/2] ist, miissen wir die positive Wurzel

nehmen: cos(7/6) = /1 —sin?(7/6) = /1 — (1/2)2 = /3/4 = /3/2

(ii) sin(m/3) = sin(2(7/6)) = sin(r/6) cos(m/6) + cos(m/6)sin(r/6) =
2sin(7/6) cos(m/6) = 2(1/2)v/3/2 = v/3/2

(iii) Wie in (i) mit der positive Wurzel: cos(n/3) = /1 —sin®*(7/3) =

V1-(V3/22 = /T/i=1/2

12.4 (6 Punkte) Seir, > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe > 7 a,z".
Wir untersuchen das Konvergenzverhalten und den Konvergenzradius 7, der
Potenzreihe >~ b,y™ mit

(i) b, := \/|an|. Da die Wurzelabbildung /- : [0,00) — [0,00) eine
strikt monotone Funktion ist, und somit sup{<{/|ax|'/?2|k > n} =
sup{|ag|Y@®) |k > n} = \/sup{|ap|'/* | k > n} ist, erhalten wir unter
Benutzung der Stetigkeit der Wurzelabbildung

rpt = lim sup{\/|ax|/? |k > n}
n—oQ

o Uk [ >

Jim yfsup{Jaxl |1 > n)

= \/hm sup{|ag|/* |k > n} = (y/ra) 7",
n—oo

so dass r, = /T, ist.




(i)

(iii)

b, := ia?. Da auch das Quadrieren eine strikt monotone und stetige Ab-
bildung und |ia,| = |a,| ist, konnen wir analog wie im Teil (i) verfahren,

mit sup{ {/[ax2 | & > n} = sup{({/Jar])* |k > n} = (sup{{/Jar] |k >

n})Q, so dass

r, ' = lim sup{</|ias|? |k > n}
n—oo
= (lim sup{/|ax| |k > n})2 =72
n— oo
b, := a, mit y(z) := ax™; hier sei a« € C und m € N, und nun werde

z als unabhéngige Variable in Y >  b,y(x)" betrachtet. Damit nimmt
die Reihe die Form an Y2 ja,a™z™ = Y72 cpa®, wobei

o ak/mak/m, falls k/m e N
ke 0 , sonst.

Damit bestimmt sich der Konvergenzradius dieser Potenzreihe zu

1
ry =
lim,, o0 sup{ /|cx| | k > n}
B 1
limy, o0 SUP{ ¢/ |@p/ma®/™| |k > n A k/m € N}
B 1
la[t/m limy, o0 SUp{ /|ak/m| |k > n A k/m € N}
1
@]V limy,ee sup{ n/ajl | gm >n ANj e N}
1

. T_a 1/m
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