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11.1 Fiir n € N seien die reellen Funktion f, : [0,1] — [0, 1] durch

2k((1 —2k)z +1), falls 5 <z < 5

%1
fa(z) =23 2k((142k)z —1), falls 5l <z <5
0 . falls nggﬁ,

definiert, wobei k = 1,...n durchlauft.

(i) Ein Beispiel fiir eine dieser Funktionen (d.h., fiir f;) ist in Bild 1 dar-
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Bild 1. Die Funktion f;.
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gestellt. Wir setzen Iy, := (i, o) und Iopyq = (ﬁ, i] sowie

n

M, = U I, U U Iopq
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Dann gilt f,, = 0, wenn z € [0, 1] \ M, ist. Des Weiteren setzen wir fiir

k=1,2,...,00
2k((1—2k)z+1), falls 5 <2< 5
foola) = ¢ 2k((1+2k)z —1), falls gl <z <
0 , falls z=0.

Fiir die Differenzen ergibt sich damit
|foo(@) = fo(2)| =0 falls =€ M,

und
| foo(0) = £u(0)] = 0.

Nun gibt es fiir jedes x € [0,1] ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt
x € M,. Daraus folgt, dass fiir dieses x und jedes ¢ > 0 und n > N die
Ungleichung

|foo($) - fn(x” =0<e
erfiillt ist. Somit konvergiert die Folge der f,, punktweise gegen f..
Da

1
(o) = 20(
und damit . .
[foo(57) = Fulgp) | = 1 =0/ =1
fiir alle £ > n gilt, kann diese Differenz nicht kleiner als e fiir hin-

reichend kleine ¢ werden, so dass die f,, nicht gleichméssig gegen f.
konvergieren.

(ii) Betrachtet werde die Nullfolge (ax)reny mit ax = 1/(2k). Wie oben
bereits berechnet, gilt f.(ay) = 1 fiir alle k € N, wihrend f,,(0) =0
ist. Somit sind die Grenzwerte limg o foo(ar) = limg_oo 1 = 1 und
foo(limgso @) = foo(0) = 0 ungleich; der Grenzwert lim, o foo ()
existiert also nicht und damit ist f,, nicht stetig bei o = 0.

(iii) Da fyo ([0, 1]) = [0, 1] gilt, ist die Menge der Haufungspunkte der Menge
{foo(x) |2 € ]0,1]} gleich [0, 1].



11.2  Sei (fy)nen die Folge von Funktionen f,, : [1,00) — R definiert durch
folz) =™

(i) Wir formen um,

(i)
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woraus die Abschéitzung folgt
n—1
o =" = | =gt D e g < mfat =g,
k=0
da 7% < 1 und Ty k<1 fiir x,xo9 > 1 gilt. Ahnlich erhalten wir die
Ungleichung fiir © # xy, x,x9>1

-1 1 -1 _qy |T = o]
| o | = |z g | M
|z — 0
N T

< | =zl

Somit folgt die Lipschitz Stetigkeit
27" — " < nfr — ol

der Funktionen f,, auf [1, 00), welche die Stetigkeit und die gleichméssige
Stetigkeit impliziert.

Falls > 1ist, dann gilt 7! < 1 und somit lim,, o f(7) = lim,, oo 27" =
0, wihrend fiir z = 1 die Funktionen f,,(1) = 1 und damit lim,,_,, f,,(1) =
1 erfiillen. Somit erhalten wir lim,, ., f, = fs mit der Grenzfunktion

1, falls z=1
Jool) 1= { 0, falls z>1.

Die Funktion f,, ist unstetig bei 2o = 1 und Lipschitz stetig auf [a, c0)
fiir alle a > 1. Die Konvergenz der f,, ist nicht gleichméssig, da (wegen
der gleichméssigen Stetigkeit der f,,) andernfalls f,, stetig sein miisste.



11.3 Sei D := [0, 1].

(i) Die Funktion f : D — C nehme auf allen rationalen Zahlen aus D den
Wert ¢y € C an, wihrend sie ansonsten gleich ¢; € C sei, d.h.,

_J ¢, falls ze€Q
f(z) '_{01, falls 2 € R\ Q.

Sei f stetig auf D. Fiir jedes z € R\ Q gibt es eine Folge (x,)nen
von z, € Q mit x = lim,_, x,. Wegen der Stetigkeit ist dann ¢; =
f(z) = flimy, oo ) = limy, oo f(2,) = lim, o o = ¢o. Umgekehrt,
falls ¢; = ¢g gilt, dann ist f konstant und damit stetig.

(ii)) Angenommen, f sei eine stetige Funktion, welche das Intervall [0, 1]
surjektiv auf das halboffene Intervall [0,1) abbildet. Sei (yy,)nen €ine
Folge von Elementen y, € [0,1) mit lim,, . y, = 1. Wegen der Surjek-
tivitdat gibt es zu jedem y,, ein Element z,, € [0, 1] mit f(z,) = y,. Die
Folge (x,,)nen ist eine beschrinkte Folge und besitzt nach dem Satz 2.65
einen Haufungspunkt z, € [0, 1]. Somit existiert eine Teilfolge (x,, )ken
mit limg o0 p), = Too. Wihrend f(limg_o0 2n,) = f(2) € [0,1) sein
muss, gilt fiir den Grenzwert der Bilder der Teilfolge limy oo f(2n,) =
limy o0 Yn,, = 1, was wegen der Stetigkeit einen Widerspruch darstellt.

11.4 Das Konvergenzverhalten in Abhéngigkeit von a € R mit a > 0 der
folgenden Reihen ergibt sich aus:

(i) Anwendung des Wurzelkriteriums mit {/a”(1+1/n)" =a(1+1/n) —
a fiir n — oo. Folglich konvergiert die Reihe y >, a”(l + %)n fiir alle
0<a<l.

(ii) Anwendung des Quotientenkriteriums mit

a"t \/n! a

= — 0

V(n+ 1) a® vn+1

fiir n — oco. Daher konvergiert > 7 \‘}—% fiir alle a > 0.




