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11.1 Für n ∈ N seien die reellen Funktion fn : [0, 1]→ [0, 1] durch

fn(x) :=


2k
(
(1− 2k)x+ 1

)
, falls 1

2k
< x ≤ 1

2k−1
2k
(
(1 + 2k)x− 1

)
, falls 1

2k+1
< x ≤ 1

2k

0 , falls 0 ≤ x ≤ 1
2n+1

,

definiert, wobei k = 1, . . . n durchläuft.

(i) Ein Beispiel für eine dieser Funktionen (d.h., für f4) ist in Bild 1 dar-
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Bild 1. Die Funktion f4.

gestellt. Wir setzen I2k := ( 1
2k
, 1
2k−1 ] und I2k+1 := ( 1

2k+1
, 1
2k

] sowie

Mn :=
n⋃

k=1

I2k ∪
n⋃

k=1

I2k+1
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Dann gilt fn = 0, wenn x ∈ [0, 1] \Mn ist. Des Weiteren setzen wir für
k = 1, 2, . . . ,∞

f∞(x) :=


2k
(
(1− 2k)x+ 1

)
, falls 1

2k
< x ≤ 1

2k−1
2k
(
(1 + 2k)x− 1

)
, falls 1

2k+1
< x ≤ 1

2k

0 , falls x = 0.

Für die Differenzen ergibt sich damit

|f∞(x)− fn(x)| = 0 falls x ∈Mn

und
|f∞(0)− fn(0)| = 0.

Nun gibt es für jedes x ∈ [0, 1] ein N ∈ N, so dass für alle n ≥ N gilt
x ∈Mn. Daraus folgt, dass für dieses x und jedes ε > 0 und n ≥ N die
Ungleichung

|f∞(x)− fn(x)| = 0 < ε

erfüllt ist. Somit konvergiert die Folge der fn punktweise gegen f∞.

Da

f∞
( 1

2k

)
= 2k

(1 + 2k

2k
− 1
)

= 1

und damit ∣∣f∞( 1

2k

)
− fn

( 1

2k

)∣∣ = |1− 0| = 1

für alle k > n gilt, kann diese Differenz nicht kleiner als ε für hin-
reichend kleine ε werden, so dass die fn nicht gleichmässig gegen f∞
konvergieren.

(ii) Betrachtet werde die Nullfolge (ak)k∈N mit ak := 1/(2k). Wie oben
bereits berechnet, gilt f∞(ak) = 1 für alle k ∈ N, während f∞(0) = 0
ist. Somit sind die Grenzwerte limk→∞ f∞(ak) = limk→∞ 1 = 1 und
f∞(limk→∞ ak) = f∞(0) = 0 ungleich; der Grenzwert limx→0 f∞(x)
existiert also nicht und damit ist f∞ nicht stetig bei x0 = 0.

(iii) Da f∞
(
[0, 1]

)
= [0, 1] gilt, ist die Menge der Häufungspunkte der Menge

{f∞(x) |x ∈ [0, 1]} gleich [0, 1].
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11.2 Sei (fn)n∈N die Folge von Funktionen fn : [1,∞)→ R definiert durch
fn(x) := x−n.

(i) Wir formen um,

x−n − x−n0 = x−n − x−n+1x−10 + x−n+1x−10 − x−n+2x−20 + x−n+2x−20

+ . . .+ x−1x−n+1
0 − x−n0

= (x−1 − x−10 )x−n+1 + (x−1 − x−10 )x−n+2x−10 + (x−1

−x−10 )x−n+3x−20 + . . .+ (x−1 − x−10 )x−n+1
0

= (x−1 − x−10 )
n−1∑
k=0

xk−(n−1)x−k0 ,

woraus die Abschätzung folgt

|x−n − x−n0 | = |x−1 − x−10 |
∣∣ n−1∑
k=0

xk−n+1x−k0

∣∣ ≤ n|x−1 − x−10 |,

da x−k ≤ 1 und x−k0 ≤ 1 für x, x0 ≥ 1 gilt. Ähnlich erhalten wir die
Ungleichung für x 6= x0, x, x0 ≥ 1

|x−1 − x−10 | = |x−1 − x−10 |
|x− x0|
|x− x0|

=
|x− x0|
xx0

≤ |x− x0|.
Somit folgt die Lipschitz Stetigkeit

|x−n − x−n0 | ≤ n|x− x0|
der Funktionen fn auf [1,∞), welche die Stetigkeit und die gleichmässige
Stetigkeit impliziert.

(ii) Falls x > 1 ist, dann gilt x−1 < 1 und somit limn→∞ fn(x) = limn→∞ x
−n =

0, während für x = 1 die Funktionen fn(1) = 1 und damit limn→∞ fn(1) =
1 erfüllen. Somit erhalten wir limn→∞ fn = f∞ mit der Grenzfunktion

f∞(x) :=

{
1, falls x = 1
0, falls x > 1.

Die Funktion f∞ ist unstetig bei x0 = 1 und Lipschitz stetig auf [a,∞)
für alle a > 1. Die Konvergenz der fn ist nicht gleichmässig, da (wegen
der gleichmässigen Stetigkeit der fn) andernfalls f∞ stetig sein müsste.
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11.3 Sei D := [0, 1].

(i) Die Funktion f : D → C nehme auf allen rationalen Zahlen aus D den
Wert c0 ∈ C an, während sie ansonsten gleich c1 ∈ C sei, d.h.,

f(x) :=

{
c0, falls x ∈ Q
c1, falls x ∈ R \Q.

Sei f stetig auf D. Für jedes x ∈ R \ Q gibt es eine Folge (xn)n∈N
von xn ∈ Q mit x = limn→∞ xn. Wegen der Stetigkeit ist dann c1 =
f(x) = f(limn→∞ xn) = limn→∞ f(xn) = limn→∞ c0 = c0. Umgekehrt,
falls c1 = c0 gilt, dann ist f konstant und damit stetig.

(ii) Angenommen, f sei eine stetige Funktion, welche das Intervall [0, 1]
surjektiv auf das halboffene Intervall [0, 1) abbildet. Sei (yn)n∈N eine
Folge von Elementen yn ∈ [0, 1) mit limn→∞ yn = 1. Wegen der Surjek-
tivität gibt es zu jedem yn ein Element xn ∈ [0, 1] mit f(xn) = yn. Die
Folge (xn)n∈N ist eine beschränkte Folge und besitzt nach dem Satz 2.65
einen Häufungspunkt x∞ ∈ [0, 1]. Somit existiert eine Teilfolge (xnk

)k∈N
mit limk→∞ xnk

= x∞. Während f(limk→∞ xnk
) = f(x∞) ∈ [0, 1) sein

muss, gilt für den Grenzwert der Bilder der Teilfolge limk→∞ f(xnk
) =

limk→∞ ynk
= 1, was wegen der Stetigkeit einen Widerspruch darstellt.

11.4 Das Konvergenzverhalten in Abhängigkeit von a ∈ R mit a ≥ 0 der
folgenden Reihen ergibt sich aus:

(i) Anwendung des Wurzelkriteriums mit n
√
an(1 + 1/n)n = a(1 + 1/n)→

a für n → ∞. Folglich konvergiert die Reihe
∑∞

n=1 a
n
(
1 + 1

n

)n
für alle

0 ≤ a < 1.

(ii) Anwendung des Quotientenkriteriums mit

an+1√
(n+ 1)!

√
n!

an
=

a√
n+ 1

→ 0

für n→∞. Daher konvergiert
∑∞

n=1
an√
n!

für alle a > 0.
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