
Die Iwasawa-Hauptvermutung

Martin Hofer

1 Die Ausgangssituation

Sei p eine ungerade Primzahl und wir bezeichnen mit µpn+1 die Gruppe der pn+1-ten

Einheitswurzeln in einem fixierten algebraischen Abschluss von Q.

Wir definieren

Fn := Q(µpn+1)+, F∞ := Q(µp∞)+ und G = Gal(F∞/Q).

Man kann zeigen, dass dann gilt: G ∼= Γ ×∆, wobei ∆ := Gal(F0/Q) ein Quotient von

(Z/pZ)× ist und Γ := Gal(F∞/F0) ∼= Zp.

Definition 1.1. Sei L∞ (bzw. M∞) die maximal abelsche p-Erweiterung von F∞ welche

überall unverzweigt ist (bzw. welche überall unverzweigt ist außerhalb der Primideale1

über p). Wir schreiben Y∞ := Gal(L∞/F∞) (bzw. X∞ := Gal(M∞/F∞)).

Wir wollen nun eine G-Wirkung auf diesen Objekten definieren: Wenn σ ∈ G, dann

nehmen wir einen beliebigen Lift σ̃ in Gal(L∞/Q) und definieren:

σ.y = σ̃yσ̃−1 für y ∈ Y∞.

Die G-Wirkung auf X∞ lässt sich nun auf ähnliche Weise definieren.

Als wichtiges Hilfsmittel in unseren Studien haben wir die Iwasawa-Algebra von G

bzw. Γ kennengelernt:

Λ(G) = lim←−
H

Zp[G/H] bzw. Λ(Γ) = lim←−
H

Zp[Γ/H]

wobei H über alle offenen Untergruppen von G bzw. Γ läuft.

Bemerkung 1.2. Wir benötigen manchmal die folgenden algebraischen Eigenschaften

der Iwasawa-Algebra Λ(Γ): Λ(Γ) ist ein lokaler Ring und Λ(Γ) ist ein faktorieller Ring.

1hier gibt es nur ein eindeutiges
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Da Y∞ und X∞ per Konstruktion kompakte Zp-Moduln sind, kann man die G-

Wirkung mit Stetigkeit und Linearität zu einer Wirkung der gesamten Iwasawa-Algebra

Λ(G) erweitern. Man kann nun folgendes zeigen:

a) Der Modul Y∞ ist ein endlich erzeugter Torsionsmodul über Λ(G).

b) Der Modul X∞ ist ein endlich erzeugter Torsionsmodul über Λ(G). (Theorem 1.4.1

in [CS06]).

Um die Invarianten an denen wir interessiert sind zu definieren benötigen wir das

folgende (allgemeiner gültige) Strukturresultat

Theorem 1.3. [CS06, App., Theorem 2] Sei M ein endlicher erzeugter Λ(G)-

Torsionsmodul. Dann gibt es eine exakte Sequenz von Λ(G)-Moduln:

0→
r⊕

j=1

Λ(G)/Λ(G)fj →M → Q→ 0,

wobei f1, . . . , fj Nicht-Nullteiler in Λ(G) sind und Q ein Λ(G)-Modul mit endlicher Kar-

dinalität.

Definition 1.4. Sei M ein endlich erzeugter Λ(G)-Torsionsmodul. Mit Hilfe von Theo-

rem 1.3 können wir ein charakteristisches Ideal chG(M) durch

chG(M) = f1 · · · frΛ(G)

definieren.

Für das gerade definierte charakteristische Ideal gelten folgende wichtige Eigen-

schaften:

a) Es ist wohldefiniert, d.h. man kann zeigen, dass chG(M) nur von M abhängt und

nicht von der speziellen exakten Sequenz.

b) Falls

0→M1 →M2 →M3 → 0

eine exakte Sequenz von endlich erzeugten Λ(G)-Torsionsmoduln ist. Dann gilt

chG(M2) = chG(M1) · chG(M3).
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c) Sei M ein endlich erzeugter Λ(G)-Torsionsmodul und chG(M) = fMΛ(G) und |∆| =
k. Wenn wir nun M als Γ-Modul, mittels Skalarrestriktion, betrachten gilt

chG(M) = fM,1 · · · fM,kΛ(Γ)

wobei die fM,i die Komponenten von fM in der Zerlegung

Λ(G) =
⊕

i mod k

Λ(G)(i), mit Λ(G)(i) = Λ(Γ).

Nachdem wir jetzt die ’algebraische Seite’ der Iwasawa-Hauptvermutung definieren

können, müssen wir uns jetzt noch um die analytische Seite kümmern.

Dazu kann man ein p-adisches Analogon ζp zur Riemannschen Zetafunktion ζ(s) kon-

struieren. Dies wurde zuerst von Kubota und Leopoldt durchgeführt [KL64]. In unserem

Buch ([CS06]) wird der Ansatz verfolgt, dass man die Elemente von Λ(G) als Zp-wertige

Maße auf der Galoisgruppe G interpretiert. Um zu berücksichtigen, dass ζp, wie die Rie-

mannsche Zetafunktion, eine einfachen Pol hat, definiert man Pseudomaße von G, als ein

Element µ ∈ Q(Λ(G)) so dass (g − 1)µ ∈ Λ(G) für alle g ∈ G gilt. Das Integral∫
G

νdµ

eines beliebigen nicht-trivialen Homomorphismus ν : G→ Z×p gegen ein Pseudomaß µ ist

dann wohldefiniert.

In unseren Anwendungen ist der Homomorphismus der zyklotomische Charakter:

Definition 1.5. Sei G := Gal(Q(µp∞)/Q). Dann induziert die Wirkung von G auf µp∞

einen Isomorphismus

χ : G → Z×p
welchen wir zyklotomischen Charakter nennen.

Nun kann man (und haben wir) folgenden Satz gezeigt:

Theorem 1.6. [CS06, Chp. 1, Theorem 1.4.2] Es gibt ein Pseudomaß ζp auf G so dass∫
G

χ(g)kdζp = (1− pk−1)ζ(1− k)

für alle geraden k ≥ 2.

Das in Theorem 1.6 konstruierte Pseudomaß ζp ist nun unsere p-adische Zetafunktion

und die Eigenschaft die sie erfüllt nennt man Interpolationseigenschaft bezüglich der

Riemannschen Zetafunktion ζ(s).

Sei nun I(G) der Kern der Augmentationsabbildung von Λ(G) nach Zp. Da ζp ein

Pseudomaß ist, ist I(G)ζp ein Ideal von Λ(G). Als haben wir auch die ’analytische Seite’

der Hauptvermutung beschrieben und wir können diese endlich formulieren:
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Theorem 1.7. Iwasawa-Hauptvermutung Es gilt

chG(X∞) = I(G)ζp.

als Gleichheit von Λ(G)-Idealen.

Bemerkung 1.8. a) Die Bezeichnung ’Hauptvermutung’ ist natürlich nicht mehr kor-

rekt, da dieses Theorem erstmals (etwas allgemeiner) von Barry Mazur und Andrew

Wiles im Jahr 1984 ([MW84]) bewiesen wurde.

b) Wir (sowie [CS06]) verfolgen aber eine Beweisstrategie die auf Arbeiten von Koly-

vagin und Thaine (z.B. [Kol90] und [Tha88]) beruht und für den vorliegenden Fall

von Rubin in [Lan90] vervollständigt wurde.

c) Die hier präsentierte Variante der Iwasawa-Hauptvermutung ist der einfachste Fall

einer mittlerweile sehr großen Familie von Vermutungen. Hier ein paar lose Be-

merkungen dazu:

i) Etwas allgemeiner kann man von einer Dirichletschen L-Reihe ausgehen und

eine p-adische Variante davon konstruieren die diese an bestimmten ganzzahli-

gen Werten interpoliert.

ii) Auch für p = 2 kann man die Vermutung zeigen (cf. [Gre92]).

iii) Anstatt zyklotomische Erweiterung von Q zu betrachten, hat A. Wiles die

Hauptvermutung für den Fall gezeigt, dass der Basiskörper total reell ist.

iv) Es wurde auch eine Vermutung im Stile von Theorem 1.7 für eine spezielle

abelsche Erweiterung eines imaginär quadratischen Grundkörper formuliert

und teilweise bewiesen. (cf. [CW77]/[CW78] und [Rub91])

v) Man kann auch Vermutungen im Stile von Theorem 1.7 formulieren, bei denen

das Grundobjekt eine elliptische Kurve oder noch allgemeinere geometrische

Objekte sind. (cf. [Kat07])

d) Die oben genannten Hauptvermutungen haben alle einen gewissen intrinsischen

Reiz, aber verstärkt wird das Interesse an Vermutungen dieser Art durch die Fest-

stellung, dass diese Fragestellungen eng verknüpft sind mit der Vermutung von

Birch und Swinnerton-Dyer, welches eines der sieben Milleniums-Probleme ist.
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2 Die wichtigsten Schritte und Tools im Beweis

Wir haben lokale Einseinheiten U1
n für Qp(µpn+1)+ definiert und die Untergruppe der

zyklotomischen Einseinheiten C1
n sowie E1

n den Abschluss in U1
n der Einseinheiten von

Fn. Damit konnten wir

U1
∞ = lim←−

n

U1
n C1

∞ = lim←−
n

C1
n sowie E1

∞ = lim←−
n

E1
n

definieren, wobei der projektive Limes bezüglich der Normabbildung läuft. Man sieht,

dass G stetig auf diese Zp-Module wirkt und man kann sie somit, auf natürliche Weise,

mit einer Λ(G)-Wirkung ausstatten.

Als nächsten Schritt haben wir nun den folgenden Satz bewiesen

Theorem 2.1. [CS06, Theorem 1.5.1, 4.4.1] Der Λ(G)-Modul U1
∞/C

1
∞ ist kanonisch

isomorph zu Λ(G)/I(G) · ζp(G).

Nun bekommen wir mithilfe der Artinabbildung der globalen Klassenkörpertheorie

den folgenden kanonischen Λ(G)-Isomorphismus

Gal(M∞/L∞) ∼= U1
∞/E

1
∞

und damit dann die folgende exakte Sequenz von endlich erzeugten Λ(G)-Torsionsmodul

0→ E1
∞/C

1
∞ → U1

∞/C
1
∞ → X∞ → Y∞ → 0.

Mit der Multiplikativität des charakteristischen Ideals und Theorem 2.1 erhalten wir:

Proposition 2.2. [CS06, Proposition 4.5.7] Die Iwasawa-Hauptvermutung (Theorem

1.7) gilt genau dann, wenn

chG(Y∞) = chG(E1
∞/C

1
∞).

Um dies zu tun, zeigt man zunächst:

chG(Y∞) teilt chG(E1
∞/C

1
∞)

mit Hilfe der Euler-System-Methode (die wiederum Chebotarevs Dichtigkeitssatz und

Kummertheorie benutzt) und nutzt dann eine ’klassische’ Klassenzahlformel um den Be-

weis zu vervollständigen.
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Eine Klassenzahlformel Wir werden, um den Beweis im nächsten Kapitel abschließen

zu können, noch eine Klassenzahlformel benötigen. SeiDn die Gruppe der zyklotomischen

Einheiten von Fn und Vn = O×Fn
. Warren Sinnott hat folgenden Satz bewiesen2

Theorem 2.3. [Sin78, Theorem 4.1] Für jedes n ∈ N gilt

[Vn : Dn] = 2bh(Fn),

wobei b = 0 wenn g = 1 und b = 2g−2 + 1 − g wenn g ≥ 2, wobei g die Anzahl der

verschiedenen Primfaktoren von n ist. Insbesondere gilt, für p 6= 2

|(Vn/Dn)(p)| = |Cl(Fn)(p)|.

wobei (Vn/Dn)(p) bzw. Cl(Fn)(p) die p-Sylowuntergruppe von Vn/Dn bzw. Cl(Fn) ist.

Γ-Euler-Charakteristik Sei Γ wie oben isomorph zu Zp. Dann induziert das Aug-

mentationsideal von Λ(Γ) nach Zp den Isomorphismus Λ(Γ)Γ
∼= Zp. Wenn g ∈ Λ(Γ),

dann schreiben wir g(0) für das Bild unter diesem Isomorphismus.

Sei M ein endlicher erzeugter Λ(Γ)-Torsionsmodul. Wir führen die folgenden Beze-

ichnungen ein3

H0(Γ,M) = (M)Γ H1(Γ,M) = MΓ. (1)

Wir sagen M hat endliche Γ-Euler-Charakteristik wenn Hi(Γ,M) (i = 0, 1) endlich

sind, und wenn dies erfüllt ist definieren wir

χ(Γ,M) :=
|H0(Γ,M)|
|H1(Γ,M)|

Wir schreiben gM für ein Element von Λ(Γ) für dass gilt

chΓ(M) = gMΛ(Γ).

Proposition 2.4. [CS06, Appendix, Prop. 2] Sei M ein endlich erzeugter Λ(Γ)-

Torsionsmodul. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

i) H0(Γ,M) ist endlich.

ii) H1(Γ,M) ist endlich.

2Der Primpotenzfall wurde schon von Kummer im 19. Jahrhundert bewiesen.
3Diese kommen natürlich davon, dass es sich hierbei um Homologiegruppen handelt, aber für unsere

Zwecke hier genügt die folgende ad hoc Definition.
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iii) Es gilt gM(0) 6= 0.

Wenn diese Bedingungen nun erfüllt sind, ist χ(Γ,M) endlich und

χ(Γ,M) = |gM(0)|−1
p .

Korollar 2.5. Seien M1 und M2 zwei endlich erzeugte Λ(Γ)-Torsionsmoduln so dass

i) chΓ(M2) ⊂ chΓ(M1), sowie

ii) M1 und M2 endliche Γ-Euler-Charakteristik und es gilt

χ(Γ,M1) = χ(Γ,M2)

Dann gilt

chΓ(M1) = chΓ(M2).

Proof. Sei gMi
, (i = 1, 2) ein Erzeuger von chΓ(Mi). Dann gilt nach i): gM2 = gM1h für

ein h ∈ Λ(Γ). Wegen ii) sind die Voraussetzungen für den zweiten Teil von Proposition

2.4 und wir erhalten

|gM1(0)|−1
p = χ(Γ,M1) = χ(Γ,M2) = |gM2(0)|−1

p .

Somit muss aber gelten h(0) ∈ Z×p . Also gehört h nicht zum maximalen Ideal des lokalen

Rings Λ(Γ) und somit ist h ∈ Λ(Γ)× und es folgt:

chΓ(M1) = gM1Λ(Γ) = gM2Λ(Γ) = chΓ(M2)

.

Eigenschaften von bestimmten Iwasawa-Moduln

Definition 2.6. Wir definieren

N∞(U1
m) =

⋂
n≥m

Nn,m(U1
n),

wobei Nn,m die Normabbildung von Qp(µpn+1)+ nach Qp(µpm+1)+ ist und bezeichnen diese

als universelle Norm.

Sei wie oben Γ := Gal(F∞/Q) und Γn := Gal(F∞/Fn)
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Wiederholung:

Definition 2.7. Sei H eine profinite Gruppe und A ein kompakter H-Modul. Dann ist

der Modul der Koinvarianten AH von A der größte Hausdorff-Quotient von A auf dem

H trivial wirkt, i.e. AH ist der Quotient von A und der abgeschlossenen Untergruppe

erzeugt von (ha − h), h ∈ H und a ∈ A. Der Modul der Invarianten wird mit AH

bezeichnet und ist definiert als:

AH := {a ∈ A : ha = a für alle h ∈ H}.

Im Verlaufe des Seminars haben wir nun folgende Aussagen gezeigt:

Proposition 2.8. Für n ≥ 0 gilt:

i) (
U1
∞/C

1
∞
)Γn

= 0
(
U1
∞/C

1
∞
)

Γn
= N∞(U1

n)/C1
n

ii) (
E1
∞/C

1
∞
)Γn

= 0
(
E1
∞/C

1
∞
)

Γn
= N∞(E1

n)/C1
n

iii)

(X∞)Γn =? (X∞)Γn
= Gal(Mn/F∞)

iv)

(Y∞)Γn = E1
n/N∞(E1

n) (Y∞)Γn
= Gal(Ln/Fn) = An

Leopoldt-Vermutung in einem Spezialfall Wir verwenden die Notation von oben.

In unserem Spezialfall wurde die Leopoldt-Vermutung von A. Brumer4 gezeigt und man

kann sie hier so formulieren:

Theorem 2.9. Es gelten die folgenden äquivalenten Aussagen, die man (auch allge-

meiner) als Leopoldt-Vermutung bezeichnet:

i) Gal(Mn/F∞) ist endlich.

ii) rankZp(E1
n) = [Fn : Q]− 1.

Korollar 2.10. Wir sehen nun, dass aus Theorem 2.9 folgt, dass (X∞)Γn und (X∞)Γn

endlich sind.
4Einen Beweis in moderner Notation findet man beispielsweise in [NSW08].
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3 Letzter Teil des Beweises der Hauptvermutung

Wir wollen nun also zuerst zeigen:

chG(Y∞) teilt chG(E1
∞/C

1
∞)

Um das zu tun wiederholen wir einiges an Notation: Sei

F = Fm = Q(µpm+1)+

für eine ganze Zahl m ≥ 0. Sei A = Am die p-Sylowuntergruppe von Cl(F ) und sei

Π = Gal(F/Q) sowie R = Rm = Zp[Π].

Mit Theorem 1.3 erhalten wir

0→
h⊕

i=1

Λ(G)

Λ(G)fi
→ Y∞ → Q→ 0

Außerdem haben wir gezeigt, dass es einen Isomorphismus

E1
∞/C

1
∞
∼= Λ(G)/βΛ(G).

Wir fixieren einen Annullator δ ∈ Λ(G) des endlichen Moduls Q; mit der zusätzlichen

Eigenschaft, dassR/pr(δ)R, wobei für x ∈ Λ(G), pr(x) das Bild inR unter der natürlichen

Abbildung ist. Wir haben ebenfalls bereits gezeigt, dass

R/pr(β)R

endlich ist. Sei nun s eine fixierte p-Potenz, welche R/pr(δ)R und R/pr(β)R annulliert.

Wir definieren nun

t = |A| · |Q| · pm · sh+1 und R = (Z/tZ)[Π].

Wenn x ∈ Λ(G) ist, schreiben wir x∗ für das Bild in R der natürlichen Abbildung von

Λ(G) nach R.

Wir haben und schon gezeigt, dass gilt:

Theorem 3.1. [CS06, Theorem 6.2.1] Für i = 1, . . . , h gilt, das Produkt

f ∗1 · · · f ∗i teilt((γ − 1)βδi+1)∗

in R.

Wir wollen zeigen:

chG(Y∞) teilt chG(E1
∞/C

1
∞)
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Behauptung 3.2. Es gilt

f1 · · · fh teilt (γ − 1)βδh+1 in Λ(G). (2)

Proof. Es gilt

Λ(G) = lim←−
m

(Z/pmZ)[Gal(Fm/Q)]

Da pm+1 | t per Definition folgt mit Theorem 3.1 für i = h, dass eine analoge Behauptung

zu (3.2) in allen Gruppenringen

(Z/pmZ)[Gal(Fm/Q)]

für alle m ≥ 0 gilt, und mit einem Kompaktheitsargument auch in Λ(G).

Behauptung 3.3. Man kann zwei Elemente δ1 und δ2 teilerfremd5 aus Λ(G) finden

welche Q annullieren und für die gilt Rm/pr(δ1) sowie Rm/pr(δ2) sind endlich. Insbeson-

dere, gilt

f1 · · · fh teilt (γ − 1)β in Λ(G).

Proof. Die endliche Gruppe Q wird annulliert von (p, T )k für ein genügend großes k. Man

nehme beispielsweise δ1 und δ2 mit pk und T k + pk in jeder Komponente.

Behauptung 3.4. Es gilt

f1 · · · fh teilt β in Λ(G)

und somit haben wir

chG(Y∞) teilt chG(E1
∞/C

1
∞)

gezeigt.

Proof. Proposition 2.8 iv) zeigt, dass (Y∞)Γ0 endlich ist. Also ist γ − 1 teilerfremd zu

f1 · · · fh.

Behauptung 3.5. Die Gruppen Hi(Γ, Y∞) und Hi(Γ, E
1
∞/C

1
∞) sind endlich und es gilt

χ(Γ, Y∞) = χ(Γ, E1
∞/C

1
∞).

Proof. Aus Theorem 2.3 und Theorem 2.9 (Leopoldt-Vermutung) erhalten wir:

|A0| = |(V0/D0)(p)| = |E1
0/C

1
0 |. (3)

5 wir bezeichnen zwei Elemente als teilerfremd, wenn sie in jeder Komponente teilerfremd sind. Das

macht Sinn, da jede Komponente ein faktorieller Ring ist.
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Aus Proposition 2.8 ii) und iv) erhalten wir für n = 0 und Γ = Γ0

(E1
∞/C

1
∞)Γ = 0, (E1

∞/C
1
∞)Γ = N∞(E1

0)/C1
0 , (Y∞)Γ = E1

0/N∞(E1
0) (Y∞)Γ = A0 (4)

Wegen der Endlichkeit der Klassenzahl von F0 ist natürlich auch |A0| und somit alle

obigen Gruppen endlich. Kombinieren wir (3) und (4) jetzt erhalten wir

|(Y∞)Γ| · |(E1
∞/C

1
∞)Γ| = |E1

0/C
1
0 | = |A0| = |(Y∞)Γ|

und die Behauptung sofort.

Nun können wir endlich den Haupsatz unseres Seminars beweise

Theorem 3.6.

chG(Y∞) = chG(E1
∞/C

1
∞)

Proof. Wir erinnern uns, dass gilt

Λ(G) =
⊕
i

Λ(G)(i) mit Λ(G)(i) = Λ(Γ).

und man kann das Problem(mit Eigenschaft c) nach Definition 1.4) darauf reduzieren zu

zeigen, dass gilt:

chΓ(Y∞) = chΓ(E1
∞/C

1
∞)

Dafür können wir aber jetzt Korollar 2.5 benutzen. Um das tun zu können, müssen wir

die beiden Voraussetzungen erfüllen. Nun ist aber Voraussetzung i) genau der zweite Teil

der Behauptung 3.4 und Voraussetzung ii) genau die Behauptung 3.5, also haben wir das

Theorem und somit die Iwaswawa-Hauptvermutung gezeigt.

Bemerkung 3.7. Wer jetzt auf den Geschmack gekommen ist und mehr über den derzeit-

igen Forschungsstand in der Iwasawa-Theorie wissen will, dem sei ein Übersichtsartikel

[Sha19] wärmestens empfohlen.
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