Die Iwasawa-Hauptvermutung

Martin Hofer

1 Die Ausgangssituation

nJrl_ten

Sei p eine ungerade Primzahl und wir bezeichnen mit pi,»+1 die Gruppe der p
Einheitswurzeln in einem fixierten algebraischen Abschluss von Q.

Wir definieren
Fn = @(/Lp"+l)+7 Foo = @(/JJPOO)JF und G = Gal(FOO/Q>

Man kann zeigen, dass dann gilt: G = T" x A, wobei A := Gal(F,/Q) ein Quotient von
(Z/pZ)* ist und I' := Gal(Fi / Fo) = Zy,.

Definition 1.1. Sei L, (bzw. M) die maximal abelsche p-Erweiterung von F.,, welche
tiberall unverzweigt ist (bzw. welche iiberall unverzweigt ist aulerhalb der Primidealeﬂ

tiber p). Wir schreiben Y, := Gal(Ly/Fi) (bzw. X := Gal(My/Fx)).

Wir wollen nun eine G-Wirkung auf diesen Objekten definieren: Wenn o € G, dann

nehmen wir einen beliebigen Lift & in Gal(Ls/Q) und definieren:
oy =oys ! fiiry € Yao.

Die G-Wirkung auf X, lasst sich nun auf d&hnliche Weise definieren.
Als wichtiges Hilfsmittel in unseren Studien haben wir die Iwasawa-Algebra von G

bzw. I' kennengelernt:

A(G) = lim Z,[G/H] baw. A(T) = lim Z,[I/H]

H H

wobei H iiber alle offenen Untergruppen von G bzw. I' lauft.

Bemerkung 1.2. Wir bendtigen manchmal die folgenden algebraischen Eigenschaften
der Iwasawa-Algebra A(I'): A(T') ist ein lokaler Ring und A(T") ist ein faktorieller Ring.

thier gibt es nur ein eindeutiges



Da Y, und X, per Konstruktion kompakte Z,-Moduln sind, kann man die G-
Wirkung mit Stetigkeit und Linearitat zu einer Wirkung der gesamten Iwasawa-Algebra

A(G) erweitern. Man kann nun folgendes zeigen:
a) Der Modul Y ist ein endlich erzeugter Torsionsmodul iiber A(G).

b) Der Modul X, ist ein endlich erzeugter Torsionsmodul iiber A(G). (Theorem 1.4.1
in [CS06]).

Um die Invarianten an denen wir interessiert sind zu definieren benotigen wir das

folgende (allgemeiner giiltige) Strukturresultat

Theorem 1.3. [CS06, App., Theorem 2] Sei M ein endlicher erzeugter A(G)-

Torsionsmodul. Dann gibt es eine exakte Sequenz von A(G)-Moduln:
0—EPAG)/AMG) f; = M—Q—0,
j=1
wobei f1,. .., f; Nicht-Nullteiler in A(G) sind und @) ein A(G)-Modul mit endlicher Kar-

dinalitat.

Definition 1.4. Sei M ein endlich erzeugter A(G)-Torsionsmodul. Mit Hilfe von Theo-
rem |1.3| konnen wir ein charakteristisches Ideal chg (M) durch

cha(M) = fi--- fiA(G)
definieren.

Fir das gerade definierte charakteristische Ideal gelten folgende wichtige Eigen-

schaften:

a) Es ist wohldefiniert, d.h. man kann zeigen, dass chg(M) nur von M abhéngt und

nicht von der speziellen exakten Sequenz.

b) Falls
0> M — My — M;—0

eine exakte Sequenz von endlich erzeugten A(G)-Torsionsmoduln ist. Dann gilt

Chg(Mg) = Chg(Ml) . Chg(Mg).



c¢) Sei M ein endlich erzeugter A(G)-Torsionsmodul und chg(M) = fiyA(G) und |A] =
k. Wenn wir nun M als ['-Modul, mittels Skalarrestriktion, betrachten gilt

cha(M) = furn - fupA(T)
wobei die fjr,; die Komponenten von f), in der Zerlegung

AMG) = P AMG)Y, mit AG) = A(T).
i mod k

Nachdem wir jetzt die ’algebraische Seite’ der Iwasawa-Hauptvermutung definieren
kénnen, miissen wir uns jetzt noch um die analytische Seite kiimmern.

Dazu kann man ein p-adisches Analogon (, zur Riemannschen Zetafunktion ((s) kon-
struieren. Dies wurde zuerst von Kubota und Leopoldt durchgefithrt [KL64]. In unserem
Buch ([CS06]) wird der Ansatz verfolgt, dass man die Elemente von A(G) als Z,-wertige
Mafle auf der Galoisgruppe G interpretiert. Um zu beriicksichtigen, dass (,, wie die Rie-
mannsche Zetafunktion, eine einfachen Pol hat, definiert man Pseudomafe von G, als ein
Element p € Q(A(G)) so dass (g — 1)u € A(G) fiir alle g € G gilt. Das Integral

/ vdu
G

eines beliebigen nicht-trivialen Homomorphismus v : G — Z; gegen ein Pseudomal p ist
dann wohldefiniert.

In unseren Anwendungen ist der Homomorphismus der zyklotomische Charakter:

Definition 1.5. Sei G := Gal(Q(pp~)/Q). Dann induziert die Wirkung von G auf e
einen Isomorphismus

X:G =17,
welchen wir zyklotomischen Charakter nennen.

Nun kann man (und haben wir) folgenden Satz gezeigt:

Theorem 1.6. [CS06, Chp. 1, Theorem 1.4.2] Es gibt ein PseudomaB ¢, auf G so dass

[ x@)de, = = e - b
G
fiir alle geraden k > 2.

Das in Theorem konstruierte Pseudomaf ¢, ist nun unsere p-adische Zetafunktion
und die Eigenschaft die sie erfiillt nennt man Interpolationseigenschaft beziiglich der
Riemannschen Zetafunktion ((s).

Sei nun I(G) der Kern der Augmentationsabbildung von A(G) nach Z,. Da (, ein
PseudomaS ist, ist 1(G)(, ein Ideal von A(G). Als haben wir auch die "analytische Seite’

der Hauptvermutung beschrieben und wir kénnen diese endlich formulieren:
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Theorem 1.7. Iwasawa-Hauptvermutung Es gilt
chg(Xo) = 1(G)Gp-
als Gleichheit von A(G)-Idealen.

Bemerkung 1.8. a) Die Bezeichnung 'Hauptvermutung’ ist natiirlich nicht mehr kor-

rekt, da dieses Theorem erstmals (etwas allgemeiner) von Barry Mazur und Andrew
Wiles im Jahr 1984 ([MW84]) bewiesen wurde.

b) Wir (sowie [CS06]) verfolgen aber eine Beweisstrategie die auf Arbeiten von Koly-
vagin und Thaine (z.B. [Ko0l90] und [Tha88|) beruht und fiir den vorliegenden Fall

von Rubin in [Lan90] vervollstindigt wurde.

c) Die hier présentierte Variante der Iwasawa-Hauptvermutung ist der einfachste Fall
einer mittlerweile sehr grofien Familie von Vermutungen. Hier ein paar lose Be-

merkungen dazu:

i) Etwas allgemeiner kann man von einer Dirichletschen L-Reihe ausgehen und
eine p-adische Variante davon konstruieren die diese an bestimmten ganzzahli-

gen Werten interpoliert.
ii) Auch fiir p = 2 kann man die Vermutung zeigen (cf. [Gre92]).

iii) Anstatt zyklotomische Erweiterung von Q zu betrachten, hat A. Wiles die

Hauptvermutung fiir den Fall gezeigt, dass der Basiskorper total reell ist.

iv) Es wurde auch eine Vermutung im Stile von Theorem [1.7] fiir eine spezielle
abelsche Erweiterung eines imagindr quadratischen Grundkorper formuliert
und teilweise bewiesen. (cf. [CWT7]/[CWT8] und [Rub9l])

v) Man kann auch Vermutungen im Stile von Theorem [1.7]formulieren, bei denen

das Grundobjekt eine elliptische Kurve oder noch allgemeinere geometrische
Objekte sind. (cf. [Kat07])

d) Die oben genannten Hauptvermutungen haben alle einen gewissen intrinsischen
Reiz, aber verstarkt wird das Interesse an Vermutungen dieser Art durch die Fest-
stellung, dass diese Fragestellungen eng verkniipft sind mit der Vermutung von

Birch und Swinnerton-Dyer, welches eines der sieben Milleniums-Probleme ist.



2 Die wichtigsten Schritte und Tools im Beweis

Wir haben lokale Einseinheiten U, fiir Q,(uyn+1)" definiert und die Untergruppe der
zyklotomischen Einseinheiten C} sowie E! den Abschluss in U! der Einseinheiten von

F,,. Damit konnten wir
UL = lglU; Cl = l&nC’}Z sowie B! = @E}L

definieren, wobei der projektive Limes beziiglich der Normabbildung lauft. Man sieht,
dass G stetig auf diese Z,-Module wirkt und man kann sie somit, auf natiirliche Weise,
mit einer A(G)-Wirkung ausstatten.

Als néachsten Schritt haben wir nun den folgenden Satz bewiesen

Theorem 2.1. [CS06, Theorem 1.5.1, 4.4.1] Der A(G)-Modul UL /C! ist kanonisch
isomorph zu A(G)/1(G) - (,(G).

Nun bekommen wir mithilfe der Artinabbildung der globalen Klassenkorpertheorie

den folgenden kanonischen A(G)-Isomorphismus
Gal(M./Ls) 2 UL /EL
und damit dann die folgende exakte Sequenz von endlich erzeugten A(G)-Torsionsmodul
0— EL/CL - UL/CL - X — Y, —0.
Mit der Multiplikativitat des charakteristischen Ideals und Theorem erhalten wir:

Proposition 2.2. [CS006, Proposition 4.5.7] Die Iwasawa-Hauptvermutung (Theorem
gilt genau dann, wenn

chg(Ys) = cha(EL /CL).
Um dies zu tun, zeigt man zunéachst:
cha(Yy) teilt chg(EL /CL)

mit Hilfe der Euler-System-Methode (die wiederum Chebotarevs Dichtigkeitssatz und
Kummertheorie benutzt) und nutzt dann eine ’klassische’ Klassenzahlformel um den Be-

weis zu vervollstandigen.



Eine Klassenzahlformel Wir werden, um den Beweis im nachsten Kapitel abschlieflen
zu konnen, noch eine Klassenzahlformel benotigen. Sei D,, die Gruppe der zyklotomischen
Einheiten von £, und V,, = Op, . Warren Sinnott hat folgenden Satz bewiese

Theorem 2.3. [Sin78, Theorem 4.1] Fiir jedes n € N gilt
[V : D] = 2°h(F),

wobei b = 0 wenn g = 1 und b = 2972 + 1 — g wenn g > 2, wobei g die Anzahl der

verschiedenen Primfaktoren von n ist. Insbesondere gilt, fiir p # 2

((Va/ D) (p)| = |CUE) (p)]-
wobei (V,,/D,,)(p) bzw. CI(F,)(p) die p-Sylowuntergruppe von V,,/D,, bzw. CI(F,,) ist.
I'-Euler-Charakteristik Sei I" wie oben isomorph zu Z,. Dann induziert das Aug-
mentationsideal von A(I') nach Z, den Isomorphismus A(I')r = Z,. Wenn g € A(D),
dann schreiben wir ¢(0) fiir das Bild unter diesem Isomorphismus.

Sei M ein endlicher erzeugter A(I')-Torsionsmodul. Wir fithren die folgenden Beze-

ichnungen einf|
Ho(I', M) = (M)r Hy(T, M) = M". (1)

Wir sagen M hat endliche I'-Euler-Charakteristik wenn H;(I', M) (i = 0,1) endlich

sind, und wenn dies erfiillt ist definieren wir

_ [Ho(T', M)

M) = T D)

Wir schreiben gy, fiir ein Element von A(T") fiir dass gilt

Proposition 2.4. [CS06, Appendix, Prop. 2] Sei M ein endlich erzeugter A(T)-

Torsionsmodul. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
i) Ho(T', M) ist endlich.

ii) Hy(T', M) ist endlich.

2Der Primpotenzfall wurde schon von Kummer im 19. Jahrhundert bewiesen.
3Diese kommen natiirlich davon, dass es sich hierbei um Homologiegruppen handelt, aber fiir unsere

Zwecke hier geniigt die folgende ad hoc Definition.



iii) Es gilt g (0) # 0.
Wenn diese Bedingungen nun erfiillt sind, ist x(I', M) endlich und
X(T', M) = |gar(0)],, -
Korollar 2.5. Seien M; und M zwei endlich erzeugte A(T")-Torsionsmoduln so dass
i) chp(My) C chp (M), sowie
ii) My und M endliche I'-Euler-Charakteristik und es gilt

x(I', My) = x(I', M)

Dann gilt
Ch[‘(Ml) = ChF(MQ).

Proof. Sei gu,, (1 = 1,2) ein Erzeuger von chr(M;). Dann gilt nach i): ga, = gag b fiir
ein h € A(I"). Wegen i) sind die Voraussetzungen fiir den zweiten Teil von Proposition
2.4l und wir erhalten

g3, (0) |1 = X(T, M) = x(T, Ma) = |gar, (0)], .

Somit muss aber gelten h(0) € Z. Also gehort h nicht zum maximalen Ideal des lokalen
Rings A(I") und somit ist h € A(I')* und es folgt:

chr(M1) = g, A(T') = gar, A(T') = chr(Mo)

Eigenschaften von bestimmten Iwasawa-Moduln

Definition 2.6. Wir definieren

wobei N, ,,, die Normabbildung von Q,(pin+1)% nach Q,(pym+1) " ist und bezeichnen diese

als universelle Norm.

Sei wie oben I' := Gal(F/Q) und T, := Gal(F/F,)



Wiederholung;:

Definition 2.7. Sei H eine profinite Gruppe und A ein kompakter H-Modul. Dann ist
der Modul der Koinvarianten Ay von A der grofite Hausdorff-Quotient von A auf dem
H trivial wirkt, i.e. Apg ist der Quotient von A und der abgeschlossenen Untergruppe
erzeugt von (ha — h), h € H und a € A. Der Modul der Invarianten wird mit A

bezeichnet und ist definiert als:
A .={ac A: ha=afiralle h € H}.
Im Verlaufe des Seminars haben wir nun folgende Aussagen gezeigt:

Proposition 2.8. Fiirn > 0 gilt:

i)

(UL/CL) ™ =0 (UL/CL),. = Nuo(UY)/C
ii)
(BL/CL) " =0 (EL/CL) . = Nao(EL/CL
iii)
(Xoo)™ =7 (Xoo)p, = Gal(M,/Fx)
iv)
(YOO)FH = ETIL/NOO(ETIL) (YOO)Fn = Gal(L,/F,) = A,

Leopoldt-Vermutung in einem Spezialfall Wir verwenden die Notation von oben.
In unserem Spezialfall wurde die Leopoldt-Vermutung von A. Brumelﬂ gezeigt und man

kann sie hier so formulieren:

Theorem 2.9. Es gelten die folgenden édquivalenten Aussagen, die man (auch allge-

meiner) als Leopoldt-Vermutung bezeichnet:
i) Gal(M, /F) ist endlich.
i) ranky (E}) = [F, : Q] — 1.

Korollar 2.10. Wir sehen nun, dass aus Theorem folgt, dass (Xoo)'™ und (Xo0)p
endlich sind.

4Einen Beweis in moderner Notation findet man beispielsweise in [NSWOS].

n
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3 Letzter Teil des Beweises der Hauptvermutung
Wir wollen nun also zuerst zeigen:
chg(Yy) teilt chg(EL /CL)
Um das zu tun wiederholen wir einiges an Notation: Sei

F = Fm —_= Q(/,me+1)+

fiir eine ganze Zahl m > 0. Sei A = A,, die p-Sylowuntergruppe von CI(F) und sei
II = Gal(F/Q) sowie R = R, = Z,[11].
Mit Theorem [L.3] erhalten wir

h

A(G)
O%QA(G)]%%YOO—}Q_)O

Auflerdem haben wir gezeigt, dass es einen Isomorphismus
By /Cs = MG)/BA(G).

Wir fixieren einen Annullator § € A(G) des endlichen Moduls @; mit der zusétzlichen
Eigenschaft, dass R/pr(d) R, wobei fiir x € A(G), pr(x) das Bild in R unter der natiirlichen
Abbildung ist. Wir haben ebenfalls bereits gezeigt, dass

R/pr(B)R

endlich ist. Sei nun s eine fixierte p-Potenz, welche R/pr(d)R und R/pr(/)R annulliert.

Wir definieren nun
t=|Al-1Q|-p™- " und R = (Z/tZ)[1].

Wenn = € A(G) ist, schreiben wir z* fiir das Bild in R der natiirlichen Abbildung von
A(G) nach R.
Wir haben und schon gezeigt, dass gilt:

Theorem 3.1. [CS06, Theorem 6.2.1] Fiir i = 1,...,h gilt, das Produkt
fio ff teilt((y — 1)B8"1)”
inR.

Wir wollen zeigen:
chg(Yy) teilt chg(EL /CL)



Behauptung 3.2. Es gilt
fi-- fu teilt (v —1)B6" in A(G). (2)
Proof. Es gilt
A(G) = lim(Z/p™Z)|Gal(F:,, /Q)]

Da p™*! | ¢ per Definition folgt mit Theorem fiir ¢ = h, dass eine analoge Behauptung
zu (3.2)) in allen Gruppenringen

(Z/p™Z2)|Gal(F/Q)]

fur alle m > 0 gilt, und mit einem Kompaktheitsargument auch in A(G). [

Behauptung 3.3. Man kann zwei Elemente & und &, teilerfremdP] aus A(G) finden
welche @ annullieren und fiir die gilt R,,/pr(d1) sowie R,,/pr(d2) sind endlich. Insbeson-
dere, gilt

fl ce fh teilt (")/ - 1)5 in A(G)

Proof. Die endliche Gruppe Q wird annulliert von (p, T')* fiir ein geniigend grofies k. Man

nehme beispielsweise d; und d mit p* und T* + p* in jeder Komponente. O

Behauptung 3.4. Es gilt
fi-- fn teilt 5 in A(G)

und somit haben wir

chg(Yao) teilt chg(EL /CL)

gezeigt.

Proof. Proposition iv) zeigt, dass (Yoo )r, endlich ist. Also ist v — 1 teilerfremd zu
Joo fn O

Behauptung 3.5. Die Gruppen H;(T',Y,,) und H;(T, EL /CL ) sind endlich und es gilt
X(1,Yoo) = x(T, L /C%)-

e}

Proof. Aus Theorem [2.3| und Theorem (Leopoldt-Vermutung) erhalten wir:

[ Aol = [(Vo/ Do) (p)| = |Ey/Cyl. (3)

5 wir bezeichnen zwei Elemente als teilerfremd, wenn sie in jeder Komponente teilerfremd sind. Das

macht Sinn, da jede Komponente ein faktorieller Ring ist.
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Aus Proposition [2.8]ii) und iv) erhalten wir fiir n =0 und I' =T’y
(Eao/Co)" =0, (E/Co)r = Noo(E)/Cp, (Yoo)' = Eg/Nwo(Ep)  (Yao)' = Ao (4)

Wegen der Endlichkeit der Klassenzahl von Fj ist natiirlich auch |Ay| und somit alle
obigen Gruppen endlich. Kombinieren wir und jetzt erhalten wir

|(YVao) ' 1(Es/Coo)r| = B /Gl = | Ao| = |(Yoo)r|
und die Behauptung sofort. O

Nun konnen wir endlich den Haupsatz unseres Seminars beweise

Theorem 3.6.
che(Yao) = cha(EL/CL)

Proof. Wir erinnern uns, dass gilt

AG) = P MG mit AG) = A(T).

und man kann das Problem(mit Eigenschaft ¢) nach Definition darauf reduzieren zu
zeigen, dass gilt:

chr(Yao) = chr(EL,/CL,)
Dafiir kénnen wir aber jetzt Korollar benutzen. Um das tun zu konnen, miissen wir
die beiden Voraussetzungen erfiillen. Nun ist aber Voraussetzung i) genau der zweite Teil

der Behauptung und Voraussetzung ii) genau die Behauptung , also haben wir das

Theorem und somit die Iwaswawa-Hauptvermutung gezeigt. O

Bemerkung 3.7. Wer jetzt auf den Geschmack gekommen ist und mehr iiber den derzeit-
igen Forschungsstand in der Iwasawa-Theorie wissen will, dem sei ein Ubersichtsartikel

[Shal9] warmestens empfohlen.
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