Grundlagen der Iwasawatheorie

Martin Hofer

1 Unendliche Galoistheorie

Sei K/k eine algebraische Erweiterung von Koérpern und wir nehmen an sie ist ga-
loissch. Wir bezeichnen mit G := Gal(K/k) die Gruppe der Automorphismen von K
welche k punktweise fixieren. Wir nehmen an k¥ C F C K mit F'/k endlich. Dann hat
Gr = Gal(K/F) endlichen Index in G. Die Topologie auf G ist definiert dadurch, dass
die G eine Basis der Nachbarschaft um die Identitat in G bilden. Damit ist G profinit
und

G = 1im G/Gp = lim Gal(F/k),
F F

wobei F alle endlichen normalen Teilerweiterungen F'/k durchlauft oder {iber irgendeine
Teilfolge von solchen F, so dass |JF = K. Die Reihenfolge der Indizes ist durch die
Inklusion bestimmt (F; C F3) und die Abbildungen im inversen Limes sind die natiirlichen
Abbildungen Gal(Fy/k) — Gal(Fy/k).

Theorem 1.1. Fundamentalsatz der Galoistheorie
Es gibt eine 1-1-Korrespondenz zwischen den abgeschlossenen Untergruppen H von G
und den Korpern k C L C K:

H < Fixkorper von H,
Gal(K/L) +» L

Offene Untergruppen entsprechen den endlichen Erweiterungen, normale Untergruppen

entsprechen den normalen Erweiterungen usw.

Beispiel 1.2. Wir betrachten Q((y)/Q. Ein Element o € Gal(Q((p)/Q) ist bestimmt
durch die Operation auf Gy fiir alle n > 1. Fir jedes n haben wir o((p) = (i fiir ein

a, € (Z/p"Z)™ und es gilt a, = a,_; mod p"~t. Also erhalten wir ein Element

Z; = lim (Z/p"2)* = lim Gal(Q(G)/Q).

a

Andererseits, wenn a € Z, gilt, dann definiert o(Cp) = (i einen Automorphismus.

1



Definition 1.3. Der zyklotomische Charakter x : Gal(Q(jp=)/Q) — Z) ist definiert
durch

o(¢) = X fiir alle 0 € Gal(Q(¢yr)/Q) und ¢ € prye.

2 Globale Klassenkorpertheorie

Eine Motivation fiir die globale Klassenkorpertheorie ist folgender Satz aus dem
19. Jahrhundert der auf Kronecker, Weber und Hilbert zuriickgeht. Diese Formulierung
findet man in [KKS11]:

Theorem 2.1. Sei L ein Zahlkérper.
1) Folgende Aussagen sind dquivalent:

i) Der Zahlkorper L ist eine abelsche Erweiterung von Q.

ii) Es gibt ein N € N so dass L C Q({y).
2) Sei N € N. Folgende Aussagen sind aquivalent:
i) Esgilt L C Q(¢n).
ii) Ob eine Primzahl p voll zerlegt in L wird von p mod N festgelegt.

3) Sei L eine abelsche Erweiterung von Q und N die kleinste natiirliche Zahl so dass
gilt L € Q(Cy). Dann gilt fiir jede Primzahl p:

p verzweigt in L < p | N.

Sei K ein Zahlkorper und O sein Ganzheitsring.

Definition 2.2. Ein Element o # 0 in K nennt man total positiv falls fiir jeden

Korperhomorphismus K — R gilt, dass das Bild von « positiv ist.

Die Hauptresultate der globalen Klassenkorpertheorie kann man folgendermaflen

zusammenfassen. Die Formulierung stammt wieder aus [KKS11]:
Theorem 2.3. Sei a # (0) ein Ideal von O. Dann gilt:

1) Es gibt eine endliche Erweiterung K (a) von K welche die folgenden Eigenschaften
besitzt: Wenn ein Primideal p # (0) das Ideal a nicht teilt, dann ist p unverzweigt
und es gilt die folgende Aquivalenz:

p ist voll zerlegt in K(a) < es gibt ein total pos. a € Ok so dass p = (o), = 1 mod a.



2) K(a) ist eine abelsche Erweiterung von K und fiir jede endliche abelsche Er-

weiterung von K gibt es ein a s.d. sie in K (a) enthalten ist.
3) Wenn b # 0() ein Ideal von Ok ist mit b C a, dann gilt
K(a) C K(b).
4) Wenn L eine endliche abelsche Erweiterung von K ist, dann gibt es ein gréBtes

Ideal a von Ok so dass L C K(a). Dariiber hinaus hat a die folgende Eigenschaft:
fiir jedes Primideal p # (0) in Ok gilt:

p verzweigt in L < p | a.

Strahlklassengruppen Sei K ein Zahlkorper. Wir erinnern uns an die Zahlentheo-

rievorlesung in der wir gelernt haben, dass die Klassengruppe von K definiert ist durch:
CIl(K) = Gruppe der gebrochenen Ideale /Gruppe der gebrochenen Hauptideale.
Analog kann man fiir ein Ideal a aus Ok definieren
Clg(a) = Ix(a)/Pk(a)

wobei Ix(a) die gebrochenen Ideale von K sind die in der Form bc™' mit b,c # (0)
Ideale aus Oy teilerfremd zu a ausgedriickt werden kénnen und Pk (a) die Grupppe der
gebrochenen Ideale (o) mit o € K, alpha total pos. und es kann in der Form o = bc™?

geschrieben werden fiir b, ¢ € O teilerfremd zu a so dass b = ¢ mod a.

Artinabbildung Fiir K = Q und a = NZ kann man nun zeigen, dass K(a) = Q((y)
gilt und Clg(a) = (Z/NZ)*. Wir wissen auflerdem, dass gilt Q((y) = (Z/NZ)™. Aber

dies lasst sich auch verallgemeinern, dann man kann zeigen, dass
Dy : Clg(a) = Gal(K(a)/K)

gilt. Fiir p 1 a, wird [p] vom Isomorphismus ®x auf den Frobenius Frob, € Gal(K (a)/K)
abgebildet. Diese Abbildung wird Artin-Abbildung oder Reziprozititsabbildung genannt.

3 Die Struktur von A-Moduln

Sei A = Z,[[T]]. Wir erinnern uns, dass wir ein nicht-konstantes Polynom P(7T) € A

ausgezeichnetes Polynom mnennen, falls gilt

P(T):T”+an,1T"’1+-~~a0, pla, 0<i<n-—1,



Wir erinnern uns ebenfalls an den p-adischen Weierstraschen Vorbereitungssatz, wobei

wir hier O = Z,, p := pZ setzen:

Theorem 3.1. Sei f(T) = Y.~ a/T" € O[[T]] und wir nehmen an, dass fiir ein n
gilt, a; € p, 0 < 1 < n—1, aber a, ¢ p. Dann kann f(T) eindeutig in der Form
f(T) = P(TU(T), wobei U(T) € A* liegt und P(T) ein ausgezeichnetes Polynom von
Grad n ist.

Allgemeiner, wenn 0 # f(T') € A ist, dann findet man eine eindeutige Darstellung

f(T) = =" P(T)U(T)

mit P und U wie oben und p € Ny.

Eigenschaften von A
e A ist ein faktorieller Ring.

e Die Primideale von A sind 0, (p,T"), (p) und die Ideale (P(T")), wobei P(T) irre-
duzibel und ausgezeichnet ist. Das Ideal (p, T') ist das eindeutige maximale Ideal.
([Was97, Prop. 13.9])

e A ist ein Noetherscher Ring ([Was97, Lemma 13.11])

Definition 3.2. Zwei A-Moduln M und M’ nennt man pseudo-isomorph, geschrieben
als M ~ M', wenn es einen Homomorphismus M — M’ mit endlichen Kern und Kokern.

Das heif3t es gibt eine exakte Sequenz von A-Moduln
0—>A—-M-—>M —B—0
mit A und B endliche A-Moduln.
Nun kann man folgenden Struktursatz fiir A-Moduln beweisen

Theorem 3.3. [Was97, Thm. 13.12] Sei M eine endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt

MaN G (@ A/(pm>) ® (@ A/<fj<T>mf>) ,

wobei r, s,t,n;,m; € Z und f; ausgezeichnete irreduzible Polynome sind.

Der Beweis ahnlich zu dem Beweis fiir den Struktursatz von Hauptidealringen. Man
bezeichnet die rechte Seite auch den elementaren A-Modul und man kann zeigen, dass

dieser durch X schon eindeutig festgelegt wird.
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Sei nun X ein endlich erzeugter A-Torsionsmodul. Dann definieren wir das charak-

teristische Ideal von X als
s t
char(X) = (J[p™ [T £;(T)™)A
i=1 =1

und A\(X) = 2;21 deg(f;)m; und p(X) = >;_,n;. Wobel wir hier auch bemerken
wollen, dass die Ahnlichkeit der Notation mit den Konstanten in der Wachstumsformel
von Iwasawa (siche nicht zufallig ist.

4 Einfuhrung Iwasawa-Theorie

4.1 Idealklassengruppen von Kreisteilungskorpern

Kummer’s Kriterium gibt uns folgende Relation zwischen Klassengruppen und Zeta-

Funktionen:
p | #CUQ(pp)) < p teilt ein der Zahler von ((—1),{(—3),{(-5),...

Primzahlen mit dieser Eigenschaft nennt man irrequldre Primzahlen. Die kleinsten
37
also ist die Klassengruppe die zyklische Gruppe der Ordnung 37. Iwasawa-Theorie sagt

solchen Primzahlen sind 37,59,67,101,.... Man kann auch zeigen, dass gilt hg(,,,) =

uns aber noch mehr als das: Sei p eine ungerade Primzahl und A = Gal(Q(y,)/Q). Dann
wirkt A auf Cl(Q(u,)) wie folgt:

A x CUQ(kp)) = CUQ(yp))
(0,[a]) = [o(a)]

Ein Satz von Herbrand und Ribet besagt nun folgendes:
Theorem 4.1. Sei r € 2N. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:
1) Der Zahler von (1 — r) ist durch p teilbar.

2) Es gibt ein Element x € Cl(Q(y,)) mit Ordnung p, so dass fiir alle 0 € A gilt:

Sei F' ein Zahlkorper. Dann bezeichnen wir mit Ap die p-Sylowuntergruppe von

CU(F).



In unserem Beispielfall haben wir also Cl(Q(us7)) = Agus,) = Z/37Z. Man kann

par) =
auch zeigen, dass gilt

Ag(uam) = Z/3T"Z.

parn) —
Eines der ersten Resultate in dieser Theorie war das folgende von Iwasawa aus dem Jahr
1959:

Theorem 4.2. (Wachstumsformel von Iwasawa)
Sei K ein Zahlkérper und K,, = K (p,n). Dann gibt es Konstanten A, ji, v € Z so dass fiir
gentigend grofle n gilt:

Ay, | = oty

e Ausgangspunkt der Iwasawa-Theorie: Wachstumsformel von Iwasawa.

e Ziel: Zusammenhang zwischen Invarianten von Klassengruppen und p-adischen

Riemannschen Zeta-Funktionen zu studieren.

e Motivation: Die Motivation dafiir bekam Iwasawa aus ahnlichen Situationen in

der Theorie der Funktionenkorper.

Definition 4.3. Sei p ungerade Primzahl. Das Element (a,1) € (Z/pZ)* x (1 + pZ,)

kann als die (p — 1)-Einheitswurzel in Z betrachtet werden fiir die gilt:
w(a) = a mod p.

Als ein Dirichletcharakter, kann man w zur Funktion w : Z — Z; erweitern durch
w(pZ) =0

Wir wissen aus der Algebra das gilt Gal(Q(u,)/Q) = (Z/nZ)”. Sei Ny teilerfremd
zu einer fixierten ungeraden Primzahl p. Zur Vereinfachung setzen wir Ko, 1= Q(ungpe)-

Man kann nun zeigen, dass gilt
Gal(K,/Q) = AxT

mit A = (Z/NopZ)* und I = 7Z,,.
Fiir jedes 0 € Gal(K,/Q), gibt es nun ein eindeutiges Element o € Z fiir das gilt

o(¢) = ¢“ fiir jedes ¢ € ppn und jedes n > 0.
Wir bezeichnen diese o mit k(o) und erhalten somit den Homomorphismus
Kk Gal(Ko/Q) — Z,,

6



welcher auch zyklotomischer Charakter genannt wird.

Wir betrachten nun die Abbildung
Gal(Ko/Q) 5 2 "5 (Z/pZ)"

und den Teichmiillercharakter w : (Z/pZ)™ — Z von oben. Mit Missbrauch der Notation
bezeichnen wir die Komposition dieser Abbildungen mit w : Gal(K/Q) — Z und wir

nennen diese Abbildung ebenfalls Teichmaillercharakter.

4.2 Maximal unverzweigte abelsche Erweiterung und die Ide-

alklassengruppe

Sei K eine endliche Erweiterung von Q. Zur Vereinfachung nehmen wir an K hat keine
reelle Stelle. Eine Erweiterung in der jedes Primideal unverzweigt ist nennt man wun-
verzweigte Erweiterung. Sei Hyx /K die maximal unverzweigte abelsche Erweiterung von
K im algebraischen Abschluss K¢ von K. Klassenkorpertheorie sagt uns, dass Hy /K

eine endliche Erweiterung ist und dass:
Oy : CU(K) = Gal(Hg /K).
Sei p ein Primideal von K und [p] € CI(K). Wir erinnern uns, dass gilt
@k ([p]) = Frob, € Gal(Hk/K),

wobei Frob, der Frobenius bei p ist. Man nennt Hy den Hilbertklassenkérper von K. Sei
nun K/ F eine endliche Galoiserweiterung. Dann operiert Gal(K/F') natiirlich auf Cl(K)
durch

o(la]) = [o(a)] o € Gal(K/F)

wobei [a] € CI(K).

Man kann zeigen, dass die Erweiterung Hy /F' galoissch ist. In der Tat, sei Hj ein
konjugierter Kérper von Hy iiber F', dann gilt K C H},, da K/F eine Galoiserweiterung
ist. Da Hj./K unverzweigt ist und die Galoisgruppe Hx /K und Hj; /K isomorph sind,
ist Hj. /K eine abelsche Erweiterung. Aber, da Hy die maximale unverzweigte abelsche
Erweiterung von K ist, gilt Hj C Hy und somit ist Hy /F galoissch.

Als definieren wir eine Wirkung von Gal(K/F) auf Gal(Hg/K) durch Konjugation.
Fir o0 € Gal(K/F), s € Gal(Hg/K) definieren wir



wobei ¢ ein Lift von o nach Gal(Hg/F) ist, i.e eine Element fiir das gilt 6)x = 0. Da

1

Gal(Hg/K) eine abelsche Gruppe ist, hingt ds¢~" nicht von der Wahl von & ab.

Der Frobenius folgendes erfiillt:
Frob, () = 6Frob,d ™" o € Gal(Hy/F).

Somit sehen wir das die Reziprozitatsabbildung mit der Wirkung auf die Galoisgruppe
kommutiert, i.e.

O ([o(a)]) = 0Pk (a]) o € Gal(Hy/F).

Als nachstes wollen wir uns tiberlegen, dass ®; mit der Normabbildung kommutiert.

Fiir ein Ideal a, kann man die Norm definieren als

H 0(04) = bOK

o€Gal(Hy /F)

wobel b ein Ideal von F' ist. Das Ideal b von F nennt man nun die Norm von a und wir

schreiben sie als Ma. Also konnen wir setzen

und wir definieren damit die Normabbildung N : CI(K) — CI(F).
Wenn Hp/F die maximal unverzweigte abelsche Erweiterung ist, dann, da Hx /K eine
unverzweigte abelsche Erweiterung ist von K ist, gilt Hp K C Hg. Also gilt insbesondere,

Hpr C Hi und wir konnen eine natiirliche Restriktionsabbildung definieren
L: Gal(Hg/K) — Gal(Hp/F)
g +— O|Hp
Wir haben das folgende kommutative Diagramm:

CUK) —255 Gal(Hy/K)
!
CU(F) —2 Gal(Hr/F).
4.3 Idealklassengruppen von zyklotomischen Z,-Erweiterungen

Sei K eine endliche Erweiterung von Q, p eine ungerade Primzahl und wir nehmen man

iy € K, also hat K auch keine reelle Stelle. Fiir n € N definieren wir

K, = K() und Ko = | J K.

n>0



Es gilt natiirlich wieder I' := Gal(K ./ K) = Z, und diese Erweiterung wird zyklotomische
Z,-Erweiterung genannt.
Wenn wir nun mit A% die Untergruppe aller Elemente bezeichnen deren Ordnung

teilerfremd zu p ist erhalten wir
Cl(K,) = Ak, ® Ak, .

Zudem wollen wir eine Korpererweiterung deren Grad eine p-Potenz ist als p- Erweiterung
bezeichnen.

Wir bezeichnen nun die maximal unverzweigte abelsche p-Erweiterung von K, mit L,,
und die maximal unverzweigte abelsche Erweiterung von K, mit £,. Also erhalten wir

mit der Reziprozitatsabbildung der Klassenkorpertheorie den Isomorphismus

o

O : CUK,) = Gal(L,/K,).

Wenn wir nun mit L/, die grofite unverzweigte abelsche Erweiterung von K,, bezeichnen

deren Grad teilerfremd zu p ist erhalten wir
Gal(L,/K,) = Gal(L,/K,) x Gal(L] /K,)
Wenn wir nun die zwei Zerlegungen oben vergleichen erhalten wir den Isomorphismus
O, : Ag, — Gal(L,/K,)

induziert durch die Reziprozitatsabbildung der Klassenkorpertheorie.

Fir m > n, betrachten wir die Normabbildung N : CIl(K,,) — CI(K,). Da
N(Ag, ) C Ak, gilt konnen wir definieren N : Ag, — Ak, .

Wenn wir nun zudem ¢ : Gal(L,,/K,,) = Gal(L,/K,) durch o — oy, erhalten wir

mit oben das kommutative Diagramm

A 5 Gal(Ly ) Kon)

I

A, —Eny Gal(Ln/Koy).

n

Wir konnen also den projektiven Limes nehmen, X = @Norm Ak, . Setzen wir zudem
Lo =, Ln, also das Kompositum aller unverzweigten abelschen p-Erweiterungen von

K. Da Gal(Ly/K) = I'Lnn Gal(L, /K,), bekommen wir einen Isomorphismus

®: X S Gal(Loo/Koso),



in dem wir den projektiven Limes iiber ®, nehmen. Da &g, mit der Wirkung von
Gal(K,,/K) kommutiert, ist ®g, ein Isomorphismus von Z,[Gal(K, /K)]-Moduln. Also
ist ® ein Isomorphismus von Z,[[Gal(K«/K)]]-Moduln. Setze A := Z,[[I']].

Dann sagt ein Theorem von Iwasawa:
Theorem 4.4. S ist ein endlich-erzeugter A-Torsionsmodul.

Also macht es fiir diesen Modul Sinn die Invarianten A(X), p(X) und das Ideal

char(X) von A zu definieren.

10



References

[CS06]

[Gre]

[KKS11]

[KKS12]

[Kle15]

[Neu99|

[Neul3|

[INSWOS]

[Was97]

J. Coates and R. Sujatha. Cyclotomic fields and zeta values. Springer Mono-
graphs in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2006.

Ralph Greenberg. Topics in [wasawa Theory.
https://sites.math.washington.edu/ greenber/book.pdf.

Kazuya Kato, Nobushige Kurokawa, and Takeshi Saito. Number theory. 2, vol-
ume 240 of Translations of Mathematical Monographs. American Mathematical
Society, Providence, RI, 2011. Introduction to class field theory, Translated
from the 1998 Japanese original by Masato Kuwata and Katsumi Nomizu,

Iwanami Series in Modern Mathematics.

Nobushige Kurokawa, Masato Kurihara, and Takeshi Saito. Number theory.
3, volume 242 of Translations of Mathematical Monographs. American Math-
ematical Society, Providence, RI, 2012. Iwasawa theory and modular forms,
Translated from the Japanese by Masato Kuwata, Iwanami Series in Modern

Mathematics.

Soren Kleine. A new approach to the investigation of Iwasawa invariants. PhD
thesis, 2015.

Jirgen Neukirch. Algebraic number theory, volume 322 of Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften. Springer-Verlag, Berlin, 1999. Translated
from the 1992 German original and with a note by Norbert Schappacher, with
a foreword by G. Harder.

Jiirgen Neukirch. Class field theory. Springer, Heidelberg, 2013. The Bonn
lectures, edited and with a foreword by Alexander Schmidt, Translated from
the 1967 German original by F. Lemmermeyer and W. Snyder, Language editor:

A. Rosenschon.

Jiirgen Neukirch, Alexander Schmidt, and Kay Wingberg. Cohomology of
number fields, volume 323 of Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften
[Fundamental Principles of Mathematical Sciences]. Springer-Verlag, Berlin,
second edition, 2008.

Lawrence C. Washington. Introduction to cyclotomic fields, volume 83 of Grad-

uate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1997.

11



	Unendliche Galoistheorie
	Globale Klassenkörpertheorie
	Die Struktur von -Moduln
	Einführung Iwasawa-Theorie
	Idealklassengruppen von Kreisteilungskörpern
	Maximal unverzweigte abelsche Erweiterung und die Idealklassengruppe
	Idealklassengruppen von zyklotomischen Zp-Erweiterungen


