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Literatur

• Grundlage für die Vorlesung: [NS11]

• Grundlage für das Vorwissen (Dedekindringe, Ganzheitsringe, Zerlegungsge-
setze, Dirichletscher Einheitensatz, Endlichkeit der Klassenzahl, quadratische
Zahlkörper, Kreisteilungskörper): [Neu06]

• Vorausgesetzt wird: p-adische Zahlen Zp ⊆ Qp, endliche Erweiterungen von
Qp, diskrete Bewertungsringe. Dies findet man in [Ser13].

1 Überblick

1.1 Globale Klassenkörpertheorie (idealtheoretisch)

Ziel: Beschreibung aller abelschen, endlichen Erweiterungen eines fixierten Zahlkörpers
k durch Daten in k.

Vorlage: [Was97, Appendix]

Notation. Wir fixieren einen festen Zahlkörper als Grundkörper und bezeichnen
ihn mit k.

Definition 1.1. Sei m0 ⊆ Ok ein Ideal und m∞ ein formales quadratfreies Produkt
von reellen archimedischen Stellen. Dann nennt man m = m0m∞ einen Divisor von
k.

Erläuterung. • Hierbei bezeichnen archimedische Stellen (oder auch unendli-
che Stellen) die Einbettungen von k in C modulo komplexer Konjugation, d.h.
jede reelle Einbettung und jedes Paar komplex konjugierter Einbettungen de-
finiert eine archimedische Stelle. Jede archimedische Stelle definiert durch die
Einbettung τ (bzw. durch σ, σ) einen Betrag

|α|τ := |τ(α)| ∀α ∈ k

bzw.
|α|σ := |σ(α)| = |σ(α)| ∀α ∈ k .

Wir bezeichnen die Menge der archimedischen Stellen mit Sk,∞ und die Menge
der nicht-archimedischen (endlichen) Stellen mit Sk,f . Letztere entsprechen den
Primidealen von Ok.

• Sei p ⊆ Ok ein Primideal. Dann wird durch

|α|p := Nk/Q(p)−vp(α) α ∈ k

ein Betrag definiert. Hierbei ist vp(α) definiert durch

αOk =
∏
p

pvp(α) .

1



Beispiele 1.2. (1) Sei k = Q, dann gibt es genau eine reelle Einbettung, die wir
mit ∞ bezeichnen. Beispiele für Divisoren sind

m = (1) = Ok ,
m =∞ ,

m = 27 · 35 · 17 ,

m = 27 · 35 · 17 · ∞ .

(2) Sei k = Q(
√
d) mit d < 0 quadratfrei, dann gibt es keine reellen Einbettungen

und Divisoren sind Ideale.

(3) Sei k = Q(
√
d) reell-quadratisch, d.h. d > 0 quadratfrei. Dann gibt es zwei

reelle Einbettungen, die wir mit∞1 und∞2 bezeichnen. Beispiele für Divisoren
sind

m = (1) ,

m =∞1 · ∞2 ,

m = m0 · ∞1 ,

m = m0 · ∞2 ,

m = m0 .

Definition 1.3. Sei α ∈ k× und m = m0m∞ ein Divisor.

(1) Dann schreibt man

α ≡ 1 mod ∗m

falls

(i) vp(α− 1) ≥ vp(m0) für alle p|m0 und

(ii) σ(α) > 0 für alle σ in m∞.

(2) Die Gruppe
Pk(m) := {αOk |α ≡ 1 mod ∗m}

heißt Strahl modulo m.

(3) Sei Ik(m) = Ik(m0) die Untergruppe von Ik (Gruppe der gebrochenen Ideale
von Ok) der zu m0 primen gebrochenen Ideale. Dann ist Pk(m) eine Unter-
gruppe von Ik(m) und clk(m) := Ik(m)/Pk(m) heißt Strahlklassengruppe modulo
m.

Erläuterung. • Es gilt wie zuvor für Hauptideale m0 =
∏

p p
vp(m0).

• Es ist αOk ∈ Pk(m) genau dann, wenn ein ε ∈ O×k mit

εα ≡ 1 mod ∗m

existiert.
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• Des Weiteren ist a ∈ Ik(m) genau dann, wenn es teilerfremde ganze Ideale
a1, a2 ⊆ Ok gibt, sodass a = a1/a2 und a1 + m0 = (a1,m0) = Ok = (a2,m0).

Beispiel 1.4. Sei m = (1), dann ist clk(m) = Ik/Pk die gewöhnliche Idealklassen-
gruppe.

Beispiele 1.5. Sei k = Q.

(1) Sei m = (n) = nZ. Betrachte die Abbildung π : (Z/nZ)× −→ clQ((n)) induziert
von

a 7−→ aZ = (a) .

Diese ist wohldefiniert:

Angenommen a ≡ b mod n. Es gilt

(a) ≡ (b) mod PQ((n))⇐⇒
(a
b

)
∈ PQ((n))

⇐⇒ vp

(
±a
b
− 1
)
≥ vp(n) ∀p|n .

Man rechnet

vp

(a
b
− 1
)

= vp(a− b) ≥ vp(n)

und erhält Wohldefiniertheit. Weiter ist π offensichtlich ein Homomorphismus.
Dieser ist surjektiv, denn:

Sei
(
a1

a2

)
∈ IQ((n)) mit a1, a2 ∈ Z, (a1, a2) = 1 und (a1a2, n) = 1. Dann ist

π(a1a
−1
2 ) =

(
a1

a2

)
PQ((n)) und somit ist π surjektiv.

Ein Element a ∈ (Z/nZ)× liegt im Kern von π genau dann, wenn vp(±a− 1) ≥
vp(n) für alle p|n gilt, also genau dann, wenn a ≡ ±1 mod n ist. Somit ist die
Sequenz

0 −→ {±1} ↪−→ (Z/nZ)×
π
−� clQ((n)) −→ 0

exakt.

(2) Sei m = (n)∞. Betrachte die Abbildung

π : (Z/nZ)× −→ clQ((n)∞)

a 7−→ (a)PQ((n)∞) ,

wobei o.E. a > 0 ist. Dann ist π ein wohldefinierter Homomorphismus und
ker(π) = {1}, d.h. π ist ein Isomorphismus.

Notation. • Wir schreiben

k×m := {α ∈ k× |α ≡ 1 mod ∗m} .

Dann ist Pk(m) = {(α) |α ∈ k×m}.
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• Definiere

(Ok/m)× := (Ok/m0)
× × {±1} × · · · × {±1}︸ ︷︷ ︸

einen Faktor für jedes σ in m∞

.

• Sei α ∈ k× prim zu m0. Dann gibt es β, γ ∈ Ok, beide prim zu m0, mit α = β/γ.
Definiere

α := β/γ ∈ (Ok/m0)
× .

Dies ist unabhängig von der Wahl von β und γ.

Betrachte nun die Abbildung

ρ : {α ∈ k× | (α,m0) = 1} −→ (Ok/m)×

α 7−→ (α, (sgn(σ(α)))σ∈m∞) .

Mithilfe des starken Approximationssatzes, lässt sich die Surjektivität von ρ zeigen.

Übung 1.6 (siehe Blatt 1, Aufgabe 1). Zeige die Exaktheit der Sequenz

0 O×k ∩ k×m O×k (Ok/m)× clk(m) clk 0

u (u, (sgn(σ(u)))σ∈m∞) aPk(m) aPk

ρ(α) (α)Pk(m)

ρ

Tipp: [Coh12, Prop.3.2.3].

Korollar 1.7. Es gilt |clk(m)| <∞. Genauer:

|clk(m)| = |clk| ·
∣∣(Ok/m)×

∣∣
[O×k : O×k ∩ k

×
m ]
.

Beweis. siehe Blatt 1, Aufgabe 2.

Erinnerung 1.8. SeiK/k eine Galois-Erweiterung von Zahlkörpern mit zugehörigen
Ganzheitsringen OK bzw. Ok. Sei p ⊆ Ok ein Primideal und P ⊆ OK ein darüber
liegendes Primideal. Der Restklassenkörper K := κ(P) := OK/P ist eine endliche
Erweiterung von k := κ(p) := Ok/p mit Restklassengrad f(P|p) := [K : k]. Die
Galoisgruppe G := Gal(K|k) ist zyklisch und wird erzeugt vom Frobenius

x 7−→ xq ∀x ∈ K ,

wobei q =
∣∣k∣∣ = Nk/Q(p).

Sei

Z := Z(P|p) := {σ ∈ G |σ(P) = P}

4

https://www.mathematik.uni-muenchen.de/~hofer/AlgZthII/UB/azt2_SoSe17_ub_1.pdf
https://www.mathematik.uni-muenchen.de/~hofer/AlgZthII/UB/azt2_SoSe17_ub_1.pdf


die Zerlegungsgruppe und

T (P|p) := {σ ∈ Z |σ(α) ≡ α mod P ∀α ∈ Ok}

die Verzweigungsgruppe oder Trägheitsgruppe.
Es gilt: Die Sequenz

0 −→ T (P|p) ↪−→ Z(P|p) −� Gal(K|k) −→ 0

σ 7−→ (α 7→ σ(α))

ist exakt. Weiter ist P|p genau dann unverzweigt, wenn |T (P|p)| = 1 ist.

Sei nun P|p unverzweigt. Dann gibt es einen (globalen) Frobenius σP ∈ Z(P|p) ⊆ G,
der eindeutig durch

σP(α) ≡ αNk/Q(p) mod P ∀α ∈ OK

bestimmt ist.

Seien P,P′ Primideale über p. Dann gibt es τ ∈ G mit τ(P) = P′ und es gilt:

Z(P′|p) = {σ ∈ G |σ(P′) = P′} = τZ(P|p)τ−1

und

T (P′|p) = τT (P|p)τ−1 .

Weiter gilt

σP(τ−1(α)) ≡ τ−1(α)Np mod P ∀α ∈ OK
=⇒ (τσPτ

−1)(α) ≡ αNp mod P′ ∀α ∈ OK
=⇒ σP′ = τσPτ

−1

Falls also K/k abelsch ist, so folgt σP′ = σP und wir schreiben σp für den Frobenius.

Definition 1.9 (Artinabbildung). Sei K/k abelsch. Dann induziert p 7−→ σp einen
Homomorphismus

Ik(dK/k) −→ Gal(K|k)

a 7−→ (a, K/k) = σa

durch multiplikative Fortsetzung, die sogenannte Artinabbildung.

Erläuterung. Falls a ∈ Ik(dK/k), so ist a =
∏

p p
ep , ep ∈ Z mit fast allen ep = 0

und insbesondere ep = 0 falls p verzweigt.
Dann gilt:

(a, K/k) =
∏
p

σ
ep
p .

Dies ist wohldefiniert, da Ik(b) (für ein ganzes Ideal b ⊆ Ok) frei von den Primidealen
p, die teilerfremd zu b sind, erzeugt wird.
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Satz 1.10. Sei K/k abelsch. Dann gibt es einen Divisor f von k mit folgenden
Eigenschaften:

(1) Eine Stelle p verzweigt in K/k genau dann, wenn p|f.

(2) Zu jedem Divisor m mit f|m gibt es eine eindeutige Untergruppe H mit
Pk(m) ≤ H ≤ Ik(m), sodass

Ik(m)/H −→ Gal(K|k)

aH 7−→ (a, K/k)

ein Isomorphismus ist.

Genauer gilt:

H = Pk(m) ·NK/k(IK(m0OK)) .

Erläuterung. In ((1)) sind auch unendliche Stellen p berücksichtigt. Verzweigung
von unendlichen Stellen wird folgendermaßen definiert:

Sei v eine unendliche Stelle von k. Dann entspricht v entweder einer reellen Einbet-
tung τ : k ↪−→ R oder einem Paar komplexer Einbettungen τ, τ : k ↪−→ C wobei
τ(k) * R.
Sei w eine Stelle über v, d.h. w entspricht entweder einer reellen Einbettung
σ : K ↪−→ R oder einem Paar komplexer Einbettungen σ, σ : K ↪−→ C wobei
σ(K) * R und σ|k = τ .

Definition 1.11. Sei K/k galoissch, G = Gal(K|k) und g ∈ G. Dann definiert man
g(w) als die Stelle, die zu σ ◦ g korrespondiert.

Dies ist wohldefiniert, denn:

(1) Falls σ reell ist, ist nichts zu zeigen.

(2) Falls σ komplex ist, so ist zu zeigen σ ◦ g = σ ◦ g. Dies gilt offensichtlich.

Betrachte nun eine Stelle w|v mit korrespondierender Einbettung σ und g ∈ G.
Dann gilt

(σ ◦ g)|k = σ|k = τ

und es folgt g(w)|v.
Weiter wirkt G transitiv auf den Stellen über v:
Betrachte

k(α) = K C

k C

n

σ

τ

Aus der Algebra ist bekannt, dass es n verschiedene Fortsetzungen von τ gibt. Falls
σ0 : K −→ C eine feste Fortsetzung ist, so sind durch σ0 ◦ g, g ∈ G, sämtliche
Fortsetzungen definiert.
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Definition 1.12. Die Zerlegungs- und Trägheitsgruppe für unendliche Stellen w|v
sind

T (w|v) = Z(w|v) := {g ∈ G | g(w) = w} .

Übung 1.13 (siehe Blatt 2, Aufgabe 2). Sei K/k galoissch. Zeige:

(1) |T (w|v)| ∈ {1, 2}.

(2) |T (w|v)| = 2⇐⇒ τ ist reell und σ komplex.

Dies beschreibt die Verzweigung der unendlichen Stellen.

Definition 1.14. (1) Es gibt ein minimales f mit den Eigenschaften von Satz
1.10. Dieses f heißt Führer oder Konduktor von K/k. Wir schreiben fK/k.

(2) Jedes m mit fK/k|m nennt man einen Erklärungsmodul von K/k.

Satz 1.15 (Existenzsatz). Sei m ein Divisor von k und H ≤ Ik(m) mit
Pk(m) ≤ H ≤ Ik(m). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte abelsche Erweiterung
K/k mit:

(1) Ist eine Stelle p verzweigt in K/k, so folgt p|m.

(2) Es gilt H = Pk(m) ·NK/k(IK(m0OK) und die Abbildung

Ik(m)/H −→ Gal(K|k)

aH 7−→ (a, K/k)

ist ein Isomorphismus.

Definition 1.16. Diese eindeutig bestimmte ErweiterungK heißt der Klassenkörper
zu H.

Satz 1.17. Seien K1/k und K2/k zwei abelsche Erweiterungen mit den Führern f1
und f2. Sei m ein gemeinsames Vielfaches von f1 und f2 und seien H1, H2 ≤ Ik(m)
die zugehörigen Untergruppen gemäß Satz 1.10. Dann gilt:

K1 ⊆ K2 ⇐⇒ H1 ⊇ H2 .

Beispiel 1.18. Sei k = Q und K = Q(ζn). Sei p prim mit p - n (d.h. p ist unver-
zweigt) und sei σpZ der zugehörige Frobenius. Es gilt:

σpZ = (ζn
σp7−→ ζpn)

Erinnerung 1.19. Für zyklotomische Erweiterungen gilt

Gal(Q(ζn)|Q) ∼= (Z/nZ)×

(ζn
σa7→ ζan)←[ a

7
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Die Artinabbildung ist von der Form

IQ(nZ) −→ Gal(Q(ζn)|Q)

aZ 7−→ σ|a|

Ziel: Finde das zugehörige H ≤ IQ(nZ) gemäß Satz 1.10.
Es gilt H = ker( , K/k). Sei rZ ∈ IQ(nZ) mit r = r1

r2
, wobei die ri ∈ N teilerfremd

zu n sind.

(rZ, K/k) = id⇐⇒ ζ |r1|n = ζ |r2|n

⇐⇒ |r1| ≡ |r2| mod n

⇐⇒ vp

(∣∣∣∣r1

r2

∣∣∣∣− 1

)
≥ vp(n) ∀p|n

⇐⇒ rZ ∈ PQ(nZ∞)

Also ist Q(ζn) der zu H = PQ(nZ∞) gehörige Klassenkörper.

Beispiel 1.20. Betrachte

Q(ζn) PQ(nZ∞)

Q(ζn + ζ−1
n ) = Q(ζn)+ PQ(nZ)

Q

Der Zwischenkörper korrespondiert zu PQ(nZ). Dies illustriert Satz 1.17:
PQ(nZ∞) ⊆ PQ(nZ) ⊆ IQ(nZ).

Konsequenzen

Betrachte m = (1) und H = Pk((1)) = Pk sei die Gruppe der Hauptideale. Sei k(1)
der zugehörige Klassenkörper gemäß Satz 1.15. Dann gilt

Satz 1.21. k(1) ist die maximal unverzweigte abelsche Erweiterung von k. Insbe-
sondere gilt für jede unverzweigte abelsche Erweiterung K/k:

(1) [K : k] ≤ hk <∞,

(2) K ⊆ k(1).

Ferner gilt clk ∼= Gal(k(1)|k) mittels der Artinabbildung.

Definition 1.22. k(1) heißt Hilbertscher Klassenkörper.

Beweis. Da K/k endlich, abelsch und unverzweigt ist folgt mit Satz 1.10, dass K
modulo f = (1) definiert ist. Nach Satz 1.17 ist somit K ⊆ k(1), da die zugehörige
Gruppe H über Pk((1)) liegt.
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Satz 1.23. Ein Primideal p ist genau dann voll zerlegt in k(1)/k, wenn p ein Haupt-
ideal ist.

Beweis. Betrachte die bijektive Abbildung

G/Z(p) −→ {P|p}
gZ(p) 7−→ gP0

wobei P0|p fest gewählt sei. Falls p unverzweigt ist, so gilt:

p ist voll zerlegt ⇐⇒ Z(p) = {1}
⇐⇒ σp = 1

⇐⇒ (p, K/k) = 1

⇐⇒ p ∈ H

und H ist gerade die Gruppe der Hauptideale.

Übung 1.24. Sei K/k der Klassenkörper zu H ≤ Ik(m). Sei weiter p ⊆ Ok ein
Primideal mit (p,m) = 1 und fp = [OK/P : Ok/p] der Restklassengrad. Dann gilt:

fp = ordIk(m)/H(pH) .

Definition 1.25. Falls H = Pk(m), so heißt der zu H gehörige Klassenkörper
Strahlklassenkörper modulo m.

Notation. Wir bezeichnen den Strahlklassenkörper modulo m mit k(m).

Bemerkung 1.26. Für m|n gilt k(m) ⊆ k(n).

Beweis. k(m) kann nach Satz 1.10 modulo n erklärt werden. Dann korrespondiert
k(m) nach Satz 1.15 zu Pk(n)Nk(m)/k(Ik(m)(n)) ⊇ Pk(n). Dann folgt mit Satz 1.17
k(m) ⊆ k(n).

Warnung. Die Umkehrung gilt nicht!

Beispiele 1.27. (1) Sei k = Q und n ≡ 2 mod 4, d.h. n = 2n1 mit n1 ungerade.
Dann ist [k((n)∞) : k] = ϕ(n) (ϕ bezeichnet die Eulersche ϕ-Funktion, d.h.
ϕ(n) =

∣∣(Z/nZ)×∣∣).
Es gilt k((n1)∞) ⊆ k((n)∞), aber wegen ϕ(n) = ϕ(2)ϕ(n1) = ϕ(n1) folgt
sogar k((n)∞) = k((n1)∞).

(2) Sei k imaginär-quadratisch. Sei m ein Divisor, d.h. m = m0. Definiere
w(1) := |µk| ∈ {2, 4, 6}, wobei µk die Gruppe der Einheitswurzeln in k be-
zeichnet, und

w(m) := |{ζ ∈ µk | ζ ≡ 1 mod m}|

Übung 1.28. Es gilt

[k(m) : k] = hk
w(1)

w(m)
ϕk(m)

wobei ϕk(m) :=
∣∣(Ok/m)×

∣∣.
9



Sei nun dk 6= −3,−4, dann ist w(1) = 2. Sei nun m = (2), dann gilt:

[k(2) : k] = hk
2

2
ϕk(2) =


hk 2 = pp, p 6= p

3hk 2 = p

2hk 2 = p2

Also gilt k(2) = k(1) falls 2 zerlegt ist in k/Q.

Korollar 1.29 (zu Satz 1.17). Jede abelsche Erweiterung K/k ist in einem Strahl-
klassenkörper enthalten.

Korollar 1.30 (Satz von Kronecker-Weber). Jede abelsche Erweiterung K/Q ist in
einem Kreisteilungskörper enthalten.

Eine funktorielle Eigenschaft

Betrachte die Situation

P

K

kM

p

k M

P̃

k ∩M

F

p̃

⊃

⊂

⊃

⊂

wobei das Primideal P fest gewählt ist und die Ideale p̃, p und P̃ unter P liegen. Es
seien M/F und K/k abelsch, dann ist Abbildung

Gal(K|k) −� Gal(M |k ∩M) ⊆ Gal(M |F )

surjektiv. Weiter seien p, p̃ unverzweigt in K/k bzw. M/F .

Sei nun f = [k : F ] mit k = OK/p und F = OF/̃p. Dann gilt Nk/F (p) = p̃f und(
σ
K/k
p

∣∣
M

)
(x) ≡ xNk/Q(p) mod P ∩ OM︸ ︷︷ ︸

=P̃
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für x ∈ OM . Andererseits ist

(Nk/F (p),M/F ) = (p̃f ,M/F ) = (p̃,M/F )f =
(
σ
M/F

p̃

)f
und (

σ
M/F

p̃

)f
(x) ≡ xNF/Q(p̃)f mod P̃ .

Ferner gilt

Nk/Q(p) = NF/QNk/F (p) = NF/Q(p̃)f .

Es folgt also

(p, K/k)
∣∣
M

= (Nk/F (p),M/F )

oder allgemeiner

(a, K/k)
∣∣
M

= (Nk/F (a),M/F )

für alle a, wo dies Sinn ergibt.

Anwendung. Betrachte den Fall

k(1) = K

kM

k F (1) = M

k ∩M

F

Dann ist die Restriktionsabbildung

Gal(K|k)
res
−� Gal(M |F )

surjektiv und das Diagramm

clk = Ik/Pk Gal(K|k)

clF = IF/PF Gal(M |F )

( ,K/k)

∼=

Nk/F res

( ,M/F )

∼=

kommutiert.

Satz 1.31. Falls k/F keine unverzweigte Erweiterung L/F mit L 6= F enthält, so
ist Nk/F surjektiv. Insbesondere gilt hF |hk.

Anwendung. Hat die Erweiterung k/F Primzahlgrad und gibt es eine verzweigte
Stelle, so folgt hF |hk.

11



1.2 Lokale Klassenkörpertheorie

Ziel: Beschreibung aller abelschen, endlichen Erweiterungen einer fixierten endlichen
Erweiterung k von Qp durch Daten in k.

Erinnerung 1.32. Qp ist der Quotientenkörper vom diskreten Bewertungsring Zp
mit maximalem Ideal pZp, Bewertung vp : Q×p −→ Z (vp(0) := ∞) und Absolutbe-

trag |α|p = p−vp(α). Dann ist

Zp = {α ∈ Qp | vp(α) ≥ 0}

und

Z×p = {α ∈ Qp | vp(α) = 0} .

Diese Konzepte lassen sich auf eine endliche Erweiterung k/Qp übertragen:

k ist Quotientenkörper des diskreten Bewertungsrings Ok mit maximalem Ideal
pk = πkOk, wobei vk(πk) = 1. Die Ideale in Ok sind gegeben durch

pnk = πnkOk

und für die Bewertung gilt

vk : k −→ Z ∪ {∞}
vk
∣∣
Qp

= evp

mit dem Verzweigungsindex e = ek/Q, d.h. pOk = pek.

Der zugehörige Absolutbetrag ist definiert als

|α|k :=
(
Nk/Qp(pk)

)−vk(α)
= p−fvk(α)

für alle α ∈ k, wobei
f = fk/Qp = [Ok/pk : Zp/pZp︸ ︷︷ ︸

=Fp

] .

Notation. Wir definieren die Einseinheiten n-ter Stufe als

Unk := 1 + pnk , n ≥ 1

U0
k := O×k

Die Gruppe k× ist eine topologische Gruppe, wobei die Unk eine Umgebungsbasis der
1 darstellen. Explizit ist V ⊆ k× genau dann offen, wenn für alle v ∈ V ein n ∈ N
existiert, sodass vUnk ⊆ V ist.

Die Struktur von k× lässt sich nun folgendermaßen beschreiben:

k× = 〈πk〉 × U0
k = 〈πk〉 × U1

k × µq−1

wobei q = |Ok/pk| ist (die Gleichung xq−1− 1 = 0 hat eine Lösung in k = Ok/pk. Dann
folgt mit Hensels Lemma, dass die (q−1)-ten Einheitswurzeln in U0

k enthalten sind).

12



Satz 1.33. (1) Sei K/k eine endliche, abelsche Erweiterung. Dann gibt es eine
kanonische, surjektive Abbildung, die sogenannte Artinabbildung,

( , K/k) : k× −� Gal(K|k)

mit ker(( , K/k)) = NK/k(K
×) (die Untergruppe NK/k(K

×) ≤ k× ist offen
(siehe z.B. [Ser13]).

Falls K/k unverzweigt ist, so gilt

(a,K/k) = σ
vk(a)
K/k

für alle a ∈ k×, wobei σK/k den Frobenius bezeichnet.

(2) Sei H ≤ k× eine offene Untergruppe von endlichem Index. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte abelsche Erweiterung K/k, sodass NK/k(K

×) = H.

Erläuterung. Die Situation in Teil ((1)) ist von der folgenden Form:

K OK P

k Ok p

Qp

⊃ ⊃

⊃ ⊃

wobei pOK = Pe. Sei K := OK/P und k := Ok/p. Die Sequenz

0 −→ G0 ↪−→ G −� Gal(K|k) −→ 0

σ 7−→ (a 7→ σ(a))

ist exakt, wobei

G0 := I := {σ ∈ G |σ(a) ≡ a mod P, ∀α ∈ OK} .

Es ist e = |G0|, d.h.

G
∼=−→ Gal(K|k)

σK/k 7−→ (x 7→ x|k|)

falls K/k unverzweigt ist.

Bemerkung 1.34. Satz 1.33 definiert eine Bijektion

K 7−→ NK/k(K
×)

zwischen endlichen, abelschen Erweiterungen K/k und Untergruppen von k×, die
offen sind und endlichen Index haben.

13



Satz 1.35. Seien H1, H2 ≤ k× offen und von endlichem Index. Seien K1, K2 die
zugehörigen Klassenkörper. Dann gilt:

(1) H1 ≤ H2 ⇐⇒ K1 ⊇ K2,

(2) H1 ∩H2 ←→ K1K2,

(3) H1H2 ←→ K1 ∩K2.

Satz 1.36. Sei K/k eine endliche, abelsche Erweiterung. Dann induziert die Ar-
tinabbildung einen Isomorphismus

U0
k/NK/k(U0

K) −→ G0

Korollar 1.37. Sei K/k eine endliche, abelsche Erweiterung. Dann ist K/k genau
dann unverzweigt, wenn NK/k surjektiv auf den Einheiten ist.

1.3 Globale Klassenkörpertheorie (ideltheoretisch)

Literatur: [CNT87].

Sei k/Q ein Zahlkörper und v eine Stelle von k. Wir bezeichnen die Komplettierung
bei v mit kv. Falls v endlich ist (d.h. v korrespondiert zu einem Primideal p), ist kv
ein p-adischer Körper mit den Einheiten Uv := Ukv := U0

kv
. Ist v unendlich, so ist

kv = R oder kv = C und wir setzen Uv := Ukv := k×v .

Definition 1.38. Die Gruppe

Jk := {a = (av)v ∈
∏
v

k×v | av ∈ Uv für fast alle v}

heißt die Idelgruppe von k. Die Untergruppe

Uk =
∏
v

Uv

nennt man die Gruppe der Einheitsidele.

Jk ist eine topologische Gruppe. Eine Umgebungsbasis der 1 ist gegeben durch∏
v∈S

Wv ×
∏
v/∈S

Uv ≤ Jk ,

wobei S alle endlichen Teilmengen von Stellen von k und Wv jeweils eine Umge-
bungsbasis der 1 in k×v durchläuft.

Betrachte

ιk : k× ↪−→ Jk
α 7−→ (ιv(α))v

14



Erläuterung. Ist v endlich, so gibt es eine kanonische Abbildung ιv : k ↪−→ kv,
die α ∈ k auf die konstante Cauchy-Folge mit Wert α abbildet. Ist v unendlich, so
korrespondiert v zu einer Einbettung τ : k ↪−→ C und ιv(α) = τ(α) ∈ kv.

Übung 1.39 (siehe Blatt 3, Aufgabe 1). ιk(k
×) ist eine diskrete Untergruppe von

Jk.

Man nennt ιk(k
×) die Untergruppe der Hauptidele von k.

Sei v0 eine fixierte Stelle von k. Dann erhalten wir eine Einbettung

k×v0
↪−→ Jk

α 7−→ (xv)v

mit

xv =

{
1, v 6= v0

α, v = v0

Sei K/k eine Erweiterung von Zahlkörpern. Dann definiert man eine Norm
NK/k : JK −→ Jk durch

NK/k((xw)w) := (yv)v

mit

yv :=
∏
w|v

NKw/kv(xw) .

Es gilt

NK/k(ιK(α)) = ιk(NK/k(α)) (1.1)

für α ∈ K×.

Definition 1.40. Sei k ein Zahlkörper. Dann heißt

Ck := Jk/k×

die Idelklassengruppe.

Wegen (1.1) induziert die Norm eine Normabbildung NK/k : CK −→ Ck.

Definition 1.41. (1) Sei m ein Divisor von k und α = (αv)v ∈ Jk. Dann schreibt
man

α ≡ 1 mod ∗m ,

falls

(i) vp(αp − 1) ≥ vp(m0) für alle p|m0 und
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(ii) αv > 0 für alle v|m∞.

(2) Die Untergruppe

Jk(m) := {α = (αv)v ∈ Jk |α ≡ 1 mod ∗m} ≤ Jk

heißt Strahl modulo m.

(3) Die Gruppe Ck(m) := Jk/k×Jk(m) heißt Strahlklassengruppe modulo m.

Notation. Für eine Untergruppe V ≤ Jk sei Vm := V ∩ Jk(m).

Lemma 1.42. Es gilt

Jk(m)/k×m
∼=−→ Jk/k× .

Beweis. Es ist zu zeigen, dass

Jk(m) Jk Jk/k×

ψ

⊆

surjektiv ist, dann folgt die Aussage mit ker(ψ) = Jk(m) ∩ k× = k×m . Dazu braucht
man den

Satz 1.43 (Approximationssatz). Seien | · |1 , ..., | · |n paarweise inäquivalente Be-
träge auf k. Seien a1, ..., an ∈ k. Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein x ∈ k mit
|x− ai|i < ε für 1 ≤ i ≤ n (vgl. [Neu06, Kapitel II, Satz (3.4)]).

Sei α = (αv)v ∈ Jk. Zu zeigen: Es gibt ein β ∈ k× mit βα ∈ Jk(m) (dann ist
ψ(βα) = αk× in Jk/k×).
Hierzu ist ein β ∈ k× gesucht mit

vp(βαp − 1) ≥ vp(m0)⇐⇒ Nk/Q(p)−vp(βαp−1) ≤ Nk/Q(p)−vp(m0)

⇐⇒ |βαp − 1|p ≤ Nk/Q(p)−vp(m0)

⇐⇒
∣∣β − α−1

p

∣∣
p
≤
Nk/Q(p)−vp(m0)

|αp|p
=: εp

für alle v = p mit p|m0. Falls v = σ eine unendliche Stelle in m∞ ist, so muss gelten
sgn(σ(β)) = sgn(αv). Wähle

ε < min{εp, |αv |/2

∣∣ v|m∞, p|m0} .

Für v|m wähle av ∈ k mit ∣∣av − α−1
v

∣∣
v
<
ε

2

Finde mit dem Approximationssatz β ∈ k mit

|β − av| <
ε

2
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für alle v|m. Dann folgt ∣∣β − α−1
v

∣∣
v

=
∣∣β − av + av − α−1

v

∣∣
v

<
ε

2
+
ε

2
= ε

für alle v|m. Somit folgt βα ∈ Jk(m).

Definition 1.44. Der Homomorphismus

c : Jk −� Ik
α = (αv)v 7−→

∏
p

pvp(αp) =: (α) = c(α)

heißt Inhalt (engl. content).

Satz 1.45. Sei K/k eine abelsche Erweiterung von Zahlkörpern. Dann induziert der
Inhalt c einen Isomorphismus von Gruppen

Jk(m)/(k×NK/k(Jk))m −→ Ik(m)/Pk(m)NK/k(IK(m0OK))

Beweis. Siehe [Lan13, Kapitel VII, §4].

Betrachte das kommutative Diagramm

Jk(m)/(k×NK/k(Jk))m Ik(m)/Pk(m)NK/k(IK(m0OK))

Jk/k×NK/k(JK) Gal(K|k)

Jk

∼=siehe Lemma 1.42

∼=

( ,K/k)∼=

Θ

( ,K/k)

Bemerkung 1.46. Θ hängt nicht von m ab.

Definition 1.47. Die Abbildung ( , K/k) : Jk −→ Gal(K|k) heißt Artinabbildung.

Bemerkung 1.48. Sei α = (αv)v ∈ Jk und K/k modulo m definiert. Finde mit
dem Approximationssatz β ∈ k× mit βα ∈ Jk(m). Sei a = c(βα). Dann gilt

(a, K/k) = (α,K/k) .

Satz 1.49. (1) Sei K/k eine abelsche Erweiterung von Zahlkörpern. Dann indu-
ziert die Artinabbildung ( , K/k) : Jk −→ Gal(K|k) einen Isomorphismus

Ck/NK/k(CK) = Jk/k×NK/k(JK)
∼=−→ Gal(K|k)

(2) Zu jeder offenen Untergruppe k× ≤ H ≤ Jk von endlichem Index gibt es genau
eine abelsche Erweiterung K/k mit k×NK/k(JK) = H.
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Bemerkung 1.50. (1) Oft wird die Artinabbildung aufgefasst als Abbildung

( , K/k) : Ck = Jk/k× −→ Gal(K|k) .

(2) Mittels der Zuordnung

Jk Ck

H U

k× 1

lassen sich die obigen Resultate auch über die Idelklassengruppe formulieren.

(3) Seien k× ≤ H1, H2 ≤ Jk offene Untergruppen von endlichem Index und K1, K2

die zugehörigen Klassenkörper. Dann gilt

(i) H1 ≤ H2 ⇐⇒ K1 ⊇ K2,

(ii) H1H2 ←→ K1 ∩K2,

(iii) H1 ∩H2 ←→ K1K2.

(4) Betrachte die Situation

K

kM

k M

k ∩M

F

wobei die Erweiterungen K/k sowie M/F abelsch sind. Sei α ∈ Jk. Dann ist

(α,K/k)
∣∣
M

= (Nk/F (α),M/F )

18



Zusammenhang zum Lokalen

Sei K/k eine Galoiserweiterung von Zahlkörpern. Betrachte

KP

P K kp

P̃ KZ

p k

galoissch

G

Z

wobei

Z = ZP = {σ ∈ G |σ(P) = P} ≤ G

die Zerlegungsgruppe von P ist. Es gilt

ϕ : Z
∼=−→ Gal(KP|kp)

σ 7−→ (α 7→ σ(α))

wobei für α ∈ KP repräsentiert durch die Cauchy-Folge (αn)n, αn ∈ K, σ(α) durch
(σ(αn))n repräsentiert ist.
Sei K/k abelsch und

ιv : kv ↪−→ Jk
ξ 7−→ (· · · , 1, ξ︸︷︷︸

v−te Stelle

, 1, · · · )

Dann kann man zeigen:

(ιv(ξ), K/k) ∈ Zv ,
wobei Zv die Zerlegungsgruppe zu v bezeichnet, und

ϕ((ιv(ξ), K/k)) = (ξ,Kw/kv)

für alle ξ ∈ k×v .

Satz 1.51. Eine Stelle v = p ist genau dann unverzweigt in K/k, wenn
ιp(Up) ⊆ k×NK/k(JK).

”Beweis”. =⇒: p ist genau dann unverzweigt, wenn KP/kp für alle P|p unverzweigt
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn Up = NKP/kp(UP) für alle P|p. Daraus folgt,
dass ιp(Up) ⊆ NK/k(JK).
⇐=: Sei ξ ∈ Up. Dann gilt

(ιp(ξ), K/k) = 1

d.h.

(ξ,KP/kp) = 1

und ξ ∈ ker(( , KP/kp)) = NKP/kp(K
×
P). Somit folgt ξ ∈ NKP/kp(UP).
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2 Kohomologie endlicher Gruppen

2.1 G-Moduln

Literatur: Dieses Kapitel folgt [NS11].
G sei stets eine endliche Gruppe. Der ganzzahlige Gruppenring ist definiert als

Z[G] :=
{∑
g∈G

agg | ag ∈ Z
}
.

Z[G] ist ein Ring mittels komponentenweiser Addition und(∑
g∈G

agg

)
·

(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
g,h

agbhgh

=
∑
z∈G

(∑
gh=z

agbh

)
z

Es ist klar, dass Z[G] genau dann kommutativ ist, wenn G abelsch ist.

Analog lässt sich R[G] für jeden kommutativen Ring R definieren.

Wir wollen Z[G]-Moduln (G-Moduln), also G-Mengen, die zugleich eine abelsche
Gruppe sind, studieren.

Beispiel 2.1. (1) Sei L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Dann gilt
für α ∈ L (∑

g∈G

agg

)
α :=

∑
g∈G

agg(α)

und somit ist L ein Z[G]-Modul. Analog ist L auch ein K[G]- und ein OK [G]-
Modul. Der Ganzheitsring OL ist ein Z[G]- und ein OK [G]-Modul, jedoch kein
K[G]-Modul.

Sei nun α ∈ L×, dann ist L× mittels(∑
g∈G

agg

)
· α :=

∏
g∈G

g(α)ag

ein Z[G]-Modul und analog sind auch O×L und IL Z[G]-Moduln, letzteres mit-
tels (∑

g∈G

agg

)
· a :=

∏
g∈G

g(a)ag .

Dann ist PL ein Z[G]-Teilmodul von IL und somit auch clL = IL/PL ein Z[G]-
Modul. Ebenfalls ist die Gruppe der Einheitswurzeln µL ein Z[G]-Modul.

20



(2) Es seien A,G endliche Gruppen und A zusätzlich abelsch. Die Sequenz

1 A E G 1 .π

σ

sei exakt. Dann können wir A als G-Modul betrachten mittels:

Wähle eine mengentheoretische Abbildung σ mit πσ(g) = g. Dann definiere

g · a := σ(g)aσ(g)−1

für g ∈ G, a ∈ A.

Übung 2.2. Die Gruppenwirkung ist unabhängig von der Wahl von σ.

Definition 2.3. (1) Die Abbildung

ε : Z[G] −� Z∑
g∈G

agg 7−→
∑
g∈G

ag

heißt Augmentation. Der Kern von ε heißt Augmentationsideal und wird mit
IG bezeichnet.

(2) Das Element NG :=
∑

g∈G g heißt Normelement oder Spurelement. Die Abbil-
dung

µ : Z ↪−→ Z[G]

n 7−→ nNG

heißt Koaugmentation. Wir setzen JG := coker(µ) = Z[G]/Z·NG.

Wir haben also die exakten Sequenzen

0 IG Z[G] Z 0

0 Z Z[G] JG 0

ε

µ

Satz 2.4. (1) IG hat die Z-Basis

{g − 1 | g ∈ G \ {1}} .

(2) JG hat die Z-Basis

{g + Z ·NG | g ∈ G \ {1}} .

(3) Die Sequenzen zerfallen als Z-Moduln, d.h.

Z[G] ∼= Z⊕ IG ,
Z[G] ∼= Z⊕ JG .
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Beweis. Übung.

Übung 2.5. Es gilt IG = AnnZ[G](Z ·NG) und Z ·NG = AnnZ[G](IG).

Sei nun A ein G-Modul.

Definition 2.6. Die Menge

AG := {a ∈ A | ga = a, ∀g ∈ G}

heißt der Fixmodul und die Teilmenge

NGA := {NGa | a ∈ A}

heißt die Normengruppe von A. Weiter ist

NGA := {a ∈ A |NGa = 0}

der Kern der Norm und wir definieren den Teilmodul

IGA :=
{∑
g 6=1

ag(ga− a) | a ∈ A, ag ∈ Z
}
⊆ NGA

Beispiel 2.7. Sei L/K eine Galoiserweiterung von lokalen Körpern über Qp. Für
A = L× ist (

L×
)G

= K× ⊇ NGA = NL/K(L×)

und falls L/K abelsch ist folgt

H−2(G,Z) ∼= Gal(L|K)
Artin∼= K×/NL/K(L×) ∼= H0(G,L×) .

Etwas ausführlicher: Gal(L/K) ist kanonisch isomorph zur Kohomologiegruppe
H−2(G,Z), K×/NL/K(L×) ist kanonisch isomorph zu H0(G,L×) und wir werden die
Artinabbildung als Inverse zu einem kanonischen Isomorphismus

invL/K : H−2(G,Z) −→ H0(G,L×)

definieren.

Seien A,B G-Moduln. Dann wird HomZ(A,B) zu einem G-Modul mittels

(gf)(a) := g(f(g−1a)) ,

d.h. gf := g ◦ f ◦ g−1, wobei f ∈ HomZ(A,B), g ∈ G, a ∈ A.
Es ist klar, dass

HomG(A,B) := HomZ[G](A,B) = HomZ(A,B)G

gilt.

Ebenso wird A⊗Z B zum G-Modul mittels

g(a⊗ b) := ga⊗ gb .
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Warnung. Es ist AG ⊗BG ⊆ (A⊗B)G. Im Allgemeinen gilt hier keine Gleichheit.

Definition 2.8. Ein Z[G]-Modul A heißt frei, falls es einen Z[G]-Isomorphismus

f : A −→
⊕
i∈I

Z[G]

gibt, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

Übung 2.9. (1) Sei L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkörpern mit Galois-
gruppe G. Dann besagt der Satz von der Normalbasis, dass ein Θ ∈ L existiert,
sodass {g(Θ) | g ∈ G} eine K-Basis von L ist.

Mit anderen Worten ist L K[G]-frei, denn

K[G] −→ L∑
g

agg 7−→
∑
g

agg(Θ)

ist ein Isomorphismus.

Sei nun ω1, ..., ωn mit n = [K : Q] eine Q-Basis von K. Dann ist L auch
Q[G]-frei, denn

Q[G]n −→ L

(λi)i=1,...,n 7−→
n∑
i=1

ωiλi(Θ)

ist ein Isomorphismus von Q[G]-Moduln.

Es stellt sich die

Frage (A. Fröhlich): Ist OL ein freier Z[G]-Modul?

Diese Frage wurde 1981 von M. Taylor gelöst:

OL ist genau dann (stabil) frei, wenn die Wurzelzahlklasse trivial ist.

(2) IG und JG sind nicht frei.

(3) Sei p eine Primzahl, dann ist OQ(ζp) Z[G]-frei (Hilberts Satz 132, siehe Blatt
4, Aufgabe 3).

Satz 2.10. Sei X Z[G]-frei und

0 −→ A
h

↪−→ B
g
−� C −→ 0

eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln. Dann ist die Sequenz

0 −→ HomG(X,A) ↪−→ HomG(X,B) −� HomG(X,C) −→ 0

exakt.
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Beweis. Falls X = Z[G], so gilt: Das Diagramm

0 HomG(Z[G], A) HomG(Z[G], B) HomG(Z[G], C) 0

0 A B C 0

h∗

f 7→f(1)∼= ∼=h◦f 7→h(f(1))

g∗

∼=

ist kommutativ, wobei h∗(f) = h ◦ f (analog für g∗).

Sei allgemein X ∼=
⊕

i∈I Z[G]. Dann folgt die Behauptung aus der Additivität von
HomG(X, ).
Genauer sei X =

⊕
j∈J Xj für G-Moduln Xj. Dann ist

HomG

(⊕
j∈J

Xj, A
)
−→

∏
j∈J

HomG(Xj, A)

f 7−→ (f |Xj)j∈J(∑
j∈J

xj 7→
∑
j∈J

fj(xj)

)
←− [ (fj)j∈J

ein Isomorphismus.

Bemerkung 2.11. (1) Der Funktor HomG(X, ) ist stets linksexakt, d.h.

0 −→ HomG(X,A)
h∗

↪−→ HomG(X,B)
g∗−→ HomG(X,C)

ist exakt.

(2) Man kann Z[G]-frei durch Z[G]-projektiv ersetzen (siehe Übungsblatt).

Beweis zu (1). Sei f ∈ HomG(X,A), dann ist (g∗ ◦ h∗)(f) = g ◦ h ◦ f = 0, d.h.
im(h∗) ⊆ ker(g∗).
Sei nun f2 ∈ HomG(X,B) und es gelte g ◦ f2 = 0, d.h. im(f2) ⊆ ker(g) = im(h).
Wir suchen f1, sodass

X B

A

f2

f1

h

kommutiert. Dazu sei x ∈ X. Dann gibt es genau ein a ∈ A mit f2(x) = h(a). Setze
nun f1(x) := a.

Definition 2.12. Ein G-Modul X ist projektiv, falls für alle Diagramme der Form

X

V W 0

∃

mit exakter Zeile ein Z[G]-Modulhomomorphismus X −→ V existiert, sodass das
Diagramm kommutiert (hierbei sind die Abbildungen jeweils Z[G]-Modulhomomor-
phismen).
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Falls X projektiv ist, so ist HomG(X, ) exakt.

Beweis. Nach Definition von Projektivität gibt es zu einem f3 ∈ HomG(X,W ) ein
f2 ∈ HomG(X, V ) sodass das folgende Diagramm kommutiert:

X

V W 0

f3
f2

h

Dann ist f2 ein Urbild von f3 und somit ist h∗ surjektiv.

Übung 2.13 (siehe Blatt 4, Aufgabe 4). Sei X ein G-Modul. Folgende Aussagen
sind äquivalent:

(1) X ist projektiv,

(2) HomG(X, ) ist exakt,

(3) X ist direkter Summand eines freien G-Moduls, d.h. es existiert ein G-Modul
Y , sodass X ⊕ Y ein freier G-Modul ist.

(4) Jede exakte Sequenz

0 A B X 0π

σ

von G-Moduln zerfällt, d.h. es gibt einen G-Modulhomomorphismus σ : X −→
B mit π ◦ σ = idX .

Drei Lemmata (ohne Beweis)

Lemma 2.14. Ist
...←− Xq−1 ←− Xq ←− Xq+1 ←− ...

eine exakte Sequenz von freien Z-Moduln und D ein beliebiger Z-Modul. Dann ist

... −→ HomZ(Xq−1, D) −→ HomZ(Xq, D) −→ HomZ(Xq+1, D) −→ ...

exakt.

Lemma 2.15. Ist

0 −→ A ↪−→ B −� C −→ 0

eine exakte Sequenz von freien Z-Moduln und X ein beliebiger Modul. Dann ist

0 −→ X ⊗ A ↪−→ X ⊗B −� X ⊗ C −→ 0

exakt.
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Lemma 2.16. Ist

0 −→ A ↪−→ B −� C −→ 0

eine exakte Sequenz von Z-Moduln und X ein freier Z-Modul, dann ist

0 −→ X ⊗ A ↪−→ X ⊗B −� X ⊗ C −→ 0

exakt.

Beispiele 2.17. (1) Betrachte

0 −→ Z n
↪−→ Z −� Z/nZ −→ 0

a 7−→ na

für ein n ∈ N.

Wende ⊗ Z/nZ an, dann folgt

0 Z⊗ Z/nZ Z⊗ Z/nZ Z/nZ⊗ Z/nZ 0

0 Z/nZ Z/nZ Z/nZ⊗ Z/nZ 0

n

∼= ∼= =

n

Die untere Multiplikation mit n ist die Nullabbildung, also insbesondere nicht
injektiv. Somit ist die Sequenz nicht mehr exakt und dies ist ein Gegenbeispiel
zu Lemma 2.15 und Lemma 2.16.

(2) Betrachte

...←− 0←− Z/nZ←− Z n←− Z←− 0←− ...

Wende HomZ( ,Z) an, dann folgt

... −→ 0 −→ HomZ(Z/nZ,Z) −→ HomZ(Z,Z) −→ HomZ(Z,Z) −→ 0 −→ ...

also

... −→ 0 −→ 0 −→ Z n−→ Z −→ 0 −→ ...

und die Multiplikation mit n ist nicht surjektiv, d.h. die Sequenz ist nicht
exakt und dies ist ein Gegenbeispiel zu Lemma 2.14.

2.2 Definition von (Tate)-Kohomologiegruppen

Sei G eine endliche Gruppe.

Definition 2.18. Unter einer vollständigen freien Auflösung von Z versteht man
einen unendlichen Komplex

... X−2 X−1 X0 X1 X2 ...

Z

0 0

d−1

ε

d0 d1 d2

µ

sodass
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(1) die Xq sind freie Z[G]-Moduln,

(2) µε = d0,

(3) µ, ε, dq sind G-Modulhomomorphismen,

(4) Exaktheit an jeder Stelle.

Wir wollen nun die Standardauflösung von Z definieren:

Für q ≥ 1 definiert man

Xq = X−q−1 =
⊕

Z[G](σ1, ..., σq)

wobei sich die direkte Summe über alle q-Zellen (σ1, ..., σq), σi ∈ G, erstreckt.

Beispiel. X1 = X−2
∼= Z[G]|G|. Ein Element von X1 ist von der Form

∑
σ∈G λσ(σ)

für λσ ∈ Z[G].

Setze X0 = X−1 = Z[G] und definiere

ε : X0 = Z[G] −→ Z
σ 7−→ 1

und

µ : Z −→ X−1 = Z[G]

1 7−→ NG

Weiter sei

d0(1) :=NG ,

d1((σ)) :=σ − 1 ,

dq((σ1, ..., σq)) :=σ1(σ2, ..., σq)

+

q−1∑
i=1

(−1)i(σ1, ..., σi−1, σiσi+1, σi+2, ..., σq)

+ (−1)q(σ1, ..., σq−1) , q > 1 .

Die Formeln für dq, q < 0 findet man in [NS11, S. 13].

Lemma 2.19. Die Standardauflösung ist eine vollständige freie Auflösung von Z.

Beweis. Die Eigenschaften (1)-(3) gelten per Definition. Die Exaktheit von

0←− Z ε←− X0
d1←− X1

d2←− X2 ←− ... (2.1)

zeigt man durch Rechnung und Induktion. Wende auf (2.1) den Funktor HomZ( ,Z)
an. Dann folgt mit Lemma 2.14

0 −→ HomZ(Z,Z) −→ HomZ(X0,Z) −→ HomZ(X1,Z) −→ ... (2.2)
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ist exakt.
Sei x = (σ1, ..., σq) eine q-Zelle. Definiere x∗ ∈ HomZ(Xq,Z) durch

x∗(σ(τ1, ..., τq)) :=

{
1 , σ = 1 und x = (τ1, ..., τq)

0 , sonst

Die Abbildung

Xq −→ HomZ(Xq,Z)

x 7−→ x∗

kann Z[G]-linear fortgesetzt werden und wird ein Isomorphismus von Z[G]-Moduln.
Zur Bijektivität:

(τx∗)(σ(τ1, ..., τq)) = τ(x∗(τ−1σ(τ1, ..., τq)))

=

{
1 , τ = σ und x = (τ1, ..., τq)

0 , sonst

Also ist τ(σ1, ..., σn)∗ genau die Z-duale Basis zu

{σ(τ1, ..., τq) |σ ∈ G, (τ1, ..., τq) q-Zelle} .

Somit wird aus (2.2) durch diese Dualisierung

0 −→ Z −→ X0 −→ X1 −→ ...

und es gilt X0 = X−1, X1 = X−2, etc.

Die expliziten Formeln ergeben sich ebenfalls aus (2.1) durch dualisieren.

Sei nun A ein G-Modul. Wende den Funktor HomG( , A) auf die Standardauflösung
an, dann folgt

... −→ HomG(X−2, A)
∂−1−→ HomG(X−1, A)

∂0−→ HomG(X0, A) −→ ...

ist eine Sequenz von G-Moduln mit

(∂q+1 ◦ ∂q)(f) = 0

für alle q, d.h. im(∂q) ⊆ ker(∂q+1).

Notation. Definiere

Aq := HomG(Xq, A) ,

Zq = Zq(A) := ker(∂q+1) ,

Bq = Bq(A) := im(∂q) .

Man nennt Aq die q-Koketten, Zq die q-Kozyklen und Bq die q-Koränder.
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Definition 2.20. Die Gruppe

Hq(G,A) := Zq(A)/Bq(A)

heißt die q-te (Tate)-Kohomologiegruppe.

Sei x ∈ Aq = A−q−1 = HomG(Xq, A) eine q-Kokette. Xq ist Z[G]-frei erzeugt von
den q-Zellen (σ1, ..., σq) für q ≥ 1. Also ist x eindeutig bestimmt durch seine Werte
auf (σ1, ..., σq). Man kann x als Abbildung

x : Gq −→ A

auffassen. Also gilt

Aq = A−q−1 = {x : Gq −→ A}

für q ≥ 1 und

A0 = A−1 = HomG(Z[G], A) ∼= A

mittels f 7−→ f(1). Die Formeln für die dq liefern nun für die ∂q die Formeln

∂0x =NGx x ∈ A−1 = A ,

(∂1x)(σ) =σx− x x ∈ A0 = A ,

(∂qx)(σ1, ..., σq) =σ1(x(σ2, ..., σq))

+

q−1∑
i=1

(−1)ix(σ1, .., σiσi+1, ..., σq)

+ (−1)qx(σ1, ..., σq−1) x ∈ Aq−1, q ≥ 2 ,

∂−1x =
∑
σ∈G

σ−1(x(σ))− x(σ) x ∈ A−2 = {x : G −→ A} ,

(siehe [NS11, S. 17] für die restlichen Formeln).
Beispielsweise hat man für q = 0

A−1 = A ∼= HomG(Z[G], A) f

A0 = A ∼= HomG(Z[G], A) f ◦ d0

∂0

3

3

und die Formel für ∂0 folgt aus

f(d0(1)) = f(NG) = NGf(1) .

Ebenso hat man für q = 1

A0 = A ∼= HomG(Z[G], A) f

A1 = {x : G −→ A} = HomG(X1, A) f ◦ d1

∂1

3

3

und die Formel für ∂1 folgt aus

f(d1(σ)) = f(σ − 1) = (σ − 1)f(1) .

Die restlichen Formeln folgen analog.
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Explizite Beschreibung der Kohomologiegruppen für q = −1, 0, 1

Es gilt für q = −1:

Z−1 = ker(NG) = NGA ,

B−1 = im(∂−1) = IGA =
{∑
σ 6=1

nσ(σ(a)− a) | a ∈ A, nσ ∈ Z
}
,

H−1(G,A) = NG
A/IGA .

Für q = 0 ergibt sich

Z0 = ker(∂1) = AG ,

B0 = im(∂0) = NGA ,

H0(G,A) = AG/NGA .

Für q = 1 erhalten wir

Z1 = ker(∂2) = {x : G −→ A |x(στ) = σx(τ) + x(σ), ∀σ, τ ∈ G} ,
B1 = im(∂1) = {x : G −→ A | ∃a ∈ A : x(σ) = σ(a)− a} ,

H1(G,A) = Z1/B1 .

Bemerkungen 2.21. (1) Elemente in Z1 heißen gekreuzte Homomorphismen.

(2) Falls G trivial auf A wirkt, d.h. σa = a für alle σ ∈ G und a ∈ A, so ist

Z1 = HomZ(G,A) ,

B1 = 0 ,

=⇒ H1(G,A) = HomZ(G,A) .

(3) Falls

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

eine exakte Sequenz von G-Moduln ist, so ist

0 −→ AG −→ BG −→ CG

exakt (siehe Blatt 5, Aufgabe 2a)). Falls H1(G,A) = 0, so ist auch

0 −→ AG −→ BG −→ CG −→ 0

exakt.

2.3 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Sei f : A −→ B ein Homomorphismus von G-Moduln. Dann induziert f Abbildun-
gen

fq : Aq −→ Bq

x 7−→ fx
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wobei (fx)(σ1, ..., σq) := f(x(σ1, ..., σq)) für q ≥ 1. Das unendliches Diagramm

... Aq−1 Aq Aq+1 ...

... Bq−1 Bq Bq+1 ...

fq−1

∂q

fq

∂q+1

fq+1

∂q ∂q+1

kommutiert. Somit folgt

fq : Zq(A) −→ Zq(B) ,

fq : Bq(A) −→ Bq(B) .

Insgesamt induziert also der Homomorphismus f : A −→ B Abbildungen

f q : Hq(G,A) −→ Hq(G,B) .

Explizit sei c ∈ Hq(G,A) = Zq(A)/Bq(A) die Restklasse von c ∈ Zq(A). Dann wird
f q(c) repräsentiert von fc in Zq(B)/Bq(B).

Satz 2.22. Sei

0 −→ A
i−→ B

j−→ C −→ 0

eine exakte Sequenz von G-Moduln. Dann gibt es einen kanonischen Homomorphis-
mus von G-Moduln für alle q ∈ Z

δq : Hq(G,C) −→ Hq+1(G,A) ,

sodass die unendliche Sequenz

... −→ Hq(G,A)
iq−→ Hq(G,B)

jq−→ Hq(G,C)
δq−→ Hq+1(G,A)

iq+1−→ ... (2.3)

exakt ist.

Definition 2.23. Die Abbildung δq heißt Verbindungshomomorphismus, die Se-
quenz 2.3 heißt lange exakte Kohomologiesequenz.

Beweis. Betrachte

0 Aq−1 Bq−1 Cq−1 0

0 Aq Bq Cq 0

0 Aq+1 Bq+1 Cq+1 0

∂q

iq−1

∂q

jq−1

∂q

∂q+1

iq

∂q+1

jq

∂q+1

iq+1 jq+1

Die Zeilen sind exakt, da sie aus

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0
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durch Anwendung von HomG(Xi, ) für i = q− 1, q, q+ 1 entstehen und da die Xi

Z[G]-frei sind.

Sei cq ∈ Hq(G,C) = Zq(C)/Bq(C) ⊆ Cq/Bq(C). Es gilt ∂q+1(cq) = 0. Sei bq ∈ Bq mit
jq(bq) = cq. Dann ist ∂q+1(bq) ∈ ker(jq+1) = im(iq+1) und es existiert ein eindeutiges
Urbild aq+1 ∈ Aq, d.h. iq+1(aq+1) = ∂q+1(bq). Es gilt

iq+2(∂q+2(aq+1)) = ∂q+2(iq+1(aq+1)) = ∂q+2(∂q+1(bq)) = 0

und somit folgt ∂q+2(aq+1) = 0. Dann ist aq+1 ∈ Zq+1(A) und wir definieren

δq(cq) := aq+1 ,

(man nennt das hier angewendete Verfahren Diagrammjagd).

Wohldefiniertheit: Folgt ebenfalls mittels Diagrammjagd:

Sei cq = c′q, d.h. cq − c′q ∈ Bq(C). Also existiert ein cq−1 ∈ Cq−1 mit ∂q(cq−1) =
cq− c′q und wir können ein Urbild bq−1 von cq−1 unter jq−1 wählen. Dann unterschei-
den sich die bq, b

′
q in der vorherigen Konstruktion gerade um ∂q(bq−1) und es folgt

∂q+1(bq − b′q) = 0, also aq+1 = a′q+1.

Sei nun jq(bq) = cq = jq(b
′
q), dann ist bq − b′q ∈ ker(jq) = im(iq) und es existiert ein

eindeutiges aq mit iq(aq) = bq − b′q. Dann ist aber

iq+1(∂q+1(aq)) = ∂q+1(iq(aq)) = ∂q+1(bq)− ∂q+1(b′q)

= iq+1(aq+1)− iq+1(a′q+1)

und somit folgt aq+1 − a′q+1 ∈ Bq+1(A).

Exaktheit bei Hq(G,C): Betrachte

Hq(G,B)
jq−→ Hq(G,C)

δq−→ Hq+1(G,A)

Die Inklusion im(jq) ⊆ ker(δq) folgt aus der Konstruktion. Sei umgekehrt δq(cq) = 0.
Dann gibt es aq+1 und bq mit

δq(cq) = aq+1 ,

jq(bq) = cq ,

iq+1(aq+1) = ∂q+1(bq) .

Es gilt nun aq+1 = 0, d.h. aq+1 = ∂q+1(aq). Dann folgt

∂q+1(bq) = iq+1(aq+1) = iq+1(∂q+1)(aq)) = ∂q+1(iq(aq))

und somit

∂q+1(bq − iq(aq)) = 0 .
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Ferner gilt

cq = jq(bq − iq(aq))

und da bq − iq(aq) ein Kozykel ist, folgt

cq = jq(bq − iq(aq)) ∈ im(jq) .

Der Rest des Beweises ist eine Übung (siehe Blatt 5, Aufgabe 1).

Korollar 2.24. Falls Hq(G,A) = 0 (bzw. Hq(G,B) = 0 bzw. Hq(G,C) = 0) für
alle q ∈ Z gilt, so erhält man Isomorphismen

jq : Hq(G,B) ∼= Hq(G,C)

bzw.

δ : Hq(G,C) ∼= Hq+1(G,A)

bzw.

iq : Hq(G,A) ∼= Hq(G,B) .

Satz 2.25. Falls

0 A B C 0

0 A′ B′ C ′ 0

f

i

g

j

h

i′ j′

ein kommutatives Diagramm von G-Moduln mit exakten Zeilen ist, so kommutiert

Hq(G,C) Hq+1(G,A)

Hq(G,C ′) Hq+1(G,A′)

δ

hq fq+1

δ

Beweis. Das folgt direkt aus der Konstruktion von δ.

Satz 2.26. Sei
0 0 0

0 A′ A A′′ 0

0 B′ B B′′ 0

0 C ′ C C ′′ 0

0 0 0

f1

i′

f2

i i′′

g1

j′

g2

j j′′

h1 h2
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ein kommutatives Diagramm von G-Moduln mit exakten Zeilen und Spalten. Dann
kommutiert

Hq−1(G,C ′′) Hq(G,C ′)

Hq(G,A′′) Hq+1(G,A′)

δ

δ −δ

δ

Beweis. Sei

D := ker
(
B

g2−→ B′′
j′′−→ C ′′

)
= ker

(
B

j−→ C
h2−→ C ′′

)
.

Dann ist die Sequenz

0 −→ D −→ B −→ C ′′ −→ 0

exakt. Sei weiter

I : A′ −→ A⊕B′

a′ 7−→ (f1(a′), i′(a′))

und

J : A⊕B′ −→ D ⊆ B

(a, b′) 7−→ i(a)− g1(b′)

Behauptung 1. Die Sequenz

0 −→ A′
I−→ A⊕B′ J−→ D −→ 0

ist exakt.

Beweis. • Exaktheit bei D:

Sei b ∈ D. Dann ist j′′(g2(b)) = 0 und somit gibt es ein eindeutiges a′′ ∈ A′′,
sodass i′′(a′′) = g2(b). Sei nun a ∈ A mit f2(a) = a′′. Dann gilt

g2(i(a)) = i′′(f2(a)) = i′′(a′′) = g2(b) .

Es folgt i(a)− b ∈ ker(g2) = im(g1), d.h. es gibt ein eindeutiges b′ ∈ B′, sodass
g1(b′) = i(a)− b, und wir erhalten

b = i(a)− g1(b′) ∈ im(J) .

• Exaktheit bei A⊕B′:
Es gilt

J(I(a′)) = J((f1(a′), i′(a′))) = i(f1(a′))− g1(i′(a′)) = 0 ,

d.h. im(I) ⊆ ker(J). Sei nun (a, b′) ∈ ker(J). Dies ist genau dann der Fall,
wenn i(a) = g1(b′) ist. Es gilt

i′′(f2(a)) = g2(i(a)) = g2(g1(b′)) = 0 ,
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d.h. f2(a) = 0. Dann gibt es ein eindeutiges a′ ∈ A′, sodass f1(a′) = a. Es ist
noch zu zeigen, dass i′(a′) = b′ ist. Dazu betrachte

g1(i′(a′)) = i(f1(a′)) = i(a) = g1(b′) .

Da g1 injektiv ist, folgt i′(a′) = b′.

• Exaktheit bei A′

Es gilt

I(a′) = 0⇐⇒ f1(a′) = 0 und i′(a′) = 0

⇐⇒ a′ = 0 .

Behauptung 2. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

A′ A A′′ B′′ C ′′

A′ A⊕B′ D B C ′′

A′ B′ C ′ C C ′′

f1 f2 i′′ j′′

I

id

− id

J

(id,0)

(0,− id)

⊆ j′′◦g2

g2

j

id

id

i′ j′ h1 h2

Bemerkungen. • Die einzelnen Rechtecke innerhalb des Diagramms werden
jeweils mit der Zeile und Spalte indiziert, also z.B. hat das Rechteck

B′′ C ′′

B C ′′

j′′

g2

j′′◦g2

id

die Bezeichnung (1, 4). Dies gilt auch für alle folgenden Diagramme.

• Die gestrichelten Pfeile sind für Behauptung 2 zu ignorieren, d.h. hier wird die
Kommutativität des großen Rechtecks (1, 2 + 3), das die Rechtecke (1, 2) und
(1, 3) umfasst, behauptet (analog für die unteren Rechtecke).

Beweis. Wir geben hier eine Kostprobe, indem wir die Kommutativität im Rechteck
(2, 1) nachrechnen:

(0,− id)(I(a′)) = −i′(a′) ,
i′((− id)(a′)) = −i′(a′) .

Die Kommutativität der restlichen Rechtecke folgt analog.

Behauptung 3. Das Diagramm lässt sich kommutativ vervollständigen.
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Beweis. Betrachte zuerst D 99K A′′:
Da J surjektiv ist, kann man ein Urbild (a, b′) von d ∈ D wählen und somit das Bild
von d als f2(a) definieren. Dies ist wohldefiniert, da ker(J) = im(I) und f2 ◦ f1 = 0
ist. Dann ist das Rechteck (1, 2) per Konstruktion kommutativ.

Es ist noch zu zeigen, dass das Rechteck (1, 3) ebenfalls kommutiert. Dies folgt aus
der Surjektivität von J und der Kommutativität der Rechtecke (1, 2) und (1, 2 + 3).

Der Beweis für D 99K C ′ funktioniert analog.

Das Diagramm

Hq−1(G,C ′′) Hq(G,A′′) Hq+1(G,A′)

Hq−1(G,C ′′) Hq(G,D) Hq+1(G,A′)

Hq−1(G,C ′′) Hq(G,C ′) Hq+1(G,A′)

id

− id

kommutiert wegen der Funktorialität des Verbindungshomomorphismus δ. Das ist
die Aussage des Satzes.

Satz 2.27. Sei {Ai | i ∈ I} eine Familie von G-Moduln. Dann gilt

Hq(G,
⊕
i∈I

Ai) ∼=
⊕
i∈I

Hq(G,Ai) ,

Hq(G,
∏
i∈I

Ai) ∼=
∏
i∈I

Hq(G,Ai) .

Beweis. Sei A =
⊕

i∈I Ai = {(ai)i∈I ∈
∏

i∈I Ai | ai = 0 für fast alle i}. Es ist

Aq = HomG(Xq, A) ∼=
⊕
i∈I

HomG(Xq, Ai) =
⊕
i∈I

(Ai)q

f 7→ (πi ◦ f)i∈I

(x 7→
∑
i∈I

fi(x))←[ (fi)i∈I

(wohldefiniert, da die Xq endlich erzeugt sind).
Damit erhalten wir das unendliche kommutative Diagramm

... Aq−1 Aq Aq+1 ...

...
⊕

i∈I(Ai)q−1

⊕
i∈I(Ai)q

⊕
i∈I(Ai)q+1 ...

∼= ∼= ∼=

Die Aussage für das Produkt folgt analog.

Anwendung. Wir werden zeigen, dass Hq(G,Z[G]) = 0 für alle q ∈ Z. Es folgt,
dass Hq(G,P ) = 0 für alle q ∈ Z und für alle projektiven G-Moduln P (siehe Blatt
5, Aufgabe 2c)).
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2.4 G-induzierte Moduln

Definition 2.28. Ein G-Modul A heißt G-induziert, falls es eine Untergruppe
D ≤ A gibt, sodass

A =
⊕
σ∈G

σD

(hierbei wird D als trivialer Modul betrachtet).

Beispiel 2.29. Es ist

Z[G] =
⊕
σ∈G

σZ ,

wobei wir Z für die Untergruppe Z · 1G von Z[G] schreiben.

Satz 2.30. Sei A G-induziert und H ≤ G. Dann ist A H-induziert. Falls H E G
ein Normalteiler ist, so ist AH G/H-induziert.

Beweis. Sei A =
⊕

σ∈G σD. Dann gilt

A =
⊕
τ∈ G/H

⊕
σ∈H

στD =
⊕
σ∈H

σ

 ⊕
τ∈ G/H

τD


Sei nun H EG.

Behauptung. AH =
⊕

τ∈G/H τNHD.

Beweis. Die Summe ist tatsächlich direkt, da⊕
τ∈G/H

τNHD ⊆
⊕
σ∈G

σD .

Für die Inklusion
”
⊇“ sei τNHd ∈ τNHD und h ∈ H. Dann gilt

hτNHd = τ(τ−1hτ︸ ︷︷ ︸
∈H

)NHd = τNHd .

Für die andere Inklusion
”
⊆“ sei a ∈ AH . Sei

a =
∑
τ∈G

τdτ

mit dτ ∈ D. Dann gilt für alle σ ∈ H∑
τ∈G

στdστ = a = σa =
∑
τ∈G

στdτ

und es folgt dστ = dτ für alle σ ∈ H und τ ∈ G. Wir erhalten

a =
∑
τ∈G/H

∑
σ∈H

τσdτσ =
∑
τ∈G/H

τ
∑
σ∈H

σdτστ−1τ

=
∑
τ∈G/H

τ

(∑
σ∈H

σ

)
dτ ∈

∑
τ∈G/H

τNHD
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Der Satz ist mit der Behauptung bewiesen.

Satz 2.31. Sei X G-induziert und A ein beliebiger G-Modul. Dann ist
X ⊗ A = X ⊗Z A ebenfalls G-induziert.

Beweis. Es ist

X ⊗ A =

(⊕
σ∈G

σD

)
⊗ A =

⊕
σ∈G

(σD ⊗ A)

=
⊕
σ∈G

(σD ⊗ σA) =
⊕
σ∈G

σ(D ⊗ A)

und somit ist X ⊗ A G-induziert.

Definition 2.32. Ein G-Modul A hat triviale Kohomologie (oder ist kohomologisch
trivial), falls für alle U ≤ G und q ∈ Z gilt

Hq(U,A) = 0

Satz 2.33. Jeder G-induzierte Modul hat triviale Kohomologie.

Beispiel 2.34. Das zeigt Hq(U,Z[G]) = 0 für alle q ∈ Z und alle Untergruppen
U ≤ G. Eine Konsequenz hieraus ist, dass jeder projektive G-Modul triviale Koho-
mologie hat (siehe Blatt 5, Aufgabe 2c)).

Beweis. Ohne Einschränkung genügt es U = G zu betrachten.
Es ist zu zeigen, dass die Sequenz

... −→ HomG(Xq, A)︸ ︷︷ ︸
=Aq

∂q+1−→ HomG(Xq+1, A)︸ ︷︷ ︸
=Aq+1

−→ ... (2.4)

exakt ist.

Sei A =
⊕

σ∈G σD und π : A −→ D die Projektion auf die Komponente der 1. Dann
ist

HomG(Xq, A) ∼= HomZ(Xq, D) (2.5)

f 7→ π ◦ f(
x

fh7−→
∑
σ∈G

σ−1f(σx)
)
←[ h

ein Isomorphismus.

Übung 2.35. Es gilt:

• fh ist G-verträglich,

• f(x) =
∑

σ∈G σ
−1(π ◦ f)(σx),

• π ◦ fh = h.
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Identifiziert man gemäß (2.5), so wird aus (2.4)

... −→ HomZ(Xq, D) −→ HomZ(Xq+1, D) −→ ... (2.6)

Da die Sequenz

...←− Xq ←− Xq+1 ←− ...

exakt ist und Xq Z-frei ist, ist auch (2.6) exakt.

Betrachte

0 −→ IG −→ Z[G]
ε−→ Z −→ 0

und

0 −→ Z µ−→ Z[G] −→ JG −→ 0

1 7−→ NG

Sei A ein G-Modul. Anwendung von ⊗ A liefert die exakten Sequenzen

0 −→ IG ⊗ A −→ Z[G]⊗ A −→ A −→ 0

und

0 −→ A −→ Z[G]⊗ A −→ JG ⊗ A −→ 0 .

Da Z[G] ⊗ A G-induziert ist, erhalten wir aus der langen exakten Kohomologiese-
quenz die Isomorphismen

δ : Hq−1(U, JG ⊗ A) −→ Hq(U,A) ,

δ−1 : Hq+1(U, IG ⊗ A) −→ Hq(U,A)

für alle q ∈ Z und alle Untergruppen U ≤ G.

Definition 2.36. Wir definieren

Am := JG ⊗ JG ⊗ · · · ⊗ JG︸ ︷︷ ︸
m Faktoren

⊗A , m ≥ 0 ,

Am := IG ⊗ IG ⊗ · · · ⊗ IG︸ ︷︷ ︸
|m| Faktoren

⊗A , m ≤ 0 .

Für m ≥ 0 erhält man

δm : Hq−m(U,Am)
δ−→ Hq−m+1(U,Am−1) −→ ... −→ Hq(U,A)

und für m ≤ 0

δm : Hq−m(U,Am)
δ−1

−→ Hq−m−1(U,Am+1) −→ ... −→ Hq(U,A) .

Bemerkungen 2.37. (1) δm ist ein Isomorphismus für alle m ∈ Z.
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(2) Mit der Methode der Dimensionsverschiebung kann man Resultate für Koho-
mologiegruppen kleiner Dimension auf beliebige Dimensionen übertragen.

Ein Beispiel für die Dimensionsverschiebung ist der folgende

Satz 2.38. Es gilt |G|Hq(G,A) = 0 für alle q ∈ Z.

Beweis. Sei C ein beliebiger G-Modul.

Behauptung. Es gilt |G|H0(G,C) = 0.

Beweis. Es ist H0(G,C) = CG/NGC. Sei c+NGC ∈ CG/NGC beliebig. Dann gilt

|G| (c+NGC) = |G| c+NGC = NGc+NGC = 0 .

Wähle nun C = Aq und m = q. Dann folgt mit

δq : H0(G,Aq)
∼=−→ Hq(G,A),

dass |G|Hq(G,A) = 0 ist.

Korollar 2.39. Falls A ein endlich erzeugter G-Modul ist, so ist Hq(G,A) endlich
für alle q ∈ Z.

Beweis. Der Modul Aq = HomG(Xq, A) ist endlich erzeugt. Somit ist auch
Hq(G,A) = Zq(A)/Bq(A) endlich erzeugt. Da Hq(G,A) von |G| annulliert wird, ist
Hq(G,A) also endlich.

Definition 2.40. Eine abelsche Gruppe A hat uneingeschränkte und eindeutige
Division, falls es zu jedem n ∈ N und allen a ∈ A genau ein a1 ∈ A mit na1 = a
gibt.

Beispiele 2.41. (1) Q hat uneingeschränkte und eindeutige Division.

(2) Q/Z hat uneingeschränkte Division. Diese ist aber nicht eindeutig!

Satz 2.42. Falls A uneingeschränkte und eindeutige Division hat, so ist A kohomo-
logisch trivial.

Beweis. Sei

n · id : A −→ A

die Multiplikation mit n. Da A uneingeschränkte und eindeutige Division hat, ist
dies ein Isomorphismus, wie auch die induzierte Abbildung

n · id : Hq(U,A) −→ Hq(U,A) .

Also ist Hq(U,A) ∼= nHq(U,A) für alle n ∈ N und durch die Wahl n = |G| erhalten
wir Hq(U,A) = 0 für alle q ∈ Z.

Beispiele 2.43. (1) Q ist kohomologisch trivial.
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(2) Betrachte die exakte Sequenz

0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0 . (2.7)

Dann ist Hq(G, Q/Z) ∼= Hq+1(G,Z) und insbesondere H−1(G, Q/Z) ∼= Z/|G|Z.

(3) Falls A m-Torsion ist für ein m ∈ N und (m, |G|) = 1, so ist Hq(U,A) = 0 für
alle q ∈ Z.

Beweis. Übung (zeige mHq(U,A) = 0).

Bemerkung 2.44. Es gilt

H−2(G,Z) ∼= Gab ,

H−1(G,Z) = 0 ,

H0(G,Z) = Z/|G|Z ,

H1(G,Z) = Hom(G,Z) = 0 .

Wir können nun zeigen

H2(G,Z) = Hom(G, Q/Z) ∼= Hom(G,C×) ,

denn wir erhalten aus (2.7)

Hom(G, Q/Z) = H1(G, Q/Z) ∼= H2(G,Z)

und die Abbildung

Hom(G, Q/Z) −→ Hom(G,C×)

f 7−→ (σ 7→ e2πif(σ))

ist ein Isomorphismus.

Definition 2.45. Die Gruppe

χ(G) := Hom(G, Q/Z)

heißt Gruppe der (abelschen) Charaktere von G.

2.5 Inflation, Restriktion und Korestriktion

Motivation. Ist A ein G-Modul und U ≤ G eine Untergruppe, so ist A auch ein
U -Modul. Ist U EG ein Normalteiler, so ist AU ein G/U-Modul. Wir wollen nun die
Zusammenhänge zwischen Hq(G/U, AU), Hq(G,A) und Hq(U,A) studieren.

Sei ab jetzt q ≥ 1.
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Definition 2.46. Sei U EG ein Normalteiler und

x : G/U × · · · G/U −→ AU

eine q-Kokette, d.h. ein Element von (AU)q. Dann wird eine q-Kokette y ∈ A definiert
durch

y : G× · · · ×G −→ A

y(σ1, ..., σq) := x(σ1U, ..., σqU)

Man schreibt y = inf x = infGG/U x.

Das Diagramm

(AU)q (AU)q+1

Aq Aq+1

∂q+1

inf inf

∂q+1

kommutiert, d.h. Zyklen gehen auf Zyklen und Ränder auf Ränder über.

Definition 2.47. Die induzierte Abbildung

Infq : Hq(G/U, AU) −→ Hq(G,A)

heißt Inflation.

Satz 2.48. Sei U EG ein Normalteiler und A ein G-Modul. Dann ist die folgende
Sequenz exakt:

0 H1(G/U, AU) H1(G,A) H1(U,A)Inf Res

Wir erinnern uns, dass für x ∈ H1(G/U, AU) repräsentiert durch x : G/U −→ AU das
Bild Inf(x) repräsentiert wird durch

inf(x) : G −→ A

g 7−→ x(gU)

Das Bild von y ∈ H1(G,A) unter der Restriktion wird repräsentiert durch

res(y) : U −→ A

u 7−→ y(u)

Beweis. • Exaktheit bei H1(G/U, AU):

Sei x : G/U −→ AU ein 1-Kozyklus mit Inf(x) = 0. Dann ist inf(x) ein 1-
Korand, d.h.

inf(x)(σ) = x(σU) = σa− a

für ein a ∈ A für alle σ ∈ G.

Es genügt zu zeigen, dass a ∈ AU ist. Für alle τ ∈ U gilt wegen

σa− a = x(σU) = x(στU) = inf(x)(στ) = στa− a ,

dass τa = a für alle τ ∈ U ist. Damit folgt aber a ∈ AU und x ist ein 1-Korand.
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• Exaktheit bei H1(G,A):

Sei x : G/U −→ AU ein 1-Kozyklus. Dann gilt

res(inf(x))(τ) = inf(x)(τ) = x(τU) = x(1) = 0 ,

denn x(1) = x(1 · 1) = x(1) + x(1). Also ist im(Inf) ⊆ ker(Res).

Sei umgekehrt x : G −→ A ein 1-Kozyklus mit Res(x) = 0. Dann ist res(x)
ein 1-Korand, d.h. es gibt ein a ∈ A mit

x(τ) = τa− a

für alle τ ∈ U . Betrachte den 1-Korand

ρ : G −→ A

σ 7−→ σa− a

in B1(G,A). Dann gilt für x′ := x− ρ:

x′(τ) = 0

für alle τ ∈ U und x′ = x in H1(G,A). Es gilt weiter

x′(στ) = x′(σ) + σx′(τ) = x′(σ) (2.8)

x′(τσ) = x′(τ) + τx′(σ) = τx′(σ) (2.9)

für alle σ ∈ G und τ ∈ U .

Definiere

y : G/U −→ AU

σU 7−→ x′(σ)

Wegen (2.8) ist dies wohldefiniert und wegen

τx′(σ)
(2.9)
= x′(τσ) = x′(σ σ−1τσ︸ ︷︷ ︸

∈U

)
(2.8)
= x′(σ)

für alle τ ∈ U , ist x′(σ) ∈ AU . Es ist klar, dass Inf(y) = x′ = x gilt und somit
folgt ker(Res) = im(Inf).

Satz 2.49. Sei U EG ein Normalteiler und A ein G-Modul. Sei q ≥ 1 und es gelte
H i(U,A) = 0 für i = 1, ..., q − 1. Dann ist die Sequenz

0 −→ Hq(G/U, AU)
Inf−→ Hq(G,A)

Res−→ Hq(U,A)

exakt.

Beweis. Dies folgt leicht mit Dimensionsverschiebung (siehe [NS11, Kapitel I, Satz
(4.7)]).
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Die Restriktion für q = 0

Betrachte

AG/NGA = H0(G,A)
Res0−→ H0(U,A) = AU/NUA

a+NGA 7−→ a+NUA

Dies ist wohldefiniert, da NGA = NG/UNUA = NUNG/UA ⊆ NUA.

Übung 2.50 (siehe Blatt 7, Aufgabe 1). Ist

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

eine exakte Sequenz von G-Moduln, so kommutiert

H0(G,C) H0(U,C)

H1(G,A) H1(U,A)

Res0

δ δ

Res1

Bemerkung 2.51. Man kann die Restriktion auf alle Dimensionen q ∈ Z mittels
Dimensionsverschiebung fortsetzen (siehe [NS11, Kapitel I, Definition (4.9)]).

Die Korestriktion

Ziel: Für eine Untergruppe U ≤ G und einen G-Modul A konstruiere

Hq(U,A) −→ Hq(G,A)

für alle q ∈ Z.

q = −1 Definiere

H−1(U,A) = NU
A/IUA

Kor−1−→ NG
A/IGA = H−1(G,A)

a+ IUA 7−→ a+ IGA

Dies ist wohldefiniert, da

IUA = 〈τa− a | τ ∈ U, a ∈ A〉 ⊆ IGA .

q = 0 Definiere

H0(U,A) = AU/NUA
Kor0−→ AG/NGA = H0(G,A)

a+NUA 7−→ NG/Ua+NGA

wobei NG/U =
∑

σ∈G/U σ.
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Lemma 2.52. Sei

0 −→ A
i−→ B

j−→ C −→ 0

eine exakte Sequenz von G-Moduln. Dann kommutiert

H−1(U,C) H0(U,A)

H−1(G,C) H0(G,A)

δ

Kor−1 Kor0

δ

Beweis. Sei c ∈ H−1(U,C) = NU
C/IUC. Wir berechnen zuerst Kor0 ◦δ. Betrachte

hierfür das Diagramm

0 A−1 B−1 C−1 0

0 A0 B0 C0 0

i

∂

j

∂ ∂

i j

wobei A−1 = A0 = A und ∂ = NU (analog für B und C).

Sei b ∈ B−1 = B mit

j(b) = c . (2.10)

Dann folgt j(∂b) = 0, d.h. es existiert ein eindeutiges a ∈ A0 = A mit

i(a) = ∂b = NUb . (2.11)

Dann gilt

δ(c) = a = a+NUA

(leichte Übung: a ∈ AU). Also folgt

Kor0(δ(c)) = NG/Ua+NGA .

Berechne nun δ ◦Kor−1:
Es gilt δ(Kor−1(c)) = δ(c + IG(C)). Betrachte das obige Diagramm als Diagramm
von G-Moduln und ∂ = NG. Man nehme b wie in (2.10). Dann folgt:

∂b = NGb = NG/UNUb
(2.11)
= NG/U(i(a)) = i(NG/Ua)

Also ist

δ(Kor−1(c)) = NG/Ua+NGA

(leichte Übung: NG/Ua ∈ AG).
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Definition 2.53. Sei U ≤ G eine Untergruppe. Unter der Korestriktion versteht
man die eindeutig bestimmte Familie von Homomorphismen

Korq : Hq(U,A) −→ Hq(G,A) , q ∈ Z

mit:

(1) Kor0(a+NUA) = NG/Ua+NGA,

(2) Für jede exakte Sequenz von G-Moduln

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

kommutiert für alle q ∈ Z

Hq(U,C) Hq+1(U,A)

Hq(G,C) Hq+1(G,A)

δ

Korq Korq+1

δ

Beweisansatz. Wir betrachten hier nur die Konstruktion der Homomorphismen.
Betrachte

δqG : H0(G,Aq)
∼=−→ Hq(G,A)

δqU : H0(U,Aq)
∼=−→ Hq(U,A)

Korq wird definiert durch

H0(U,Aq) Hq(U,A)

H0(G,Aq) Hq(G,A)

δqU
∼=

Kor0 Korq

δqG
∼=

Bemerkung 2.54. Der Modul Aq ist hierbei stets definiert als

Aq := IG ⊗ · · · ⊗ IG ⊗ A

für q < 0 bzw.

Aq := JG ⊗ · · · ⊗ JG ⊗ A

für q > 0, d.h. unabhängig von U . Wir erhalten dennoch Isomorphismen

H0(U,Aq) ∼= Hq(U,A)

für jede Untergruppe U ≤ G (vgl. Definition 2.36 und Bemerkungen 2.37 bzw.
[NS11, Kapitel I, Satz (3.15)]).
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Übung 2.55 (siehe Blatt 7, Aufgabe 2). Es gilt

Kor−2 : U/U ′ = Uab ∼= H−2(U,Z) −→ H−2(G,Z) ∼= Gab = G/G′

uU ′ 7−→ uG′

wobei U ′ bzw. G′ die jeweilige Kommutatoruntergruppe bezeichnet.

Satz 2.56. Es gilt

Kor ◦Res = (G : U) · id .

Beweis. Sei a = a+NGA ∈ H0(G,A). Dann ist

Kor0(Res0(a)) = Kor0(a+NUA) = NG/Ua+NGA

a∈AG
= (G : U)(a+NGA) .

Der allgemeine Fall folgt mittels Dimensionsverschiebung:
Betrachte

H0(G,Aq) H0(G,Aq)

Hq(G,A) Hq(G,A)

Kor0 ◦Res0

∼=δq ∼=δq

Korq ◦Resq

Dann gilt

(Korq ◦Resq)(x) = δq((G : U)(δq)−1(x)) = (G : U)(x) .

Satz 2.57. Res und Kor sind funktoriell im folgenden Sinn: Ist f : A −→ B ein
Homomorphismus von G-Moduln, so ist

Hq(G,A) Hq(G,B)

Hq(U,A) Hq(G,B)

f̄

Res Res

f̄

Kor Kor

kommutativ.

Beweis. Leicht mit Dimensionsverschiebung (siehe [NS11, Kapitel I, Satz (4.15)]).

Definition 2.58. Für eine Primzahl p bezeichnetHq(G,A)p die p-Sylowuntergruppe
von Hq(G,A). Man nennt Hq(G,A)p oft den p-primären Teil.

Die folgenden Aussagen sind klar:

• Hq(G,A) =
⊕

p||G|H
q(G,A)p,
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• Hq(G,A)p = {x ∈ Hq(G,A) | ord(x) = pn für ein n ∈ N},

• Hq(G,A)p = Hq(G,A) ⊗ Zp = Hq(G,A ⊗ Zp). Letztere Gleichheit gilt, da
⊗ Zp exakt ist (Übung).

Satz 2.59. Sei A ein G-Modul und Gp ≤ G eine p-Sylowuntergruppe. Dann gilt

Res : Hq(G,A)p ↪−→ Hq(Gp, A) ,

Kor : Hq(Gp, A) −� Hq(G,A)p .

Beweis. Betrachte

Hq(G,A)p Hq(G,A)p

Hq(Gp, A)

Res

(G:Gp)

∼=
Kor

Die Korestriktion bildet in den p-primären Teil ab, da |Gp|Hq(Gp, A) = 0 gilt.
Daraus folgt die Behauptung.

Korollar 2.60. Ist für jede Primzahl p die Gruppe Hq(Gp, A) trivial für eine p-
Sylowuntergruppe Gp ≤ G, so ist Hq(G,A) trivial.

Shapiros Lemma

Definition 2.61. Sei U ≤ G eine Untergruppe. Ein G-Modul A heißt G/U-induziert,
falls

A =
⊕
σ∈G/U

σD

mit einem U -Modul D.

Beispiel 2.62. Es gilt

Z[G/U] =
⊕
σ∈G/U

σ · Z = Z[G]⊗Z[U ] Z .

Bemerkung 2.63. Die G/U-induzierten Moduln sind genau die Moduln der Form

Z[G]⊗Z[U ] X

mit einem U -Modul X (Übung).

Satz 2.64 (Lemma von Shapiro). Sei A ein G/U-induzierter Modul,

A =
⊕
σ∈G/U

σD

mit einem U-Modul D. Dann gilt

Hq(G,A) ∼= Hq(U,D)

für alle q ∈ Z. Dieser Isomorphismus ist gegeben durch

Hq(G,A)
Res−→ Hq(U,A)

π−→ Hq(U,D) ,

wobei π : A −→ D kanonisch ist.
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Bemerkung 2.65. Ist U = 1, so folgt

Hq(G,A) ∼= Hq(1, D) = 0 .

Beispiel 2.66. Sei L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkörpern mit Galoisgruppe
G. Sei IL die Gruppe der gebrochenen Ideale.

Ziel: Berechne Hq(G, IL) für g = −1, 0, 1.

Seien p ⊆ OK , P ⊆ OL Primideale sodass P|p. Sei weiter

IL(p) := {Pa1
1 · · ·Par

r | ai ∈ Z}

mit

pOL = (P1 · · ·Pr)
e

Dann gilt:

• IL =
⊕

p⊆OK
p prim

IL(p),

• Es ist

IL(p) ∼= Z[G/GP]∏
σ

σ(P)aσ ←[
∑

σ∈G/GP

aσσ

mit der Zerlegungsgruppe GP = {σ ∈ G |σP = P}.

Also folgt:

Hq(G, IL) =
⊕
p⊆OK
p prim

Hq(G, IL(p))

=
⊕
p⊆OK
p prim

Hq(G,Z[G/Gp])

=
⊕
p⊆OK
p prim

Hq(GP,Z)

=


0, q = −1,⊕

p
Z/|GP|Z, q = 0,

0, q = 1.

2.6 Das Cupprodukt

Seien A,B zwei G-Moduln. Dann ist auch A⊗B ein G-Modul mit

σ(a⊗ b) = σ(a)⊗ σ(b) .
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Für

A×B −→ A⊗B
(a, b) 7−→ a⊗ b

gilt:

AG ×BG −→ (A⊗B)G ,

NGA×NGB −→ NG(A⊗B) ,

denn:

(NGa,NGb) 7−→ NGa⊗NGb =
∑
σ∈G

σ(a)⊗NGb

=
∑
σ∈G

σ (a⊗NGb)

= NG(a⊗NGb)

Also induziert (a, b) 7−→ a⊗ b eine bilineare Abbildung

H0(G,A)×H0(G,B) −→ H0(G,A⊗B)

(a, b) 7−→ a⊗ b

Diese Abbildung

a ∪ b := a⊗ b ∈ (A⊗B)G/NG(A⊗B)

heißt Cupprodukt in Dimension 0.

Definition 2.67. Es gibt eine eindeutig bestimmte Familie von bilinearen Abbil-
dungen

∪ : Hp(G,A)×Hq(G,B) −→ Hp+q(G,A⊗B)

mit:

(1) Für p = q = 0 ist a ∪ b = a⊗ b,

(2) Sind

0 −→ A −→ A′ −→ A′′ −→ 0

und

0 −→ A⊗B −→ A′ ⊗B −→ A′′ ⊗B −→ 0

exakte Sequenzen von G-Moduln so kommutiert

Hp(G,A′′)×Hq(G,B) Hp+q(G,A′′ ⊗B)

Hp+1(G,A)×Hq(G,B) Hp+q+1(G,A⊗B)

∪

(δ,id) δ

∪

d.h. δ(a′′) ∪ b = δ(a′′ ∪ b).
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(3) Sind

0 −→ B −→ B′ −→ B′′ −→ 0

und

0 −→ A⊗B −→ A⊗B′ −→ A⊗B′′ −→ 0

exakte Sequenzen von G-Moduln, so kommutiert

Hp(G,A)×Hq(G,B′′) Hp+q(G,A⊗B′′)

Hp(G,A)×Hq+1(G,B) Hp+q+1(G,A⊗B)

∪

(id,δ) (−1)pδ

∪

Zur Konstruktion:

H0(G,Ap)×H0(G,Bq) H0(G,Ap ⊗Bq) = H0(G, (A⊗Bq)p)

Hp(G,A)×H0(G,Bq) Hp(G,A⊗Bq) = Hp(G, (A⊗B)q)

Hp(G,A)×Hq(G,B) Hp+q(G,A⊗B)

∪

(δp,id) δp

∪

(id,δq) (−1)pqδq

∪

Motivation. Sei K/Qp eine endliche Körpererweiterung und L/K eine abelsche
Erweiterung mit Galoisgruppe G. Wir werden zeigen, dass H2(G,L×) eine zyklische
Gruppe ist und eine speziellen Erzeuger αL/K definieren, die Fundamentalklasse.
Dann erhalten wir einen Isomorphismus

∪ αL/K : G = Gab = H−2(G,Z) −→ H0(G,L×) = K×/NL/KL×

Dieser ist das Inverse zur Artinabbildung.

Sei bq : G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
q-mal

−→ B ein q-Kozyklus. Dann ist auch

a0 ⊗ bq : G× · · · ×G −→ A⊗B
(σ1, ..., σq) 7−→ a0 ⊗ (bq(σ1, ..., σq))

für a0 ∈ AG ein q-Kozyklus.

Satz 2.68. Es gilt

a0 ∪ bq = a0 ⊗ bq ,
ap ∪ b0 = ap ⊗ b0 .
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Eigenschaften des Cupprodukts

(1) Seien f : A −→ A′ und g : B −→ B′ jeweils G-Modulhomomorphismen.
Weiter sei

f ⊗ g : A⊗B −→ A′ ⊗B′

a⊗ b 7−→ f(a)⊗ g(b)

die induzierte Abbildung und a ∈ Hp(G,A), b ∈ Hq(G,B). Dann gilt

f(a) ∪ g(b) = f ⊗ g(a ∪ b) .

(2) Seien A und B zwei G-Moduln und U ≤ G eine Untergruppe. Sind a ∈
Hp(G,A) und b ∈ Hq(G,B), so gilt

Res(a ∪ b) = Res(a) ∪ Res(b) ∈ Hp+q(U,A⊗B) .

(3) Sei a ∈ Hp(G,A), b ∈ Hq(U,B). Dann gilt

Kor(Res(a) ∪ b) = a ∪Kor(b) .

(4) Für a ∈ Hp(G,A) und b ∈ Hq(G,B) gilt

a ∪ b = (−1)pqb ∪ a ∈ Hp+q(G,A⊗B) = Hp+q(G,B ⊗ A) (Antikommutativität) .

(5) Das Cupprodukt ist assoziativ.

Lemma 2.69. Sei a1 ∈ H1(G,A) und b−1 ∈ H−1(G,B) = NG
B/IGB. Dann gilt

a1 ∪ b−1 = x0 ∈ H0(G,A⊗B) = (A⊗B)G/NG(A⊗B)

mit

x0 =
∑
τ∈G

a1(τ)⊗ τb−1 .

Beweis. Aus

0 −→ Z NG−→ Z[G] −→ JG −→ 0

folgt

0 −→ A −→ Z[G]⊗ A︸ ︷︷ ︸
=:A′

−→ JG ⊗ A︸ ︷︷ ︸
=:A′′

−→ 0

und

0 −→ A⊗B −→ A′ ⊗B −→ A′′ ⊗B −→ 0 .

52



Diese Sequenzen sind exakt. A′ ist G-induziert, also kohomologisch trivial. Insbe-
sondere ist also H1(G,A′) = 0 und somit gibt es eine 0-Kokette a′0 ∈ A′ mit

a1(τ) = τa′0 − a′0 (2.12)

für alle τ ∈ G. Sei a′′0 ∈ (A′′)G das Bild von a′0 in A′′. Betrachte dazu

0 A0 A′0 A′′0 0

0 A1 A′1 A′′1 0

∂ ∂

a′0 7→a′′0

∂

Es gilt ∂(a′′0)(σ) = σa′′0 − a′′0 und a1 = δ(a′′0). Damit folgt

a1 ∪ b−1 = δ(a′′0) ∪ b−1 = δ(a′′0 ∪ b−1)

= δ(a′′0 ⊗ b−1) = ∂( a′0 ⊗ b−1︸ ︷︷ ︸
∈H−1(G,A⊗B)

)

∂=NG= NG(a′0 ⊗ b−1) =
∑
τ∈G

τa′0 ⊗ τb−1

(2.12)
=
∑
τ∈G

(a1(τ) + a′0)⊗ τb−1

=
∑
τ∈G

a1(τ)⊗ τb−1 + a′0 ⊗NGb−1︸ ︷︷ ︸
=0

Sei nun B = Z. Wir identifizieren A⊗ Z und A.

Erinnerung 2.70. Es gilt

H−2(G,Z) ∼= Gab

σ ←[ σG′

Der Isomorphismus folgt aus der Sequenz

0 −→ IG −→ Z[G] −→ Z −→ 0

und ist gegeben durch

H−2(G,Z) H−1(G, IG) IG/I2
G Gab

σ (σ − 1) + I2
G σG′

∼=

(2.13)

Lemma 2.71. Es gilt

a1 ∪ σ = a1(σ) ∈ H−1(G,A⊗ Z) = H−1(G,A) .

Bemerkung 2.72. Es gilt NGa1(σ) = 0 (leichte Übung).
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Beweis. Aus

0 −→ A⊗ IG −→ A⊗ Z[G] −→ A −→ 0

erhält man

δ : H−1(G,A)
∼=−→ H0(G,A⊗ IG) .

Es genügt zu zeigen:

δ(a1 ∪ σ) = δ(a1(σ)) .

Zur rechten Seite betrachte

a1(σ)⊗ 1 a1(σ)

0 A⊗ IG A⊗ Z[G] A 0 q = −1

0 A⊗ IG A⊗ Z[G] A 0 q = 0

∂ ∂ ∂

mit ∂ = NG. Aus der Konstruktion von δ folgt

δ(a1(σ)) = NG(a1(σ)⊗ 1)

=
∑
τ∈G

τa1(σ)⊗ τ =: x0

Für die linke Seite gilt

δ(a1∪σ) = −(a1 ∪ δσ)

(2.13)
= −a1 ∪ (σ − 1) =: y0 ,

wobei das erste δ den Verbindungshomomorphismus zur Sequenz

0 −→ A⊗ IG −→ A⊗ Z[G] −→ A −→ 0

bezeichnet, während das zweite δ für den Verbindungshomomorphismus zur Sequenz

0 −→ IG −→ Z[G] −→ Z −→ 0

steht.
Es gilt wegen Lemma 2.69

y0 = −
∑
τ∈G

a1(τ)⊗ τ(σ − 1)

=
∑
τ∈G

a1(τ)⊗ τ −
∑
τ∈G

a1(τ)⊗ τσ

=
∑
τ∈G

a1(τ)⊗ τ −
∑
τ∈G

(a1(τσ)− τa1(σ))⊗ τσ

=
∑
τ∈G

τa1(σ)⊗ τσ
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und somit folgt

y0 − x0 =
∑
τ∈G

τa1(σ)⊗ τ(σ − 1)

= NG(a1(σ)⊗ (σ − 1)) .

Also ist y0 = x0 ∈ H0(G,A⊗ IG).

Anwendung. Sei a2 ∈ H2(G,A). Dann ist

a2 ∪ : H−2(G,Z) −→ H0(G,A)

ein Gruppenhomomorphismus.

Satz 2.73. Es gilt

a2 ∪ σ =
∑
τ∈G

a2(τ, σ)

Bemerkung 2.74. Es gilt
∑

τ∈G a2(τ, σ) ∈ AG (leichte Übung).

Beweis. Betrachte

0 −→ Z −→ Z[G] −→ JG −→ 0

0 −→ A −→ A⊗ Z[G]︸ ︷︷ ︸
=:A′

−→ A⊗ JG︸ ︷︷ ︸
=:A′′

−→ 0

Wegen H2(G,A′) = 0 gibt es eine 1-Kokette a′1 ∈ A′1 mit a2 = ∂a′1, d.h.

a2(τ, σ) = τa′1(σ)− a′1(τσ) + a′1(τ) (2.14)

für alle τ, σ ∈ G. Betrachte

a′1 a′′1

0 A1 A′1 A′′1 0

0 A2 A′2 A′′2 0

∂ ∂ ∂

Dann ist a′1 ein 1-Kozyklus, da a2 eine 2-Kokette mit Werten in A ist.
Es gilt δa′′1 = a2 und man berechnet

a2∪σ = δa′′1 ∪ σ = δ(a′′1 ∪ σ)
2.71
= δ(a′′1(σ)) = ∂(a′1(σ))

=
∑
τ∈G

τa1(σ)
(2.14)
=
∑
τ∈G

a2(τ, σ) + a′1(τσ)− a′1(τ)

=
∑
τ∈G

a2(τ, σ)

55



2.7 Kohomologie zyklischer Gruppen

Satz 2.75. Sei G = 〈σ〉 eine endliche zyklische Gruppe und A ein G-Modul. Dann
gilt

Hq(G,A) ∼= Hq+2(G,A)

für alle q ∈ Z.

Beweis. Wir werden zeigen H−1(G,A) ∼= H1(G,A). Der allgemeine Fall folgt mittels
Dimensionsverschiebung:

Hq(G,A) ∼= H−1(G,Aq+1) ∼= H1(G,Aq+1) ∼= Hq+2(G,A)

Wir wollen zunächst eine Abbildung

Z1(G,A)/B1(G,A) −→ NG
A/IGA

definieren. Hierzu sei x ∈ Z1(G,A). Dann ist

x(σk) = σx(σk−1) + x(σ)

= σ(σx(σk−2) + x(σ)) + x(σ) = · · ·

=
k−1∑
i=0

σix(σ)

Es folgt mit n = |G|:

NGx(σ) =
n−1∑
i=0

σix(σ) = x(σn) = x(1) = 0 ,

d.h. x(σ) ∈ NGA. Wir haben also

Z1(G,A) −→ NGA

x 7−→ x(σ)
(2.15)

Umgekehrt sei a ∈ NGA. Dann wird durch x(σ) := a ein 1-Kozyklus definiert vermöge

x(σk) :=
k−1∑
i=0

σix(σ) =
k−1∑
i=0

σia ,

da die einzige Relation durch

0 = x(σn) =
n−1∑
i=0

σia

erfüllt ist. Somit ist (2.15) eine Bijektion.
Für ein x ∈ Z1(G,A) gilt:

x ∈ B1(G,A) ⇐⇒ ∃a ∈ A : x(σk) = σka− a
⇐⇒ ∃a ∈ A : x(σ) = σa− a
⇐⇒ x(σ) ∈ IGA = (σ − 1)A

(Übung: IG = (σ − 1)Z[G]).
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Bemerkung 2.76. Sei G = 〈σ〉 zyklisch mit der Ordnung n. Sei

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

eine exakte Sequenz von G-Moduln. Dann wird aus der langen exakten Kohomolo-
giesequenz ein exaktes Hexagon

H2(G,A) H0(G,A) H0(G,B)

H1(G,C) H−1(G,C) H0(G,C)

H1(G,B) H1(G,A)

∼=

∼=

Übung 2.77. Zeige die Exaktheit bei H0(G,A).

Der Herbrandquotient

Definition 2.78. Sei G zyklisch und H0(G,A) und H1(G,A) seien endlich. Dann
nennt man

h(A) :=
|H0(G,A)|
|H1(G,A)|

den Herbrandquotienten von A.

Satz 2.79. Sei

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

exakt und G zyklisch. Sei der Herbrandquotient für zwei der Moduln definiert. Dann
ist der Herbrandquotient auch für den dritten definiert und es gilt

h(B) = h(A) · h(C) .

Beweis. Die Aussage folgt aus

h0(A) · h0(C) · h1(B)

h0(B) · h1(A) · h1(C)
= 1 ,

was wiederum aus der Exaktheit des Hexagon folgt.

Satz 2.80. Sei |A| <∞. Dann gilt h(A) = 1.

Beweis. Die Sequenz

0 −→ AG −→ A
σ−1−→ A −→ A/IGA −→ 0

a 7−→ σa− a

ist exakt. Also folgt
∣∣AG∣∣ = |A/IGA|. Aus

0 −→ H−1(G,A) −→ A/IGA
NG−→ AG −→ H0(G,A) −→ 0

a+ IGA 7−→ NGa

folgt nun |H1(G,A)| = |H−1(G,A)| = |H0(G,A)|.
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Korollar 2.81. Sei f : A −→ B ein G-Modulhomomorphismus mit endlichem Kern
und Kokern. Dann gilt:

(1) Falls h(A) definiert ist, so auch h(B) und umgekehrt.

(2) Es gilt dann h(A) = h(B).

Beweis. Betrachte die exakte Sequenz

0 ker(f) A B coker(f) 0

W

f

f

mit W = im(f). Wir betrachten den Fall in dem h(A) definiert ist. Da der Kern von
f endlich ist, ist auch h(W ) definiert. Dann ist aber auch h(B) definiert. Es gilt

h(A) = h(ker(f))h(W ) = h(W ) = h(W )h(coker(f)) = h(B) .

Der andere Fall geht genauso.

Der Herbrandquotient für Gruppen von Primzahlordnung

Sei |G| = p für eine Primzahl p.

Definition 2.82. Sei A eine abelsche Gruppe. Dann setzt man

ϕ(A) :=
|A/pA|∣∣∣ker(A

p−→ A)
∣∣∣ ,

falls Zähler und Nenner endlich sind.

Bemerkung 2.83. Falls A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, so sind sowohl
h(A) als auch ϕ(A) definiert.

Beweis. Da A endlich erzeugt ist, gilt

A ∼= Ator ⊕ Zr

mit Ator endlich und r ≥ 0.

Definition 2.84. Für jeden G-Modul A ist

AG := A/IGA .

Bemerkung 2.85. Die Sequenz

0 −→ H−1(G,A) −→ AG
NG−→ AG −→ H0(G,A) −→ 0

ist exakt.

58



Satz 2.86. Sei A ein G-Modul, |G| = p. Seien coker(p), ker(p) endlich. Dann sind
auch ϕ(AG), ϕ(AG) und h(A) definiert und es gilt

h(A)p−1 =
ϕ(AG)p

ϕ(A)
.

Beweis. Siehe Blatt 9).

Satz 2.87 (Chevalley). Sei |G| = p und A ein endlich erzeugter G-Modul. Seien α
und β die Ränge von A und AG, d.h. A ∼= Ator ⊕Zα und AG ∼= (AG)tor ⊕Zβ. Dann
gilt

h(A) = p(pβ−α)/(p−1)

Beweis. Betrachte

0 −→ Ator −→ A −→ Atf −→ 0

mit Atf := A/Ator. Daraus erhalten wir die exakte Sequenz

0 −→ (Ator)
G −→ AG −→ (Atf )

G −→ H1(G,Ator) .

Damit folgt rg(AG) = rg((Atf )
G) und ferner gilt

h(A) = h(Ator·)h(Atf ) = h(Atf ) .

Es folgt

h(A)p−1 = h(Atf )
p−1 2.86

=
ϕ((Atf )

G)p

ϕ(Atf )
.

Nach Definition erhalten wir

ϕ(Atf ) =
|Atf/pAtf |∣∣∣ker(Atf

p−→ Atf )
∣∣∣ = |Atf/pAtf | = pα

und analog ϕ((Atf )
G) = pβ.

2.8 Der Satz von Tate

Satz 2.88. Sei G eine endliche Gruppe und A ein G-Modul. Dann sind äquivalent:

(1) A ist kohomologisch trivial.

(2) Es gibt ein q0 ∈ Z, sodass für alle U ≤ G gilt

Hq0(U,A) = 0 = Hq0+1(U,A) .
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Beweis. Die Richtung (1) =⇒ (2) ist offensichtlich. Für (2) =⇒ (1) genügt es zu
zeigen:

Hq0(U,A) = 0 = Hq0+1(U,A) =⇒ Hq0−1(U,A) = 0 = Hq0+2(U,A)

für alle U ≤ G. Mittels Dimensionsverschiebung reicht es den Fall q0 = 1 zu be-
trachten, denn:

0 = Hq0(U,A) ∼= H1(U,Aq0−1)
0 = Hq0+1(U,A) ∼= H2(U,Aq0−1)

{
=⇒

{
0 = H0(U,Aq0−1) ∼= Hq0−1(U,A)

0 = H3(U,Aq0−1) ∼= Hq0+2(U,A)

Sei also ohne Einschränkung

H1(U,A) = 0 = H2(U,A)

für alle Untergruppen U ≤ G. Es ist zu zeigen

H0(U,A) = 0 = H3(U,A)

für alle U ≤ G. Hierfür benutzen wir Induktion über |G|:

Induktionsanfang: Für |G| = 1 ist die Aussage klar.

Induktionsschritt: Aus der Induktionsannahme folgt H0(U,A) = 0 = H3(U,A) für
alle echten Untergruppen U � G.
Es bleibt also zu zeigen: H0(G,A) = 0 = H3(G,A).

1. Fall G ist keine p-Gruppe:

Dann sind alle p-Sylowuntergruppen echte Untergruppen. Die Behauptung
folgt dann aus

Hq(G,A)p
Res
↪−→ Hq(Gp, A) = 0

für q = 0, 3 und Hq(G,A) =
⊕

pH
q(G,A)p.

2. Fall G ist eine p-Gruppe:

Jede p-Gruppe ist auflösbar, d.h. es gibt einen Normalteiler H E G mit
|G/H| = p. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

H0(H,A) = H3(H,A) = 0

und nach Grundannahme

H1(H,A) = H2(H,A) = 0 .

Aus der Inflations-Restriktions-Sequenz erhalten wir

Hq(G/H, AH)
Inf∼= Hq(G,A)
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für q = 1, 2, 3 (beachte für q = 2 bzw. q = 3, dass H1(H,A) = 0 bzw.
H1(H,A) = H2(H,A) = 0).

Jetzt folgt

H1(G,A) = 0 =⇒ H1(G/H, AH) = 0 .

Da G/H zyklisch ist, folgt H3(G/H, AH) = 0 und somit H3(G,A) = 0.

Ferner folgt ausH2(G,A) = 0, dassH2(G/H, AH) = 0 ist und somitH0(G/H, AH) =
0. D.h.

AG = (AH)
G/H = NG/HA

H = NG/H(NHA) = NGA

und es folgt H0(G,A) = 0.

Seien A,B zwei G-Moduln und a ∈ Hp(G,A). Dann liefert

a ∪ : Hq(G,B) −→ Hp+q(G,A⊗B)

für alle q ∈ Z Gruppenhomomorphismen.

Satz 2.89. Sei A ein G-Modul mit folgender Eigenschaft. Für alle Untergruppen
U ≤ G ist

(1) H−1(U,A) = 0,

(2) H0(U,A) ist zyklisch von der Ordnung |U |.

Sei a ∈ H0(G,A) ein Erzeuger. Dann ist

a ∪ : Hq(G,Z) −→ Hq(G,A)

ein Isomorphismus für alle q ∈ Z.

Beweis. Sei B := A⊕ Z[G]. Sei

i : A −→ B

a 7−→ (a, 0)

Dann ist

i : Hq(U,A) −→ Hq(U,B) = Hq(U,A)⊕Hq(U,Z[G])︸ ︷︷ ︸
=0

ein Isomorphismus für alle U ≤ G und alle q ∈ Z.

Sei a = a0 +NGA mit a0 ∈ AG. Betrachte den G-Modulhomomorphismus

f : Z −→ B = A⊕ Z[G]

1 7−→ (a0, NG)
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f ist offensichtlich injektiv. Sei f̄ : Hq(U,Z) −→ Hq(U,B). Dann kommutiert

Hq(U,Z) Hq(U,A)

Hq(U,B)

a∪

f̄
i

denn: Sei

bq : G× · · · ×G −→ Z
σ = (σ1, ..., σq) 7−→ bq(σ)

ein q-Kozyklus. Es gilt

Hq(U,Z) bq a0 ⊗ bq Hq(U,A)

(σ 7→ (bq(σ)a0, bq(σ)NG)) (σ 7→ (bq(σ)a0, 0))

3 a∪

i

∈

=

Es ist noch zu zeigen, dass f̄ ein Isomorphismus ist. Betrachte dazu

0 −→ Z f−→ B −→ C −→ 0 , (2.16)

mit C = coker(f). Dann folgt

0 −→ H−1(U,C) −→ H0(U,Z)
f̄−→ H0(U,B) −→ H0(U,C) −→ 0 ,

da H1(U,Z) = HomZ(U,Z) = 0.

Behauptung (Beweis am Ende). f̄ ist ein Isomorphismus für alle U ≤ G.

Aus der Behauptung folgt, dass H−1(U,C) = H0(U,C) = 0 für alle U ≤ G. Somit
ist nach Satz 2.88 C kohomologisch trivial. Damit folgt f̄ ist ein Isomorphismus für
alle q ∈ Z und alle U ≤ G, wegen der langen exakten Kohomologiesequenz zu (2.16).

Beweis der Behauptung. Betrachte

H0(G,A) H0(U,A) H0(G,A)Res

|G/U|·id

Kor

Sei m := ord(ResGU (a)) (ResGU (a) ∈ H0(U,A)). Dann gilt

0 = Kor(Res(ma)) = m · |G|
|U |

a .

Es folgt |U | teilt m und ResGU (a) ist somit ein Erzeuger von H0(U,A).
Wegen f̄(1 + |U |Z) = a0 +NUA = ResGU (a) ist f̄ : H0(U,Z) −→ H0(U,B) surjektiv.
Wegen ∣∣H0(U,Z)

∣∣ = |U | =
∣∣H0(U,A)

∣∣ =
∣∣H0(U,B)

∣∣
ist f̄ ein Isomorphismus.
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Somit ist der Beweis von Satz 2.89 vollständig.

Satz 2.90 (Satz von Tate). Sei A ein G-Modul mit der folgenden Eigenschaft. Für
alle Untergruppen U ≤ G ist

(1) H1(U,A) = 0,

(2) H2(U,A) ist zyklisch von der Ordnung |U |.

Dann ist für jeden Erzeuger a von H2(G,A) die Abbildung

a ∪ : Hq(G,Z) −→ Hq+2(G,A)

ein Isomorphismus.
Zusatz: ResGU (a) erzeugt H2(U,A) für alle Untergruppen U ≤ G und man erhält
Isomorphismen

ResGU (a) ∪ : Hq(U,Z) −→ Hq+2(U,A) .

Beweis. Betrachte δ : Hq(U,A2) −→ Hq+2(U,A). Dann folgt H−1(U,A2) = 0 und
H0(U,A2) ist zyklisch von der Ordnung |U |. Das Diagramm

Hq(U,Z) Hq(U,A2)

Hq(U,Z) Hq+2(U,A)

δ−1a∪

id δ

a∪

kommutiert wegen δ(δ−1a ∪ x) = δ(δ−1a) ∪ x. Nach Satz 2.89 ist δ−1a ∪ ein
Isomorphismus und somit folgt die Behauptung.
Der Zusatz folgt aus Kor ◦Res = |G/U| · id.
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3 Lokale Klassenkörpertheorie

3.1 Abstrakte Klassenkörpertheorie

Einschub: Unendliche Galoistheorie

Literatur: [NS11, Kapitel IV, §1]

Sei k ein Körper und k der separable Abschluss. Sei Gk := Gal(k|k) die absolute
Galoisgruppe.

Definition 3.1. Sei Ω/k eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Dann wird
für jedes σ ∈ G durch die Nebenklassen

σGal(Ω|K)

für endliche, galoissche Erweiterungen K/k eine Umgebungsbasis von σ definiert.
Die so erzeugte Topologie auf G heißt Krulltopologie.

Die Situation wird in folgendem Bild veranschaulicht:

Ω

K

k

G

Gal(Ω|K)

<∞, gal.

Bemerkung 3.2. Eine Teilmenge U ⊆ G ist offen, wenn es zu jedem σ ∈ U eine
endliche Galoiserweiterung K/k gibt mit σGal(Ω|K) ⊆ U .

Satz 3.3. Für jede Galoiserweiterung Ω/k ist G = Gal(Ω|k) hausdorffsch und kom-
pakt.

Beweisskizze. Zu
”
hausdorffsch“:

Sei σ 6= τ , σ, τ ∈ G. Dann gibt es eine endliche Galoiserweiterung K/k mit
σ
∣∣
K
6= τ

∣∣
K

. Dies gilt genau dann, wenn σGal(Ω|K) 6= τ Gal(Ω|K) und ist somit
äquivalent zu

σGal(Ω|K) ∩ τ Gal(Ω|K) = ∅ .

Zu
”
kompakt“:

Betrachte

h : G −→
∏
K/k

endl., gal.

Gal(K|k)

σ 7−→
(
σ
∣∣
K

)
K
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Es gilt:

• h ist injektiv,

• h ist ein Homöomorphismus auf h(G),

• h(G) ⊆
∏

K Gal(K|k) ist abgeschlossen, wobei jede der endlichen Gruppen
Gal(K|k) mit der diskreten Topologie versehen wird und das Produkt die
Produkttopologie trägt.

•
∏

K Gal(K|k) ist kompakt nach dem Satz von Tychonoff.

Damit folgt h(G) ∼= G ist kompakt.

Bemerkung 3.4. Es ist

h(G) = lim←−
K/k

endl., gal.

Gal(K|k)

mit Elementen der Form{
(σK)K ∈

∏
K

Gal(K|k)
∣∣∣σL∣∣K = σK für alle L/K/k

}
.

Explizit: Für α ∈ Ω, σ ∈ G ist σ(α) = σK(α) für eine endliche Galoiserweiterung
K/k, sodass α ∈ K.

Beispiele 3.5. (1) Sei k = Fq und Ω = k. Betrachte

N

K

k

m

n

mit n|m. Dann gilt

Z/mZ ∼= Gal(N |k)
res
−� Gal(K|k) ∼= Z/nZ

ϕ 7−→ ϕ

wobei ϕ den Frobenius bezeichnet. Dann gilt

Gal(k|k) ∼= lim←−
n

Z/nZ =: Ẑ .

Ẑ wird als der Prüferring bezeichnet.
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(2) Sei k = Q(ζp) für eine Primzahl p 6= 2. Betrachte

Q(ζp∞) :=
⋃∞
n=1Q(ζpn+1) =: Ω

Q(ζpn+1)

Q(ζp2)

Q(ζp)

Q

Dann gilt

lim←−
n

Gal(Q(ζpn+1)|Q(ζp))︸ ︷︷ ︸
∼= 1+pZ

1+pn+1Z ↪→(Z/pn+1Z)×

= lim←−
n

1 + pZ
1 + pn+1Z

logp∼= lim←−
n

pZ
pn+1Z

∼= lim←−
n

Z/pnZ = Zp .

Satz 3.6 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei Ω/k eine Galoiserweiterung. Dann ist
die Zuordnung K 7−→ Gal(Ω|K) eine 1 : 1-Korrespondenz zwischen den Teilerwei-
terungen K/k von Ω/k und den abgeschlossenen Untergruppen von Gal(Ω|k). Die
offenen Untergruppen entsprechen den endlichen Erweiterungen K/k.

Bemerkung 3.7. Für jede topologische Gruppe G gilt:

(1) Ist U ≤ G offen, so ist U auch abgeschlossen.

(2) Ist U ≤ G abgeschlossen und von endlichem Index, so ist U auch offen.

(3) Falls G kompakt ist und U ≤ G, so gilt

U offen ⇐⇒ U abgeschlossen und (G : U) <∞ .

Beweis. Siehe Blatt 10, Aufgabe 1.

3.2 Abstrakte Galoistheorie

Definition 3.8. Eine topologische Gruppe G heißt pro-endlich, falls gilt:

(1) G ist hausdorffsch und kompakt.

(2) Die Identität hat eine Umgebungsbasis bestehend aus offenen Normalteilern.

Beispiel 3.9 (Standardbeispiel). G = Gal(Ω|k).

Sprechweisen. • {GK |K ∈ X} sei die Menge der offenen Untergruppen von
G.
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• Die Elemente K ∈ X nennen wir Körper.

• Das Element K0 mit GK0 = G heißt Grundkörper.

• Falls GK ⊇ GL, so schreibt man L/K und wir definieren [L : K] := (GK : GL).

• L/K ist normal, falls GL EGK . Man setzt dann GL/K = GK/GL.

• Man setzt

K =
n⋂
i=1

Ki ⇐⇒ GK = 〈GKi : i = 1, ..., n〉 ,

K =
n∏
i=1

Ki ⇐⇒ GK =
n⋂
i=1

GKi .

• Falls GL′ = σGLσ
−1 für ein σ ∈ G, so schreibt man L′ = σL. L und L′ heißen

konjugiert.

Sei G eine pro-endliche Gruppe und A ein G-Modul.

Beispiel 3.10. Sei Ω/k eine Galoiserweiterung, G = Gal(Ω|k) und A = Ω×.

Lemma 3.11. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) G× A −→ A ist stetig, wobei A mit der diskreten Topologie versehen ist.

(2) Für jedes a ∈ A ist

Ga := {σ ∈ G |σ(a) = a}

eine offene Untergruppe von G.

(3) A =
⋃
U A

U , wobei U die Menge der offenen Untergruppen durchläuft.

Beweis. Siehe Blatt 10, Aufgabe 2.

Bemerkung 3.12. Ein G-Modul A, der die obigen Bedingungen erfüllt heißt steti-
ger G-Modul.

Definition 3.13. Sei A ein stetiger G-Modul, dann nennt man (G,A) eine Forma-
tion.

Beispiel 3.14. Sei G = Gal(Ω|k). Dann ist (G,Ω×) eine Formation.

Beweis. Sei α ∈ Ω×. Betrachte

Ω

K

k(α)

k

endl., gal.

<∞
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Dann gilt

Gα = Gal(Ω|k(α)) =
⋃

σ∈Gal(Ω|k(α))/Gal(Ω|K)

σGal(Ω|K)

ist offen.

Definition 3.15. Sei (G,A) eine Formation und K ∈ X. Dann setzt man

AK := AGK .

Im Standardbeispiel: AK = K×.

Bemerkungen 3.16. Sei (G,A) eine Formation.

(1) L/K (⇐⇒ GL ≤ GK) impliziert AK ⊆ AL.

(2) Ist L/K normal (⇐⇒ GL EGK), so ist AL = AGL ein GK/GL = GL/K-Modul.

Im Standardbeispiel:

Ω

L

K

k

GK

GL

gal.

GL/K = GK/GL und AL = L× ist ein GL/K-Modul.

Fazit. Zu jeder normalen Erweiterung L/K haben wir einen GL/K-Modul AL und
Kohomologiegruppen Hq(GL/K , AL) für alle q ∈ Z.

Definition 3.17. Setze

Hq(L|K) = Hq(L/K,AL) := Hq(GL/K , AL)

falls L/K normal ist.

Sei N/L/K und N/K und L/K seien normal. Dann hat man die Inflationsabbildung

Hq(L|K) Hq(N |K)

Hq(GL/K , AL) Hq(GN/K , AN)

InfN

Inf

für q ≥ 1, da

AL = AGL = (AGN )
GL/GN = A

GN/L
N .
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Ebenso hat man falls N/K normal ist

Hq(N |K) Hq(N |L)

Hq(GN/K , AN) Hq(GN/L, AN)

ResL

KorK

Res

Kor

eine Restriktion und eine Korestriktion.
FallsN/K und L/K normal sind, so hat man exakte Inflations-Restriktions-Sequenzen

1 −→ Hq(L|K)
InfN−→ Hq(N |K)

ResL−→ Hq(N |L)

falls H i(N |L) = 1 für 1 ≤ i ≤ q − 1.
Im Standardbeispiel:

H0(N |K) = K×/NN/K(N×)
ResL−→ H0(N |L) = L×/NN/L(N×)

ist induziert von der Inklusion K× ⊆ L×.

L×/NN/L(N×) = H0(N |L)
KorK−→ H0(N |K) = K×/NN/K(N×)

ist induziert von der körpertheoretischen Norm NL/K .

Definition 3.18. Eine Formation (G,A) heißt Körperformation, falls für jede nor-
male Erweiterung L/K die erste Kohomologiegruppe H1(L|K) = 1 ist.

Im Standardbeispiel:

Satz 3.19. Sei Ω/k galoissch und A = Ω×. Dann ist (Gal(Ω|k),Ω×) eine Körperformation.

Beweis. H1(L|K) = H1(Gal(L|K), L×) = 1 nach Hilberts Satz 90 (siehe Blatt 8,
Aufgabe 1).

Bemerkung 3.20. In einer Körperformation ist

1 −→ H2(L|K)
InfN−→ H2(N |K)

ResL−→ H2(N |L)

stets exakt.

Definition 3.21. Definiere

H2(K) = H2(K,A) = H2(GK , A) := lim−→
L

H2(L|K) ,

wobei L/K die normalen Erweiterungen von K durchläuft. Der direkte Limes ist
bzgl. der Inflation gebildet.

Anschaulich:

H2(K) =
⋃
L

H2(L|K) ,

wenn man sich die Inflation als Identität vorstellt, d.h. H2(L|K) ⊆ H2(N |K) be-
deutet eigentlich InfN(H2(L|K)) ⊆ H2(N |K).
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Bemerkung 3.22. Für pro-endliche Gruppen G und stetige G-Moduln A kann
man wie bei endlichen Gruppen für q ≥ 0 Kohomologiegruppen Hq(G,A) definieren,
indem man als q-Koketten die stetigen Abbildungen

x : G× · · · ×G −→ A , q ≥ 1

zulässt (siehe [NSW13, Chapter I]). Es gilt dann

Hq(G,A) ∼= lim−→
U

Hq(G/U, AU)

(siehe [NSW13, Theorem 1.5.1]), wobei U EG die offenen Normalteiler durchläuft.

Satz 3.23. Sei (G,A) eine Körperformation und K ′/K normal. Dann ist die Se-
quenz

1 H2(K ′|K) H2(K) H2(K ′)Inf Res

exakt.

Beweis. Zu zeigen ist die Exaktheit bei H2(K). Sei hierfür c ∈ H2(L|K) ⊆ H2(K).
Es gelte ResK′(c) = 0 inH2(L|K ′). Dabei ist L groß genug, sodass L/K ′/K und L/K
normal ist. Aus der Inflations-Restriktions-Sequenz für L/K ′/K folgt c ∈ im(InfL).

Ziel: Finde Gab
L|K
∼= AK/NL/KAL. Dies liefert der Satz von Tate, wenn man an (G,A)

die folgenden Bedingungen stellt:

I. H1(L|K) = 1,

II. H2(L|K) ist zyklisch von der Ordnung [L : K].

Dann erhalten wir den gewünschten Isomorphismus

a ∪ : Gab
L/K = H−2(GL/K ,Z)

∼=−→ H0(GL/K , AL) = AK/NL/KAL

falls 〈a〉 = H2(L|K).
Ziel: Spezifiziere a eindeutig (durch eine Verschärfung von II.).

Definition 3.24. Eine Formation (G,A) heißt Klassenformation, falls

I. H1(L|K) = 1 für alle normalen L/K.

II. Zu jeder normalen Erweiterung L/K gibt es einen Isomorphismus, die Invari-
antenabbildung,

invL/K : H2(L|K)
∼=−→ 1

[L:K]
Z/Z

mit folgenden Eigenschaften
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(1) Falls N/L/K mit N/K und L/K normal, so gilt:

invL/K = invN/K
∣∣
H2(L|K)

bzw. das Diagramm

H2(L|K) 1
[L:K]

Z/Z

H2(N |K) 1
[N :K]

Z/Z

invL/K

Inf ⊆

invN/K

kommutiert.

(2) Falls N/L/K mit N/K normal, so kommutiert das Diagramm

H2(N |K) 1
[N :K]

Z/Z

H2(N |L) 1
[N :L]

Z/Z

invN/K

ResL [L:K]

invN/L

Wegen 3.24.II.(1) erhält man einen injektiven Homomorphismus

invK : H2(K) ↪−→ Q/Z

a 7−→ invL/K(a) , a ∈ H2(L|K)

Satz 3.25. Sei N/L/K und N/K normal. Dann gilt:

(1) invN/K(c) = invL/K(c) falls L/K normal ist und c ∈ H2(L|K) ⊆ H2(N |K).

(2) invN/L(ResL(c)) = [L : K] invN/K(c) für c ∈ H2(N |K).

(3) invN/K(KorK(c)) = invN/L(c) für c ∈ H2(N |L).

(4) invσL/σK(σ∗c) = invL/K(c) für c ∈ H2(N |K), σ ∈ G.

Erläuterung (zu (4)). Betrachte

GK/GL = GL/K
cσ−→ GσL/σK = σGKσ

−1/σGLσ−1 = GσK/GσL

γGL 7−→ σγσ−1(σGLσ
−1)

und

AGL = AL
mσ−→ AσL = AGσL

a 7−→ σa

Wegen mσ(γa) = cσ(γ)(mσ(a)) erhält man einen Isomorphismus

σ∗ : Hq(L|K) −→ Hq(σL|σK) .
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Auf q-Koketten für q ≥ 1 gilt

x : GL/K × · · · ×GL/K → AL

σ∗x := mσ ◦ x ◦ c−1
σ

Beweis von Satz 3.25. (1) und (2) sind Definition.

Zu (3): Wegen 3.24.II.(2) ist

ResL : H2(N |K) −→ H2(N |L)

surjektiv. Sei c̃ 7→ c. Dann folgt

KorK(c) = KorK(ResL(c̃)) = c̃[L:K]

und somit

invN/K(KorK(c)) = invN/K
(
c̃[L:K]

)
= [L : K] invN/K(c̃) = invN/L(c) .

Für (4) siehe [NS11, Kapitel II, Satz (1.4)].

Definition 3.26. Das durch

invL/K(uL/K) =
1

[L : K]
+ Z

eindeutig bestimmte Element uL/K ∈ H2(L|K) heißt Fundamentalklasse. Hierbei ist
L/K stets normal.

Fast formale Konsequenzen aus Satz 3.25:

Satz 3.27. Sei N/L/K und N/K normal. Dann gilt:

(1) uL/K = u
[N :L]
N/K , falls L/K normal ist.

(2) ResL(uN/K) = uN/L.

(3) KorK(uN/L) = u
[L:K]
N/K .

(4) σ∗(uN/K) = uσN/σK für σ ∈ G.

Beweiskostprobe. Zu (1): Es gilt

invN/K

(
u

[N :L]
N/K

)
= [N : L] invN/K(uN/K)

=
[N : L]

[N : K]
+ Z =

1

[L : K]
+ Z

= invL/K(uL/K)

und somit folgt uL/K = u
[N :L]
N/K (beachte uL/K ∈ H2(L|K) ↪→ H2(N |K) 3 uN/K).

Für den Rest siehe [NS11, Kapitel II, Satz (1.6)].
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Satz 3.28 (Hauptsatz über Klassenformationen). Sei (G,A) eine Klassenformation.
Dann ist für jede normale Erweiterung L/K die Abbildung

uL/K ∪ : Hq(GL/K ,Z) −→ Hq+2(GL/K , AL) = Hq+2(L|K)

für q ∈ Z ein Isomorphismus.

Beweis. Die Aussage gilt nach Satz 2.90 (Satz von Tate).

Für q = −2 erhält man das allgemeine Reziprozitätsgesetz :

Satz 3.29. Sei (G,A) eine Klassenformation. Dann liefert für jede normale Erwei-
terung L/K die Abbildung

uL/K ∪ : Gab
L/K
∼= H−2(GL/K ,Z) −→ H0(L|K) = AK/NL/KAL

einen kanonischen Isomorphismus

ΘL/K : Gab
L/K −→ AK/NL/KAL .

Definition 3.30. • ΘL/K heißt Nakayamaabbildung.

• Die zu ΘL/K inverse Abbildung heißt Reziprozitätsisomorphismus.

• Das Normrestsymbol ist

( , L/K) : AK Gab
L/K

AK/NL/KAL

Θ−1
L/K

In der lokalen Klassenkörpertheorie

Sei k/Qp eine endliche Erweiterung und G = Gk = Gal(k|k). Dann ist (G, k
×

) eine
Klassenformation (siehe [NS11, Kapitel II, Satz (5.6)]).

Im Globalen

Sei k ein Zahlkörper undG = Gk = Gal(k|k). Dann ist (G, Ck) eine Klassenformation
(siehe [NS11, Kapitel III, Satz (6.9)]). Hierbei ist

Ck := lim−→
L

CL

mit CL = JL/L×. Für endliche Körpererweiterungen L′/L/k ist dabei CL −→ CL′
induziert von

JL −→ JL′
α = (αv)v 7−→ β = (βw)w

mit βw = αv für w|v.
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Übung 3.31. Diese Abbildung ist eine Inklusion CL ↪−→ CL′.
Bemerkung 3.32. Die Sequenz

0 NL/KAL AK Gab
L/K 0

( ,L/K)

ist exakt, d.h.

(a, L/K) = 1 ⇐⇒ a ∈ NL/KAL .

Satz 3.33 (ohne Beweis). Sei N/L/K und N/K normal. Dann sind folgende Dia-
gramme kommutativ:

(1) Falls zusätzlich L/K normal ist:

AK Gab
N/K

AK Gab
L/K

( ,N/K)

π

( ,L/K)

wobei

π : GN/K/G′
N/K

= Gab
N/K −→ Gab

L/K =
(GN/K/GN/L)

(GN/K/GN/L)′

τG′N/K 7−→ (τGN/L)(GN/K/GN/L)′

(2)

AK Gab
N/K

AL Gab
N/L

( ,N/K)

⊆ Ver

( ,N/L)

Hierbei ist Ver induziert von

H−2(GN/K ,Z)
Res−→ H−2(GN/L,Z) .

Bemerkung. Ver hat auch eine rein gruppentheoretische Definition, siehe
[Neu06, Kapitel IV, §5] und [Ser13].

(3)

AL Gab
N/L

AK Gab
N/K

( ,N/L)

NL/K κ

( ,N/K)

wobei

κ : GN/L/G′
N/L

= Gab
N/L −→ Gab

N/K = GN/K/G′
N/K

τG′N/L 7−→ τG′N/K
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(4)

AK Gab
N/K

AσK Gab
σN/σK

( ,N/K)

σ σ∗

( ,σN/σK)

Hierbei ist σ∗ induziert durch die Konjugation

τ 7−→ στσ−1 .

Beispiel 3.34. Sei k/Qp endlich, k der algebraische Abschluss von k und

Gk = Gal(k|k). Dann folgt mit Hilberts Satz 90, dass (Gk, k
×

) eine Körperformation
ist.

Bemerkung 3.35. Falls L/K normal, so ist Gab
L/K = GL/K/G′

L/K
die Galoisgruppe

der maximal abelschen Teilerweiterung Lab/K von L/K, denn für H EGL/K gilt:

GL/K/H abelsch ⇐⇒ G′L/K ⊆ H .

Das Reziprozitätsgesetz ist also ein Isomorphismus

GLab/K
∼= AK/NL/KAL .

Definition 3.36. Eine Untergruppe I ≤ AK heißt Normengruppe, falls es eine
normale Erweiterung L/K gibt mit I = NL/KAL.

Satz 3.37. Sei L/K normal und Lab/K die maximal abelsche Teilerweiterung. Dann
gilt:

NL/KAL = NLab/KALab .

Beweis. Es gilt

NL/KAL = NLab/K NL/LabAL︸ ︷︷ ︸
⊆A

Lab

,

d.h. NL/KAL ⊆ NLab/KALab ⊆ AK . Aus dem Reziprozitätsgesetz erhalten wir

AK/NL/KAL ∼= Gab
L/K
∼= GLab/K

∼= AK/N
Lab/K

A
Lab

und somit folgt Gleichheit.

Korollar 3.38. (AK : NL/KAL) teilt [L : K]. Es gilt genau dann Gleichheit, wenn
GL/K abelsch ist.

Satz 3.39. Die Zuordnung

L 7−→ IL := NL/KAL

ist eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen den abelschen Erweiterungen L/K
und den Normenuntergruppen I von AK. Es gilt:
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(1) IL1 ⊇ IL2 ⇐⇒ L1 ⊆ L2,

(2) IL1L2 = IL1 ∩ IL2,

(3) IL1IL2 = IL1∩L2.

Falls NL/KAL ≤ I ≤ AK für eine normale Erweiterung L/K, so ist auch I eine
Normengruppe.

Beweis. Seien L1 und L2 abelsche Oberkörper von K. Die Situation wird in folgen-
dem Bild veranschaulicht:

L := L1L2

L1 L2

L1 ∩ L2

K

Wir zeigen zunächst (2). Es gilt:

IL = NL/KAL = NLi/KNL/LiAL ⊆ NLi/KALi = ILi

für i = 1, 2. Somit folgt IL ⊆ IL1 ∩ IL2 .
Sei umgekehrt a ∈ IL1 ∩ IL2 . Dann folgt aus

AK Gab
L/K

AK Gab
Li/K

( ,L/K)

πi

( ,Li/K)

und da a ∈ NLi/KALi

πi((a, L/K)) = (a, Li/K) = 1 .

Somit folgt (a, L/K) = 1 und daher gilt a ∈ NL/KAL = IL.

Es folgt (1):

IL1 ⊇ IL2 ⇐⇒ IL1 ∩ IL2 = IL2 ⇐⇒ IL1L2 = IL2

⇐⇒ [L1L2 : K] = [L2 : K]⇐⇒ L1L2 = L2

⇐⇒ L1 ⊆ L2 .

Die Surjektivität der Zuordnung L 7−→ IL folgt aus Satz 3.37, die Injektivität aus
(1).
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Zu (3): Es gilt

L1 ∩ L2 ⊆ Li
(1)

=⇒ ILi ⊆ IL1∩L2 =⇒ IL1IL2 ⊆ IL1∩L2 .

Betrachte
AK

IL1∩L2

IL1IL2

IL1 IL2

IL1 ∩ IL2 = IL1L2

Dann folgt

|AK/IL1L2
| = [L1L2 : K] =

[L1 : K][L2 : K]

[L1 ∩ L2 : K]

=
|AK/IL1

| |AK/IL2
|

|AK/IL1∩L2
|

=
|AK/IL1

| |AK/IL1
IL2
| |IL1

IL2/IL2
|

|AK/IL1∩L2
|

=
|AK/IL1

| |IL1/IL1
∩IL2
| |AK/IL1

IL2
|

|AK/IL1∩L2
|

= |AK/IL1
∩IL2
| |
AK/IL1

IL2
|

|AK/IL1∩L2
|

Damit folgt |AK/IL1
IL2
| = |AK/IL1∩L2

| und wegen IL1IL2 ⊆ IL1∩L2 folgt (3).

Sei NL/KAL ≤ I ≤ AK , ohne Einschränkung sei L/K abelsch. Dann ist

AK/NL/KAL ≥ I/NL/KAL .

Betrachte
L

M

K

I/NL/KAL

AK/NL/KAL

Dann gilt I = NM/KAM (Übung).

Ziel: Charakterisierung der Normengruppen durch innere Eigenschaften von AK .
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Beispiel 3.40 (lokale Klassenkörpertheorie). Sei K/Qp endlich und AK = K×.
Dann gilt:

I ≤ K× ist Normengruppe ⇐⇒ I ist abgeschlossen von endlichem Index.

Die Richtung
”
=⇒“ ist relativ leicht. Die Richtung

”
⇐=“ ist schwer, dies ist der

sogenannte Existenzsatz.

3.3 Galoiskohomologie

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.

Satz 3.41. Hq(G,L) = 0 für alle q ∈ Z.

Beweis. Aus dem Satz von der Normalbasis folgt L ∼= K[G] als G-Modul. Weiter
ist K[G] =

⊕
σ∈G σK G-induziert und somit kohomologisch trivial.

Satz 3.42. Es gilt

(1) H1(G,L×) = 1.

(2) Falls G = 〈τ〉, so gilt für α ∈ L×:

NL/K(α) = 1 ⇐⇒ ∃β ∈ L× : α =
τ(β)

β
.

Dabei ist β modulo K× eindeutig bestimmt.

Beweis. (1) Dies ist Hilberts Satz 90 (siehe Blatt 8, Aufgabe 1).

(2) Dies folgt aus

1 = H1(G,L×) ∼= H−1(G,L×) = NG
L×/(τ−1)L× .

Korollar 3.43. Falls |L| <∞, so ist L× kohomologisch trivial, d.h. Hq(U,L×) = 1
für alle q ∈ Z und U ≤ G.

Beweis. Es gilt H1(U,L×) = 1 für alle U und

1 = h(L×) =
|H0(U,L×)|
|H1(U,L×)|

.

Somit ist H0(U,L×) = 1 für alle U und L× ist kohomologisch trivial.

Definition 3.44. Die Brauergruppe von K ist definiert als

Br(K) := H2(K) :=
⋃
L

H2(Gal(L|K), L×) .

Hierbei durchläuft L/K die endlichen Galoiserweiterungen von K in K/K und
für N/L/K mit endlichen Galoiserweiterungen N/K und L/K liefert die Inflati-
on H2(Gal(L|K), L×) ⊆ H2(Gal(N |K), N×).
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3.4 Die multiplikative Gruppe von p-adischen Körpern

Sei K/Qp eine endliche Erweiterung.

Notation. • v = vK ist die normierte Bewertung von K.

• Der Bewertungsring ist

O = OK = {α ∈ K | vK(α) ≥ 0} .

• Das maximale Ideal ist

p = pK = {α ∈ K | vK(α) > 0} .

• Der Restklassenkörper ist K = OK/p.

• U = UK = O×K sind die Einheiten von K.

• Un = Un
K = 1 + pnK sind die n-Einheiten für n ≥ 1.

• Wir setzen U0 = U .

• Wir setzen q = qK =
∣∣K∣∣ = pf , wobei f = [K : Fp] der Trägheitsgrad ist.

• Wir wählen einen Erzeuger π = πK von pK , d.h. pK = (πK) bzw. vK(πK) = 1.

Es gilt

K× = 〈πK〉 × UK .

Satz 3.45. Es gilt

U/U1 ∼= K
×
, Un/Un+1 ∼= K .

Beweis. Die surjektive Abbildung

U −� K
×

u 7−→ u

hat den Kern U1.

Die Abbildung

Un −� K

1 + aπnK 7−→ a , a ∈ OK

ist ein Homomorphismus, denn

(1 + aπnK)(1 + bπnK) = 1 + (a+ b+ abπnK)πnK 7−→ a+ b = a+ b .

Der Kern ist Un+1.
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Lemma 3.46. Sei m ∈ N. Dann induziert die Abbildung

x 7−→ xm

für genügend große n einen Isomorphismus

Un ∼=−→ Un+v(m) .

Beweis. Sei x = 1 + aπn ∈ Un mit a ∈ OK . Dann ist

xm = 1 +maπn +

(
m

2

)
a2π2n + · · ·

≡ 1 mod pn+v(m)

falls 2n ≥ n+ v(m), also genau dann, wenn n ≥ v(m) (denn: v(maπn) ≥ v(m) +n).

Surjektivität: Sei 1 + aπn+v(m) mit a ∈ OK . Finde x ∈ OK mit

1 + aπn+v(m) = (1 + xπn)m = 1 +mxπn + π2nf(x) , f ∈ OK [X] .

Schreibe m = uπv(m) mit u ∈ U . Es ist zu lösen:

1 + uxπn+v(m) + π2nf(x) = 1 + aπn+v(m)

⇐⇒ ux+ πn−v(m)f(x)− a = 0

Falls n > v(m), so ist x := u−1a eine Lösung modulo p. Diese kann man mit Hensels
Lemma liften.

Injektivität: Es ist |µm(K)| <∞. Die Un bilden eine Basis der offenen Umgebungen
der 1. Da K hausdorffsch ist, folgt die Injektivität.

3.5 Die Klassenformation der unverzweigten Erweiterungen

Sei K/Qp eine endliche Erweiterung und L/K unverzweigt. Wir bezeichnen den
Frobenius von L/K mit ϕL/K . Dieser ist eindeutig bestimmt durch

ϕL/K(x) ≡ xqK mod pL

und es gilt

〈ϕL/K〉 = Gal(L|K) .

Es gilt für unverzweigte N/L/K

ϕ
[L:K]
N/K = ϕN/L ,

ϕL/K = ϕN/K
∣∣
L

= ϕN/K Gal(N |L) ,

wobei Gal(L|K) ∼= Gal(N |K)/Gal(N |L).
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Satz 3.47. Sei L/K unverzweigt. Dann gilt

Hq(Gal(L|K), UL) = 1

für alle q ∈ Z, d.h. die UL sind kohomologisch trivial.

Beweis. Wir identifizieren

G := Gal(L|K) ∼= Gal(L|K)

σ 7→ σ

mit

σ(α) := σ(α) , α ∈ OL .

Dann ist

0 −→ U1
L −→ UL −→ L

× −→ 0

eine exakte Sequenz von G-Moduln. Da L
×

kohomologisch trivial ist, folgt

Hq(G,U1
L) ∼= Hq(G,UL)

für alle q ∈ Z. Sei π = πK . Da L/K unverzweigt ist, ist vL(π) = vK(π) = 1.
Betrachte für n ≥ 2

Un−1
L −→ L

1 + aπn−1 7−→ a , a ∈ OL
Dies ist ein Homomorphismus von G-Moduln:

σ(1 + aπn−1) = 1 + σ(a)πn−1 7−→ σ(a) = σ(a) .

Aus der exakten Sequenz

0 −→ Un
L −→ Un−1

L −→ L −→ 0

und Hq(G,L) = 0 folgt

Hq(G,Un
L) ∼= Hq(G,U1

L) ∼= Hq(G,UL) .

Die Abbildung x 7−→ xm liefert für alle m ≥ 1 einen Homomorphismus UL −→ UL
und einen Isomorphismus

Un
L

∼=−→ U
n+vL(m)
L .

Das Diagramm

Hq(G,Un
L) Hq(G,UL)

Hq(G,U
n+vL(m)
L ) Hq(G,UL)

⊆
∼=

m∼= m

⊆
∼=

kommutiert. Dann ist

Hq(G,UL)
m−→ Hq(G,UL)

ein Isomorphismus für alle m ≥ 1. Da |G|Hq(G,UL) = 0 folgt Hq(G,UL) = 1.
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Korollar 3.48. Sei L/K unverzweigt. Dann ist NL/K(UL) = UK.

Beweis. Dies folgt sofort aus H0(G,UL) = UK/NL/K(UL) = 0.

Ziel: Sei T :=
⋃
n≥1Kn der maximal unverzweigte Teilkörper von Kc

0|K0. Dabei ist
[Kn : K0] = n. Wir wollen zeigen, dass

(Gal(T |K0), T×)

eine Klassenformation ist.
Dazu ist

invL/K : H2(Gal(L|K), L×) −→ 1
[L:K]

Z/Z

für eine Erweiterung L/K in T/K0 zu definieren.

Bemerkung 3.49. Es ist Gal(T |K0) ∼= Ẑ.

Sei

0 −→ UL −→ L×
vL−→ Z −→ 0 .

Dann erhalten wir einen Isomorphismus

H2(G,L×) H2(G,Z) .
vL
∼=

Betrachte

0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0 .

Daraus folgt

Hom(G, Q/Z) ∼= H1(G, Q/Z) H2(G,Z) .δ
∼=

Betrachte noch

Hom(G, Q/Z) 1
[L:K]

Z/Z

χ χ(ϕL/K)

ϕ

∼=

Zusammenfassend:

H2(G,L×) 1
[L:K]

Z/Z

H2(G,Z) H1(G, Q/Z)

invL/K

vL

δ−1

ϕ

Setze wieder Hq(L|K) := Hq(Gal(L|K), L×).

Satz 3.50. (Gal(T |K0), T×) ist eine Klassenformation für K0/Qp endlich.
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Beweis. Es ist die Kommutativität von

H2(L|K) H2(GL/K ,Z) H1(GL/K , Q/Z)
1

[L:K]
Z/Z

H2(N |K) H2(GN/K ,Z) H1(GN/K , Q/Z)
1

[N :K]
Z/Z

vL

Inf=⊆

δ−1

Inf

ϕ

Inf ⊆

vN δ−1 ϕ

(3.1)

bzw.

H2(N |K) H2(GN/K ,Z) H1(GN/K , Q/Z)
1

[N :K]
Z/Z

H2(N |L) H2(GN/L,Z) H1(GN/L, Q/Z)
1

[N :L]
Z/Z

vN

Res

δ−1

Res

ϕ

Res [L:K]

vN δ−1 ϕ

(3.2)

zu zeigen.

Zum linken Rechteck in Diagramm 3.1: Sei x ∈ H2(GL/K , L
×). Dann gilt

x vL ◦ x

((σ1, σ2) 7→ vL(x(σ1, σ2)))

Inf x ((σ1, σ2) 7→ vN(x(σ1, σ2)))

vL

Die Bilder stimmen überein, da vN(α) = vL(α) für alle α ∈ L×.

Das linke Rechteck in Diagramm 3.2 ist offensichtlich.

Die mittleren Rechtecke in beiden Diagrammen folgen aus der Vertauschbarkeit von
δ mit Inf und Res.

Zum rechten Rechteck in Diagramm 3.1: Sei χ ∈ H1(GL/K , Q/Z) = Hom(GL/K , Q/Z).
Dann gilt

χ χ(ϕL/K)

χ(ϕL/K)

Inf χ (Inf χ)(ϕN/K)

Die Bilder sind gleich, da

(Inf χ)(ϕN/K) = χ(ϕN/K
∣∣
L
) = χ(ϕL/K) .

Das rechte Rechteck in Diagramm 3.2 folgt aus ϕ
[L:K]
N/K = ϕN/L.
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Satz 3.51. Die Abbildung

H2(T |K) =
⋃

L/Kunverzweigt

H2(L|K)
invT/K−−−−→ Q/Z

ist ein Isomorphismus (hierbei ist invT/K
∣∣
L

= invL/K).

Beweis. Injektivität ist eine allgemeine Tatsache aus der Theorie der Klassenforma-
tionen. Surjektivität folgt aus

Q/Z =
⋃
n≥1

1
n
Z/Z

und weil es zu jedem n ≥ 1 eine unverzweigte Erweiterung L mit [L : K] = n
gibt.

Satz 3.52. Für a ∈ K× gilt

(a, L/K) = ϕ
vK(a)
L/K .

Für den Beweis benötigen wir das folgende

Lemma 3.53. Sei (G,A) eine Klassenformation, L/K normal, a ∈ AK und
a ∈ H0(L|K) = AK/NL/KAL. Dann gilt für jedes χ ∈ H1(GL/K , Q/Z)

χ((a, L/K)) = invL/K(a ∪ δχ) .

Hierbei ist δ der Verbindungshomomorphismus zur exakten Sequenz

0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0 .

Beweis von Satz 3.52. Es gilt mit Lemma 3.53

χ((a, L/K)) = invL/K(a ∪ δχ) = (ϕ ◦ δ−1 ◦ vL)(a ∪ δχ)

(∗)
= (ϕ ◦ δ−1)(vL(a)δχ) = ϕ(vL(a)χ)

= ϕ(vK(a)χ) = vK(a)χ(ϕL/K)

= χ(ϕ
vK(a)
L/K )

Da dies für alle χ gilt, folgt (a, L/K) = ϕ
vK(a)
L/K . Hierbei folgt (∗) aus Eigenschaften

des Cupprodukts.

Beweis von Lemma 3.53. Setze σa := (a, L/K) ∈ Gab
L/K . Sei σa das Bild von σa

unter

Gab
L/K
∼= H−2(GL/K ,Z)

σa 7→ σa
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Wegen

σa H−2(GL/K ,Z) H0(L|K) = AK/NL/KAL a

σa Gab
L/K AK a

uL/K∪

∼=

( ,L/K)

gilt a = uL/K ∪ σa. Also ist

a ∪ δχ = (uL/K ∪ σa) ∪ δχ = uL/K ∪ (σa ∪ δχ) = uL/K ∪ δ(σa ∪ χ) .

Die Rechenregel aus [NS11, Kapitel I, Lemma (5.7)] bzw. Lemma 2.71 impliziert

σa ∪ χ = χ ∪ σa
2.71
= χ(σa)

(∗)
=
r

n
+ Z ,

wobei n = [L : K] und r durch (∗) definiert wird. Also folgt

δ(σa ∪ χ) = δ
( r
n

+ Z
)

= r + nZ ∈ H0(GL/K ,Z)

da

δ : 1
n
Z/Z = H−1(GL/K , Q/Z) −→ H0(GL/K ,Z) = Z/nZ

s

n
+ Z 7−→ s+ nZ

Zusammenfassend erhalten wir

a ∪ δχ = uL/K ∪ (r + nZ) = (r + nZ)︸ ︷︷ ︸
∈H0(GL/K ,Z)

∪ uL/K︸ ︷︷ ︸
∈H−2(GL/K ,Z)

= urL/K .

Damit folgt

invL/K(a ∪ δχ) = r invL/K(uL/K) =
r

n
+ Z = χ(σa) .

Satz 3.54. Sei L/K unverzweigt von Grad f = [L : K]. Dann ist

NL/K(L×) = 〈πfK〉 × UK .

Beweis. Es gilt

a ∈ NL/K(L×) ⇐⇒ (a, L/K) = 1 ,

⇐⇒ ϕ
vK(a)
L/K = 1 ,

⇐⇒ f |vK(a) ,

⇐⇒ a ∈ 〈πfK〉 × UK .
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3.6 Das lokale Reziprozitätsgesetz

Sei K0/Qp endlich, Ω = Kc
0 und GK0 = Gal(Ω|K0).

Ziel: (GK0 ,Ω
×) ist Klassenformation.

Dazu ist für L/K normal, K/K0 endlich, ein Invariantenisomorphismus

invL/K : H2(Gal(L|K), L×) −→ 1
[L:K]

Z/Z

zu definieren.

Lemma 3.55 (Zweite fundamentale Ungleichung). Für jede normale Erweiterung
L/K gilt |H2(L|K)| teilt [L : K].

Beweis. Sei zunächst L/K zyklisch von Primzahlgrad l.

Behauptung. Es gilt

h(L×) =
|H2(L|K)|
|H1(L|K)|

=
∣∣H2(L|K)

∣∣ = l .

Beweis der Behauptung.

Erinnerung 3.56. Es ist

qf,g(A) =
(ker(f) : im(g))

(ker(g) : im(f))

für f, g : A −→ A mit f ◦ g = g ◦ f = 0 (vgl. Blatt 9). In Blatt 9, Aufgabe 5 wurde
gezeigt:

h(L×)l−1 = q0,l(K
×)l/q0,l(L×) , (3.3)

wobei

q0,l(K
×) =

(K× : (K×)l)

|µl(K)|
,

q0,l(L
×) =

(L× : (L×)l)

|µl(L)|
.

Wir brauchen den

Satz 3.57 (Beweis am Ende). Sei K/Qp endlich. Dann gilt für m ≥ 1

(K× : (K×)m) = mq
vK(m)
K |µm(K)|

mit qK =
∣∣K∣∣.
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Also erhalten wir

q0,l(K
×) = lq

vK(l)
K ,

q0,l(L
×) = lq

vL(l)
L .

Sei l = ef mit dem Verzweigungsindex e und Restklassengrad f . Dann gilt qL = qfK
und vL(l) = evK(l).
Aus (3.3) erhalten wir

h(L×)l−1 =
llq

lvK(l)
K

lq
vL(l)
L

=
ll−1q

lvK(l)
K

q
fevK(l)
K

= ll−1

und somit folgt h(L×) = l.

Zum allgemeinen Fall: GL/K ist auflösbar, denn:

Definieren wir die höheren Verzweigungsgruppen

Gi = {σ ∈ G |σ(α) ≡ α mod pi+1
L }

und betrachten GDG0 DG1, so folgt die Auflösbarkeit aus

L

LG1

LG0

K

G1 ist p-Gruppe

G0/G1↪→L
×

σ 7→σ(πL)

πL

zyklisch von der Ordnung f

(siehe [Ser13, Chapter IV, §2, Prop. 7 bzw. Cor. 5]).

Also gilt K
l

⊆ K ′ ⊆ L. Wegen H1(K ′|K) = 1 ist

0 −→ H2(K ′|K)
Inf−→ H2(L|K)

Res−→ H2(L|K ′)

exakt. Damit folgt ∣∣H2(L|K)
∣∣ ∣∣∣ ∣∣H2(K ′|K)

∣∣︸ ︷︷ ︸
=l=[K′:K]

∣∣H2(L|K ′)
∣∣ .

Mit Induktion folgt nun |H2(L|K ′)| teilt [L : K ′] und insgesamt ergibt sich die
Behauptung.
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Beweis von Satz 3.57. Es gilt

q0,m(K×) =
(K× : (K×)m)

|µm(K)|
⇐⇒ (K× : (K×)m) = |µm(K)| q0,m(K×)

Aus

0 −→ UK −→ K×
vK−→ Z −→ 0

folgt

q0,m(K×) = q0,m(UK) q0,m(Z)︸ ︷︷ ︸
=m

.

Also ist noch zu zeigen, dass q0,m(UK) = q
vK(m)
K .

Sei n groß genug, sodass

Un
K U

n+vK(m)
K

m
∼= .

Betrachte

0 −→ Un
K −→ UK −→ UK/UnK −→ 0 .

Damit folgt

q0,m(UK) = q0,m(Un
K) q0,m(UK/UnK)︸ ︷︷ ︸

3.58
= 1

=
(Un

K : (Un
K)m)

|µm(K) ∩ Un
K |

= (Un
K : U

n+vK(m)
K ) = q

vK(m)
K

da

U iK/U i+1
K
∼= piK/pi+1

K
∼= OK/pK

(1 + a)U i+1
K ←[ a+ pi+1

K

Seien f, g : A −→ A mit f ◦ g = g ◦ f = 0 und

qf,g(A) :=
(ker(f) : im(g))

(ker(g) : im(f))
.

Lemma 3.58. Ist |A| <∞, so folgt qf,g(A) = 1.
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Beweis. Betrachte

0 −→ ker(f) −→A −→ im(f) −→ 0 ,

0 −→ ker(g) −→A −→ im(g) −→ 0 .

Dann folgt

|A| = |ker(f)| |im(f)| = |ker(g)| |im(g)|

und somit

|ker(f)|
|im(g)|

=
|ker(g)|
|im(f)|

.

Satz 3.59. Sei L/K normal und L′/K die unverzweigte Erweiterung mit

[L′ : K] = [L : K] .

Dann ist H2(L|K) = H2(L′|K) in H2(K).
Genauer: Betrachte

N := LL′

L L′

E

K

n

e

nf

mit E = L ∩ L′. Dann gilt

Inf
GN/K
GL/K

H2(L|K) = Inf
GN/K
GL′/K

H2(L′|K)

in H2(N |K).

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass H2(L′|K) ⊆ H2(L|K), denn:

Es gilt |H2(L′|K)| = [L′ : K] = [L : K] und |H2(L|K)| teilt [L : K]. Zusammenge-
nommen folgt, dass die Inklusion schon eine Gleichheit ist.

N/L ist unverzweigt, da G0(N |L) ↪−→ G0(L′|E) = 1. Sei c ∈ H2(L′|K). Aus

0 −→ H2(L|K)
Inf−→ H2(N |K)

ResL−→ H2(N |L)

folgt:

c ∈ H2(L|K) ⇐⇒ ResL(c) = 1 ∈ H2(N |L)

⇐⇒ invN/L(ResL(c)) = 0 ∈ 1
[N :L]

Z/Z
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Also reicht es zu zeigen:

invN/L(ResL(c)) = [L : K] invL′/K(c)︸ ︷︷ ︸
∈ 1

[L′:K]
Z/Z

.

Dazu folgendes

Lemma 3.60. Sei M/K normal und L′/K unverzweigt. Seien L,L′ ⊆ M , sodass
der maximal unverzweigte Teilkörper E von L/K in L′ enthalten ist. Es ergibt sich
die folgende Situation:

M

N := LL′

L L′

E

K

normal

e

f

Dann ist N/L unverzweigt. Sei c ∈ H2(L′|K). Dann ist ResL(c) ∈ H2(N |L) und es
gilt

invN/L(ResL(c)) = [L : K] invL′/K(c) .

Beweis von Lemma 3.60. An den 2-Kozyklen liest man ab

Res
GM/K
GM/L

Inf
GM/K
GL′/K

= Inf
GM/L
GN/L

Res
GL′/K
GL′/E︸ ︷︷ ︸

betrachte dies als
2-Kozykel auf
GL′/E

∼=GN/L

(3.4)

Damit ist

ResL(c) ∈ H2(N |L) .

Seien e und f der Verzweigungsindex und Restklassenkörpergrad von L/K. Also gilt
[L : K] = ef und vK = evL. Es ist die Kommutativität von folgendem Diagramm
zu zeigen:

H2(L′|K) H2(GL′/K ,Z) H1(GL′/K , Q/Z)
1

[L′:K]
Z/Z

H2(M |K) H2(GM/K ,Z) H1(GM/K , Q/Z)
1

[M :K]
Z/Z

H2(N |L) H2(GN/L,Z) H1(GN/L, Q/Z)
1

[N :L]
Z/Z

vK

⊆=Inf

δ−1

Inf

ϕ

Inf ⊆

ResL eResL eResL [L:K]

vL δ−1 ϕ
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Die unteren vertikalen Abbildungen sind eigentlich die Restriktionen auf die Bilder
der oberen vertikalen Abbildungen.

Zum linken Teildiagramm:

H2(L′|K) 3 c
(
G2
L′/K 3 σ 7→ vL′(c(σ)︸︷︷︸

∈L′×

)
)

Inf
GM/K
GL′/K

c
(
G2
M/K 3 τ 7→ vL′(c(τ))

)

Res
GM/K
GM/L

Inf
GM/K
GL′/K

c
(
G2
M/L 3 τ 7→ evK(c(τ))

)

Inf
GM/L
GN/L

Res
GL′/K
GL′/E

c
(
G2
M/L 3 τ 7→ vL(c(τ))

)(3.4)

Zum mittleren Teildiagramm: Dies folgt wie bisher üblich.

Zum rechten Teildiagramm: Es ist

ϕN/L
∣∣
L′

= ϕ
[E:K]
L′/K = ϕfL′/K , (3.5)

denn für a ∈ L′ gilt:

ϕN/L(a) ≡ aqL mod (pN ∩ L′)

≡ aq
f
K mod pL′

≡ ϕfL′/K(a) mod pL′

Damit erhalten wir

χ χ(ϕL′/K)

Inf
GM/K
GL′/K

χ χ(ϕL′/K)

eRes
GM/K
GM/L

Inf
GM/K
GL′/K

χ [L : K]χ(ϕL′/K)

eχ(ϕN/L) eχ(ϕfL′/K)
(3.5)
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Damit folgt die Aussage des Satzes.

Definition 3.61. Sei K0/Qp ein p-adischer Körper und Ω = Kc
0. Sei L/K eine

normale Teilerweiterung von Ω/K0. Dann sei

invL/K : H2(L|K)
∼=−→ 1

[L:K]
Z/Z

definiert durch

invL/K(c) := invL′/K(c)

für alle c ∈ H2(L|K) = H2(L′|K), wobei L′/K die unverzweigte Erweiterung mit
[L′ : K] = [L : K] ist.

Satz 3.62. (GK0 ,Ω
×) ist eine Klassenformation.

Beweis. Axiom 3.24.I. ist erfüllt nach Hilberts Satz 90.

Zu Axiom 3.24.II.(1): Sei N/L/K und N/K und L/K seien normal. Seien N ′ und
L′ die entsprechenden unverzweigten Erweiterungen, d.h.

[N ′ : K] = [N : K] , [L′ : K] = [L : K] .

Dann gilt für c ∈ H2(L|K)

invN/K(c) = invN ′/K(c) = invL′/K(c) = invL/K(c) .

Zu Axiom 3.24.II.(2): Wir haben jetzt eine injektive Abbildung

Br(K) = H2(K) =
⋃

L/K normal

H2(L|K)
invK
↪−→ Q/Z

(diese Abbildung ist auch surjektiv).

Für 3.24.II.(2) ist folgendes nachzuweisen: Sei N/L/K mit N/K normal. Dann ist
für c ∈ H2(N |K) zu zeigen:

invN/L(ResL(c)︸ ︷︷ ︸
∈H2(N |L)

) = [L : K] invN/K(c)

Dazu zeigt man für beliebige L/K

invL(ResL(c)) = [L : K] invK(c)

für c ∈ H2(K). Dies folgt aus Lemma 3.60.

Satz 3.63. Sei L/K eine abelsche Erweiterung von p-adischen Körpern. Sei

G0 := {σ ∈ G = Gal(L|K) |σ(α) ≡ α mod pL ∀α ∈ OL}

die Verzweigungsgruppe und

G1 = {σ ∈ G |σ(α) ≡ α mod p2
L ∀α ∈ OL}

die wilde Verzweigungsgruppe. Dann gilt
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(1) ( , L/K) : UK −� G0,

(2) ( , L/K) : U1
K −� G1.

Beweis. Für (1) betrachte

L

T = LG0

K

e
G0

G

f
unverzweigt

Sei u ∈ UK . Dann gilt

(u, L/K)|T = (u, T/K) = ϕ
vK(u)
T/K = 1

und somit (u, L/K) ∈ G0.

Sei umgekehrt τ ∈ G0. Sei a ∈ K× mit (a, L/K) = τ .

Ziel: Finde u ∈ UK mit (a, L/K) = (u, L/K). Dies gilt genau dann, wenn
a = NL/K(b)u für ein b ∈ L×.

Dazu: Da τ ∈ G0 ist gilt

τ |T = 1 = (a, L/K)|T = (a, T/K) = ϕ
vK(a)
T/K

Damit folgt f teilt vK(a). Sei b ∈ L× mit vL(b) = 1
f
vK(a). Dann leistet b das

Gewünschte.

Zu (2): G1 ist die p-Sylowuntergruppe von G0, denn:

G0/G1 ↪−→ UL/U1
L
∼= L

×
(3.6)

Für n groß genug ist Un
K ⊆ ker(( , L/K)).

Beweis hierfür. Es ist z.B. für große n′ Un′
K U

n′+vK(m)
K

m
∼= . Sei m = [L : K], so

gilt (K×)m ⊆ ker(( , L/K)). Also gilt Un
K ⊆ ker(( , L/K)) für n = n′+vK(m)

Dann gilt nach (1)

UK/UnK G0
( ,L/K)

.

Die p-Sylowuntergruppe von UK/UnK ist gerade U1
K/UnK, denn:

U iK/U i+1
K
∼= piK/pi+1

K
∼= OK/pK = K

(1 + x)U i+1
K ←[ x+ pi+1

K
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Beweis von (3.6). Definiere

κi : Gi −→ U iL/U i+1
L

σ 7−→ σ(πL)

πL

für ein Primelement πL von L. κi ist wohldefiniert, denn:

Sei π′L = uπL mit u ∈ UL. Es ist zu zeigen, dass σ(u)
u
∈ U i+1

L . Dies gilt, da

σ(u) ≡ u mod pi+1
L

⇐⇒ σ(u)

u
≡ 1 mod pi+1

L

Weiter ist zu zeigen, dass σ(πL)
πL
∈ U i

L. Dies gilt, da

σ(πL) ≡ πL mod pi+1
L

⇐⇒ σ(πL)

πL
≡ 1 mod piL

κi ist ein Homomorphismus, denn:

Seien σ, τ ∈ Gi. Dann gilt wegen τ(πL) = uπL für ein u ∈ UL:

στ(πL)

πL
=
σ(τ(πL))

τ(πL)

τ(πL)

πL

=
σ(πL)

πL

σ(u)

u︸ ︷︷ ︸
∈U i+1

L

τ(πL)

πL

Bemerkung 3.64. Die höheren Einseinheitengruppen werden nach Übergang zur
oberen Nummerierung auf die entsprechenden Verzweigungsgruppen abgebildet.
Genauer:

K×/NL/K(L×) UK/NL/KUL U1
K/NL/KUψ(1)

L · · · UnK/NL/KUψ(n)
L · · · 1

G Gn = Gψ(n)

≥

∼=

≥ ≥ ≥ ≥

∼=(∗)

≥

Hierbei ist ψ die Herbrandfunktion (siehe [Ser13, Chapter IV, §3]). Die Isomorphie
(∗) findet man in [Ser13, Chapter XV, §3, Cor.3].

3.7 Der Existenzsatz

Sei K ein p-adischer Körper. Wir wissen bereits, dass die Normengruppen NL/K(L×)
in 1 : 1-Korrespondenz zu den endlichen abelschen Erweiterungen von K stehen.
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Jede Normengruppe ist offen in K× von endlichem Index, denn:

Sei

|K×/NL/K(L×)| = [L : K] =: m

für eine endliche abelsche Erweiterung L/K. Damit folgt (K×)m ≤ NL/K( L×). In der
Übung wurde gezeigt, dass (K×)m ≤ K× offen ist. Zusammengenommen erhalten
wir, dass

NL/K(L×) =
⋃

x∈NL/K (L×)/(K×)m

x(K×)m︸ ︷︷ ︸
offen

offen und von endlichem Index ist.

Die Umkehrung ist der

Satz 3.65 (Existenzsatz). Sei I ≤ K× offen und [K× : I] =: m < ∞. Dann ist I
eine Normengruppe.

Beweis. Es ist (K×)m ≤ I ≤ K, d.h. es genügt zu zeigen: (K×)m ist Normengruppe.

Erinnerung 3.66. Sei J ≤ I ≤ K× mit einer Normengruppe J . Dann ist auch I
Normengruppe, denn:

Sei L/K eine endliche abelsche Erweiterung, sodass J = NL/K(L×). Dann erhalten
wir

K×/J Gal(L|K) =: G

I/J H

≥

( ,L/K)

∼= ≥

∼=

Sei a ∈ I. Betrachte
L

M = LH

K

G

H

G/H

Dann ist

1 = (a, L/K)
∣∣
M

= (a,M/K) ⇐⇒ a ∈ NM/K(M×) .

Also folgt I ≤ NM/K(M×).

Andererseits gilt

J NL/K(L×) NM/K(M×) K×=

[L:K]

≤

[M :K]

≤ .
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Damit folgt

[NM/K(M×) : J ] = [L : M ] = [I : J ]

und somit I = NM/K(M×).

Zunächst sei µm ⊆ K×. Für a ∈ K× sei La := K( m
√
a) = K( m

√
abm). Sei

L :=
∏

a∈K×/(K×)m

La .

Dann ist L/K eine endliche, abelsche Erweiterung von Exponent m.

Behauptung. (K×)m = NL/K(L×) =: IL.

Beweis der Behauptung. Wir wissen IL = I∏La =
⋂
ILa . Es gilt:

[La : K] = [K( m
√
a) : K] = d|m

Daraus folgt (K×)m ⊆ (K×)d ⊆ ILa und somit insgesamt (K×)m ⊆ IL.

Aus der Kummertheorie erhalten wir

[K× : (K×)m] = |Gal(L|K)| = [K× : IL] (3.7)

und somit (K×)m = IL.

Zum allgemeinen Fall: SeiK1 := K(µm). Sei L/K1 abelsch mit (K×1 )m = NL/K1(L×).

Sei L̃/L endlich, sodass L̃/K galoissch ist:

L̃

L

K1

K

galoissch
abelsch

Es gilt:

NL̃/K(L̃×) = NK1/K(NL̃/K1
(L̃×))

⊆ NK1/K(NL/K1(L×))

= NK1/K((K×1 )m)

= (NK1/K(K×1 ))m ⊆ (K×)m

Also ist (K×)m auch eine Normengruppe.
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Satz 3.67. Sei I ≤ K×. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) I ist Normengruppe.

(2) I ist offen von endlichem Index.

(3) I ist abgeschlossen von endlichem Index.

(4) [K× : I] <∞.

Beweis. (1)⇐⇒(2) ist der Existenzsatz 3.65 zusammen mit der Vorbemerkung.

(2)⇐⇒(3) gilt nach Blatt 10, Aufgabe 1.

(2)=⇒(4) ist klar.

Für (4)=⇒(2) sei m := [K× : I], dann folgt (K×)m ≤ I. Mit a ∈ I ist auch
a(K×)m ⊆ I und wir erhalten

I =
⋃
a∈I

a(K×)m︸ ︷︷ ︸
offen

ist offen.

Satz 3.68. Die Normengruppen sind genau die Obergruppen von

〈πfK〉 × U
n
K

mit f ∈ N und n ∈ N0.

Beweis. Wir zeigen, dass 〈πfK〉 × Un
K ⊆ K× endlichen Index hat. Es gilt

[K× : 〈πfK〉 × U
n
K ] =


f , n = 0

f(qK − 1) [U1
K : Un

K ]︸ ︷︷ ︸
qn−1
K

, n > 0

Also ist jede Obergruppe eine Normengruppe. Sei umgekehrt I eine Normengruppe.
Dann existiert ein n mit Un

K ⊆ I und πfK ∈ I, z.B. für f = [K× : I].

Kummertheorie

Sei K ein Körper, m ∈ N und char(K) = 0. Betrachte

0 −→ µm −→ (Kc)×
m−→ (Kc)× −→ 0 .

Sei G = GK = Gal(Kc|K). Dann gilt

0 −→ µm(K) −→ K×
m−→ K× −→ H1(G, µm) −→ 0

wegen Hilberts Satz 90. Dann folgt

H1(G, µm) ∼= K×/(K×)m .
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Dieser Isomorphismus heißt Kummerisomorphismus.

Falls der Körper K die m-ten Einheitswurzeln µm enthält, kann man dieses Resultat
verfeinern und erhält auch für nicht algebraisch abgeschlossene Körper sogenannte
Kummerisomorphismen. Hierfür sei auf [NS11, S. 128/129] verwiesen, wo der Satz
(1.3) die Lücke in (3.7) schließt.

Anmerkungen zur Klausur (vgl. Vorlesungshome-

page)

Die Klausur wird am 25.7. von 12:15 Uhr bis 13:45 Uhr anstelle des Tutoriums
im Raum B252 stattfinden. Sie wird eine Kombination aus Übungsaufgaben und

”
wahr/falsch“-Fragen (ohne Begründungen) sein. Um pünktlich anfangen zu können,

sollten alle Teilnehmer bereits um 12:00 Uhr anwesend sein.
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