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Literatur

e Grundlage fiir die Vorlesung: [NS11]

e Grundlage fiir das Vorwissen (Dedekindringe, Ganzheitsringe, Zerlegungsge-
setze, Dirichletscher Einheitensatz, Endlichkeit der Klassenzahl, quadratische
Zahlkorper, Kreisteilungskorper): [NeuO6|

e Vorausgesetzt wird: p-adische Zahlen Z, C Q,, endliche Erweiterungen von
Q,, diskrete Bewertungsringe. Dies findet man in [Ser13].

1  Uberblick

1.1 Globale Klassenkorpertheorie (idealtheoretisch)

Ziel: Beschreibung aller abelschen, endlichen Erweiterungen eines fixierten Zahlkorpers
k durch Daten in k.

Vorlage: [Was97, Appendix]

Notation. Wir fixieren einen festen Zahlkorper als Grundkorper und bezeichnen
ihn mit £.

Definition 1.1. Sei my C O, ein Ideal und m,, ein formales quadratfreies Produkt
von reellen archimedischen Stellen. Dann nennt man m = mymy, einen Divisor von

k.

Erlauterung. e Hierbei bezeichnen archimedische Stellen (oder auch unendli-
che Stellen) die Einbettungen von & in C modulo komplexer Konjugation, d.h.
jede reelle Einbettung und jedes Paar komplex konjugierter Einbettungen de-
finiert eine archimedische Stelle. Jede archimedische Stelle definiert durch die
Einbettung 7 (bzw. durch o,7) einen Betrag

la| = |7 ()] Va €k

T

bzw.
al, == lo(@)l = [3(@)]  Va ek,

Wir bezeichnen die Menge der archimedischen Stellen mit Sy, o, und die Menge
der nicht-archimedischen (endlichen) Stellen mit Sy, ¢. Letztere entsprechen den
Primidealen von O,.

e Sei p C Oy ein Primideal. Dann wird durch
af, = Nk/@(p)_”"(o‘) a €k

ein Betrag definiert. Hierbei ist v,() definiert durch

aok — Hp”n(a) .
p



Beispiele 1.2. (1) Sei k = Q, dann gibt es genau eine reelle Einbettung, die wir
mit oo bezeichnen. Beispiele fiir Divisoren sind

m:(l):Ok,
m = 00,
m=2".3".17,

m=2".3.17 - c0.
(2) Sei k = Q(+v/d) mit d < 0 quadratfrei, dann gibt es keine reellen Einbettungen
und Divisoren sind Ideale.

(3) Sei k = Q(v/d) reell-quadratisch, d.h. d > 0 quadratfrei. Dann gibt es zwei
reelle Einbettungen, die wir mit co; und ooy bezeichnen. Beispiele fiir Divisoren
sind

m = (1),
m = 00y + X2,
m=mgy-00y,
m=mg 02,
m=mg.

Definition 1.3. Sei o € £* und m = mgmy, ein Divisor.
(1) Dann schreibt man
a=1 mod "m
falls

(1) vp(a —1) > vy(my) fiir alle plmy und

(i) o(a) > 0 fiir alle o in M.

(2) Die Gruppe
Pr(m) :={aO0,|a=1 mod *m}

heif3t Strahl modulo m.

(3) Sei Zy(m) = Zy(my) die Untergruppe von Z (Gruppe der gebrochenen Ideale
von Q) der zu my primen gebrochenen Ideale. Dann ist Py(m) eine Unter-
gruppe von Z(m) und clg(m) := Ze(m)/p,(m) heifit Strahlklassengruppe modulo
m.

Erlduterung. e Es gilt wie zuvor fiir Hauptideale my = Hp pur(mo),
e Esist aOy € Py(m) genau dann, wenn ein ¢ € O; mit
ea =1 mod *m

existiert.



e Des Weiteren ist a € Zp(m) genau dann, wenn es teilerfremde ganze Ideale
ai, as - Ok gibt, sodass a = al/az und a+my = (Cll,mo) = Ok = (az,mo).

Beispiel 1.4. Sei m = (1), dann ist clx(m) = Z+/p, die gewohnliche Idealklassen-
gruppe.
Beispiele 1.5. Sei £ = Q.

(1) Sei m = (n) = nZ. Betrachte die Abbildung 7 : (2/nz)* — clg((n)) induziert
von

a+— aZ = (a).

Diese ist wohldefiniert:
Angenommen a = b mod n. Es gilt

a

(a) = (5) mod Po((n) = () € Pal(n))

= v, (:l:% — 1) > vp(n) Vp|n.
Man rechnet
o (5 =1) = vla—b) = v,(n)
und erhélt Wohldefiniertheit. Weiter ist 7 offensichtlich ein Homomorphismus.
Dieser ist surjektiv, denn:
Sei (Z—;) € Ip((n)) mit ay,as € Z, (a1,a2) = 1 und (ajag,n) = 1. Dann ist
m(aa, ') = (Z—;) Po((n)) und somit ist 7 surjektiv.

Ein Element @ € (%/nz)” liegt im Kern von 7 genau dann, wenn v,(+a — 1) >
vp(n) fiir alle p|n gilt, also genau dann, wenn ¢ = £1 mod n ist. Somit ist die
Sequenz

0 — {1} — (Z/nz)* - clg((n)) — 0
exakt.

(2) Sei m = (n)oo. Betrachte die Abbildung

7 ¢ (Zfnz) —> clg((n)oo)
@ (a)Pal(n)oo),

wobei 0.E. a > 0 ist. Dann ist m ein wohldefinierter Homomorphismus und
ker(m) = {1}, d.h. 7 ist ein Isomorphismus.

Notation. e Wir schreiben
kp ={a€k*|a=1 mod "m}.

Dann ist Pr(m) = {(a) |a € kS }.



e Definiere

(Okfm)™ = (Oxfma) ™ x {F1} x -+ x {£1}

TV
einen Faktor fiir jedes o in meo

e Sei a € k™ prim zu mgy. Dann gibt es 3,y € Ok, beide prim zu mg, mit o = /5.
Definiere

o= 3/7 € (Ok/mo)>< .
Dies ist unabhéngig von der Wahl von  und .
Betrachte nun die Abbildung

pi{a €k [(a,mg) =1} — (O/m)”
a — (@, (sgn(o(@)))rems, )
Mithilfe des starken Approximationssatzes, liasst sich die Surjektivitéat von p zeigen.

Ubung 1.6 (siehe Blatt 1, Aufgabe 1). Zeige die Exaktheit der Sequenz

0 — O NkX — OF s (Okfm) —————— clj(m) >l —
u — (@, (sgn(o(u)))sems, ) aPr(m) —— aPy
pla) ——— (@)Pi(m)
Tipp: [Cohl12, Prop.3.2.3].

Korollar 1.7. Es gilt |cli(m)| < co. Genauer:

|(Ox/m)"]
OF - OF Nka]”

el (m)] = |eli] -

Beweis. siehe Blatt 1, Aufgabe 2. O

Erinnerung 1.8. Sei K/k eine Galois-Erweiterung von Zahlkérpern mit zugehorigen
Ganzheitsringen Ok bzw. Oy. Sei p C Oy, ein Primideal und B C Ok ein dariiber
liegendes Primideal. Der Restklassenkérper K := k() := Ox/3 ist eine endliche
Erweiterung von &k := k(p) := Ok/p mit Restklassengrad f(Blp) := [K : k|. Die
Galoisgruppe G := Gal(K|k) ist zyklisch und wird erzeugt vom Frobenius

x—> xf Vr € K,

wobei ¢ = [k| = Nijo(p).
Sei

Z = Z(Blp) :={0 € Glo(P) = P}


https://www.mathematik.uni-muenchen.de/~hofer/AlgZthII/UB/azt2_SoSe17_ub_1.pdf
https://www.mathematik.uni-muenchen.de/~hofer/AlgZthII/UB/azt2_SoSe17_ub_1.pdf

die Zerlequngsgruppe und
T(Blp) ={c€Z|o(la)=a modP Vae O}

die Verzweigungsgruppe oder Trdgheitsgruppe.
Es gilt: Die Sequenz

0 — T(Blp) — Z(Plp) — Gal(K|k) — 0

or— (@ o(a))

ist exakt. Weiter ist B|p genau dann unverzweigt, wenn |T'(P|p)| = 1 ist.

Sei nun P|p unverzweigt. Dann gibt es einen (globalen) Frobenius o € Z(Plp) C G,
der eindeutig durch

op(a) = a™e® mod P Va € Ok
bestimmt ist.
Seien B, P’ Primideale iiber p. Dann gibt es 7 € G mit 7(P) = P’ und es gilt:
Z(Plp) ={o € Glo(P) =P} = 7Z(Plp)r ™
und

T(P'lp) = 7T (PBlp)r .
Weiter gilt

op(77 (@) =7 (@)™ mod P Va € Ok
= (ropT (@) =™ mod P’ Va € Ok
— op = 7'09[37'_1

Falls also K /k abelsch ist, so folgt o = o und wir schreiben o, fiir den Frobenius.

Definition 1.9 (Artinabbildung). Sei K/k abelsch. Dann induziert p — o, einen
Homomorphismus

a— (a, K/k) =0,
durch multiplikative Fortsetzung, die sogenannte Artinabbildung.

Erlauterung. Falls a € Zy(dg/x), so ist a = [[, p™, €, € Z mit fast allen e, = 0
und insbesondere e, = 0 falls p verzweigt.
Dann gilt:

(a, K/k) =[] o
p

Dies ist wohldefiniert, da Z(b) (fiir ein ganzes Ideal b C Oy) frei von den Primidealen
p, die teilerfremd zu b sind, erzeugt wird.



Satz 1.10. Sei K/k abelsch. Dann gibt es einen Divisor f von k mit folgenden
Figenschaften:

(1) Eine Stelle p verzweigt in K/k genau dann, wenn p|f.

(2) Zu jedem Divisor m mit flm gibt es eine eindeutige Untergruppe H mit
Pr(m) < H < Tj(m), sodass

Ze(m)/ g — Gal(K k)
aH — (a, K/k)
ewn Isomorphismus ist.

Genauer gilt:

Erldauterung. In ((1)) sind auch unendliche Stellen p beriicksichtigt. Verzweigung
von unendlichen Stellen wird folgendermaflen definiert:

Sei v eine unendliche Stelle von k. Dann entspricht v entweder einer reellen Einbet-
tung 7 : k — R oder einem Paar komplexer Einbettungen 7,7 : k —— C wobei

(k) £ R.
Sei w eine Stelle iiber v, d.h. w entspricht entweder einer reellen Einbettung
0 : K — R oder einem Paar komplexer Einbettungen o, : K —— C wobei

o(K) € Rund 0|, = 7.

Definition 1.11. Sei K/k galoissch, G = Gal(K|k) und ¢g € G. Dann definiert man
g(w) als die Stelle, die zu o o g korrespondiert.

Dies ist wohldefiniert, denn:
(1) Falls o reell ist, ist nichts zu zeigen.
(2) Falls 0 komplex ist, so ist zu zeigen @ o g = 7 0 g. Dies gilt offensichtlich.

Betrachte nun eine Stelle w|v mit korrespondierender Einbettung o und g € G.
Dann gilt

(cogllh=0clp="7

und es folgt g(w)|v.
Weiter wirkt G transitiv auf den Stellen iiber v:
Betrachte

k(o) =K «—2— C

k—T—C

Aus der Algebra ist bekannt, dass es n verschiedene Fortsetzungen von 7 gibt. Falls
o9 : K — C eine feste Fortsetzung ist, so sind durch ¢ o g, g € G, sédmtliche
Fortsetzungen definiert.



Definition 1.12. Die Zerlegungs- und Trdgheitsgruppe fiir unendliche Stellen w|v
sind
T(wlv) = Z(wlv) :={g € G|g(w) = w}.

Ubung 1.13 (siche Blatt 2, Aufgabe 2). Sei K/k galoissch. Zeige:
(1) [T(wlv)| € {1,2}.
(2) |T(wlv)| =2 <= 7 ist reell und o komplez.

Dies beschreibt die Verzweigung der unendlichen Stellen.

Definition 1.14. (1) Es gibt ein minimales f mit den Eigenschaften von Satz
Dieses f heifit Fihrer oder Konduktor von K /k. Wir schreiben fg .

(2) Jedes m mit fx/,|m nennt man einen Erkldrungsmodul von K/k.

Satz 1.15 (Existenzsatz). Sei m ein Divisor von k und H < ZIy(m) mit
Pr(m) < H < Zp(m). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte abelsche Erweiterung
K/Ek mat:

(1) Ist eine Stelle p verzweigt in K/k, so folgt p|m.
(2) Es gilt H = Py(m) - N /(T (moOk) und die Abbildung

Te(m)/n — Gal(K |k)
aH — (a, K/k)

st ein Isomorphismus.

Definition 1.16. Diese eindeutig bestimmte Erweiterung K heif3t der Klassenkdorper
2u H.

Satz 1.17. Seien K;/k und Ky /k zwei abelsche Erweiterungen mit den Fiihrern f;
und fo. Sei m ein gemeinsames Vielfaches von f1 und fo und seien Hy, Hy < Zj(m)
die zugehorigen Untergruppen gemdfS Satz[1.10, Dann gilt:

K C K, <~ H, D H,.

Beispiel 1.18. Sei £k = Q und K = Q((,). Sei p prim mit p { n (d.h. p ist unver-
zweigt) und sei o,z der zugehorige Frobenius. Es gilt:

Opz. = (Cn '_p> Cﬁ)
Erinnerung 1.19. Fiir zyklotomische Erweiterungen gilt

Gal(Q(¢,)|Q) = (Hn2)"
(G 75 C2)

a

T


https://www.mathematik.uni-muenchen.de/~hofer/AlgZthII/UB/azt2_SoSe17_ub_2.pdf

Die Artinabbildung ist von der Form

Zo(nZ) — Gal(Q(¢n)|Q)
al. — Olal

Ziel: Finde das zugehorige H < Zgp(nZ) geméB Satz [1.10]
Es gilt H = ker(—, K/k). Sei rZ € Ig(nZ) mit r = 71, wobei die r; € N teilerfremd
zu n sind.

(rZ, K/k) = id <= ¢/l = ¢!
< |r| =|r2] modn

= v, ( - 1) > vp(n) Vp|n

<= rZ € Pgy(nZoo)

[

()

Also ist Q(¢,) der zu H = Pgy(nZoo) gehorige Klassenkorper.

Beispiel 1.20. Betrachte

Q(gn) — 'P@(TLZOO)

|
QG+ ¢ 1) = Q¢n)T +—— Pg(nZ)
|

Q

Der Zwischenkorper korrespondiert zu Pg(nZ). Dies illustriert Satz
Po(nZoo) C Po(nZ) C Lg(nZ).

Konsequenzen

Betrachte m = (1) und H = Px((1)) = Py sei die Gruppe der Hauptideale. Sei k(1)
der zugehorige Klassenkorper geméf Satz [[.15] Dann gilt

Satz 1.21. k(1) ist die mazimal unverzweigte abelsche Erweiterung von k. Insbe-
sondere gilt fir jede unverzweigte abelsche Erweiterung K/k:

(1) [K : k] < hy < o0,

(2) K Ck(1).
Ferner gilt cl, = Gal(k(1)|k) mittels der Artinabbildung.
Definition 1.22. k(1) heifit Hilbertscher Klassenkdrper.

Beweis. Da K /k endlich, abelsch und unverzweigt ist folgt mit Satz dass K
modulo f = (1) definiert ist. Nach Satz ist somit K C k(1), da die zugehorige
Gruppe H iiber Pi((1)) liegt. O



Satz 1.23. Ein Primideal p ist genau dann voll zerlegt in k(1) /k, wenn p ein Haupt-
ideal 1st.

Beweis. Betrachte die bijektive Abbildung

Glzp) — {Bp}
9Z(p) — 9P

wobei Py |p fest gewéhlt sei. Falls p unverzweigt ist, so gilt:
p ist voll zerlegt <= Z(p) = {1}
— (p,K/k) =1
<~ peH
und H ist gerade die Gruppe der Hauptideale. O

Ubung 1.24. Sei K/k der Klassenkorper zu H < Tp(m). Sei weiter p C O ein
Primideal mit (p,m) =1 und f, = [Ox/gp : Ox/y| der Restklassengrad. Dann gilt:

f = ordzkon)/H(pH) )

Definition 1.25. Falls H = Pi(m), so heifit der zu H gehorige Klassenkorper
Strahlklassenkdrper modulo m.

Notation. Wir bezeichnen den Strahlklassenkorper modulo m mit k(m).
Bemerkung 1.26. Fiir m|n gilt k(m) C k(n).

Beweis. k(m) kann nach Satz modulo n erklirt werden. Dann korrespondiert
k(m) nach Satz zu Pr(n ) )/k(]k(m)( n)) O Pi(n). Dann folgt mit Satz
k(m) C k(n). 0
Warnung. Die Umkehrung gilt nicht!

Beispiele 1.27. (1) Sei k = Q und n =2 mod 4, d.h. n = 2n; mit n; ungerade.
Dann ist [k ((n)oo) : k] = ¢(n) (¢ bezeichnet die Eulersche p-Funktion, d.h.
= |(#/nz)"]).

Es gllt k((n1)oo) C k((n)oo), aber wegen ¢(n) = ¢(2)p(ny) = ¢(ng) folgt
sogar ((n)00) = k((n2)0).

(2) Sei k imagindr-quadratisch. Sei m ein Divisor, d.h. m = mg. Definiere
w(l) == || € {2,4,6}, wobei py die Gruppe der Einheitswurzeln in & be-
zeichnet, und

w(m) =€ |C=1 modm}|
Ubung 1.28. Es gilt

wobei pi(m) := | (Oc/m)*|.



Sei nun dy # —3, —4, dann ist w(1) = 2. Sei nun m = (2), dann gilt:

k(2) : k] = hkéSOk(Q) = q 3hy 2=p
2h; 2= p2

Also gilt k(2) = k(1) falls 2 zerlegt ist in k/Q.
Korollar 1.29 (zu Satz|[L.17)). Jede abelsche Erweiterung K/k ist in einem Strahl-

klassenkorper enthalten.

Korollar 1.30 (Satz von Kronecker-Weber). Jede abelsche Erweiterung K/Q ist in
einem Kreisteilungskorper enthalten.

Eine funktorielle Eigenschaft

Betrachte die Situation

B

/)
K

k

p
S
k

M
EnM
F
U
p
wobei das Primideal 93 fest gewiihlt ist und die Ideale p,p und ‘i? unter P liegen. Es
seien M/F und K/k abelsch, dann ist Abbildung

/
f
D
2y

Gal(K|k) — Gal(M|k N M) C Gal(M|F)
surjektiv. Weiter seien p,p unverzweigt in K/k bzw. M/F.
Sei nun f = [k : F| mit k = Ox/y und F = Or/5. Dann gilt Ny,/r(p) = p/ und

(qu/k ) (z) = M2 ® mod PN Oy

=P

[

10



fiir x € O);. Andererseits ist
~ ~ f
(Niye(p), M/F) = 5, M/F) = (5, M/F)! = (o3'/"")
und
f - ~
<U£/[/F) (z) = 2Vre®’ mod P
Ferner gilt
Nig(p) = NejgNir(p) = Npsg(p) .
Es folgt also
oder allgemeiner
(a, K/k)|,, = (Niyr(a), M/F)
fiir alle a, wo dies Sinn ergibt.

Anwendung. Betrachte den Fall

k(1) =K
k:M/
|
k:/F(l):M
-
kM
H
F

Dann ist die Restriktionsabbildung
Gal(K|k) — Gal(M|F)
surjektiv und das Diagramm

ol = Tofp, — =20, Gal(K |k)

lN k/F lres

clp = Trfpp — =M Gal(M|F)

kommutiert.

Satz 1.31. Fulls k/F keine unverzweigte Erweiterung L/F mit L # F enthdlt, so
ist Ny/p surjektiv. Insbesondere gilt hp|hg.

Anwendung. Hat die Erweiterung k/F Primzahlgrad und gibt es eine verzweigte
Stelle, so folgt hp|hg.

11



1.2 Lokale Klassenkorpertheorie

Ziel: Beschreibung aller abelschen, endlichen Erweiterungen einer fixierten endlichen
Erweiterung k& von Q, durch Daten in &.

Erinnerung 1.32. Q, ist der Quotientenkorper vom diskreten Bewertungsring Z,
mit maximalem Ideal pZ,, Bewertung v, : Q;° — Z (v,(0) := oc0) und Absolutbe-

trag |al, = p~%(®), Dann ist

Ly ={a € Qp|vy(a) > 0}
und

Z) ={a € Q,|v,(a) =0} .
Diese Konzepte lassen sich auf eine endliche Erweiterung k/Q, iibertragen:
k ist Quotientenkorper des diskreten Bewertungsrings O, mit maximalem Ideal
pr = Oy, wobei v (m) = 1. Die Ideale in Oy sind gegeben durch

pi = 7. Ok

und fiir die Bewertung gilt

vk — Z U {0}

v = eV
k X D

Q

mit dem Verzweigungsindex e = ey /g, d.h. pO;, = pj.

Der zugehorige Absolutbetrag ist definiert als

—v, () — for(a
lal, == (Nijg, (pr) " = poul)

fiir alle « € k, wobei
f= fr, = [O%/foi  ofoz,] .
=F

Notation. Wir definieren die Einseinheiten n-ter Stufe als
U, =1+yp;, n>1
Uy = Oy

Die Gruppe k> ist eine topologische Gruppe, wobei die U}’ eine Umgebungsbasis der
1 darstellen. Explizit ist V' C k£* genau dann offen, wenn fiir alle v € V ein n € N
existiert, sodass vUf]’ C V ist.

Die Struktur von £* ldsst sich nun folgendermaflen beschreiben:
K = (m) x Uy = () X Uy X fig

wobei ¢ = |Ox/p,| ist (die Gleichung 29" — 1 = 0 hat eine Losung in k = O/p,. Dann
folgt mit Hensels Lemma, dass die (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln in U} enthalten sind).

12



Satz 1.33. (1) Sei K/k eine endliche, abelsche Erweiterung. Dann gibt es eine
kanonische, surjektive Abbildung, die sogenannte Artinabbildung,

(_, K/k) : kX — Gal(K|k)

mit ker((—, K/k)) = Ng(K*) (die Untergruppe Ng,(K*) < k* ist offen
(siehe z.B. [Ser13]).

Falls K/k unverzweigt ist, so gilt
(a, K/k) = a3tfy)
fiir alle a € k™, wobei ok, den Frobenius bezeichnet.

(2) Sei H < k* eine offene Untergruppe von endlichem Index. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte abelsche Erweiterung K/k, sodass N (K*) = H.

Erlauterung. Die Situation in Teil (1)) ist von der folgenden Form:

KDOKD;,B

kDOkDp

Qy

wobei pOgx = P¢. Sei K := O«/p und k := O/p. Die Sequenz

0 — Gy — G — Gal(K|k) — 0
(

or— (a— o(a))
ist exakt, wobei
Go:=1:={0ce€G|o(a)=a mod*P, Va € Ok}.
Es ist e = |Gy|, d.h.
G = Gal(K|k)

oKk — (x— x‘El)
falls K /k unverzweigt ist.
Bemerkung 1.34. Satz definiert eine Bijektion

K — Ngp(K”™)

zwischen endlichen, abelschen Erweiterungen K /k und Untergruppen von k*, die
offen sind und endlichen Index haben.
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Satz 1.35. Seien Hi, Hy < k* offen und von endlichem Index. Seien Ky, Ky die
zugehdrigen Klassenkdrper. Dann gilt:

(]) ]yi f;]yé < }{i ;2}{5,
(2) }11F1]¥Q — }(1]<é,
(37 }yijgé — [(1F1J¥§.

Satz 1.36. Sei K/k eine endliche, abelsche Erweiterung. Dann induziert die Ar-
tinabbildung einen Isomorphismus

UL Ny @) — Gy
Korollar 1.37. Sei K/k eine endliche, abelsche Erweiterung. Dann ist K/k genau

dann unverzweigt, wenn N, surjektiv auf den Einheiten ist.

1.3 Globale Klassenkoérpertheorie (ideltheoretisch)
Literatur: [CNT87].

Sei k/Q ein Zahlkorper und v eine Stelle von k. Wir bezeichnen die Komplettierung
bei v mit k,. Falls v endlich ist (d.h. v korrespondiert zu einem Primideal p), ist k,
ein p-adischer Korper mit den Einheiten U, := Uy, := U . Ist v unendlich, so ist
k, = R oder k, = C und wir setzen U, := Uy, := k.

Definition 1.38. Die Gruppe

T i ={a=(a,), € I_Ik:vX |a, € U, fir fast alle v}

heifit die Idelgruppe von k. Die Untergruppe
U, =t

nennt man die Gruppe der Einheitsidele.

Ji ist eine topologische Gruppe. Eine Umgebungsbasis der 1 ist gegeben durch

]jI VV; X Ii[ZIv S;\jka

veS véS

wobei S alle endlichen Teilmengen von Stellen von k& und W, jeweils eine Umge-
bungsbasis der 1 in k& durchlduft.

Betrachte

LE - kX —s jk
a— (tp(@)),

14



Erlauterung. Ist v endlich, so gibt es eine kanonische Abbildung ¢, : k& — k,,
die a € k auf die konstante Cauchy-Folge mit Wert o abbildet. Ist v unendlich, so
korrespondiert v zu einer Einbettung 7 : K — C und ¢,(a) = 7(a) € k,.

Ubung 1.39 (siche Blatt 3, Aufgabe 1). (k) ist eine diskrete Untergruppe von
T

Man nennt ¢, (k*) die Untergruppe der Hauptidele von k.

Sei vy eine fixierte Stelle von k. Dann erhalten wir eine Einbettung

k;(o —> jk
a— (Ty)y
mit
1, v #£ vy
Ty =
a, v =1

Sei K/k eine Erweiterung von Zahlkérpern. Dann definiert man eine Norm
NK/k : jK — jk durch

NK/k«xw)w) = (Yo)o

mit
Yy = HNKw/kU(J7w) .
wlv
Es gilt
Niesi(tr () = u(Ngsx(a)) (1.1)
fiir a € K*.

Definition 1.40. Sei k ein Zahlkorper. Dann heift
Cr = Tr/kx
die Idelklassengruppe.
Wegen (1.1)) induziert die Norm eine Normabbildung Ny : Cx — Cy.

Definition 1.41. (1) Sei m ein Divisor von k und o = (o), € Ji. Dann schreibt
man

a=1 mod *m,
falls

(1) vp(ay — 1) > vp(my) fiir alle p|my und
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(i) «a, > 0 fiir alle v|m.
(2) Die Untergruppe
Te(m) ={a=(ay)y € Trla=1 mod "m} <
heifit Strahl modulo m.
(3) Die Gruppe Ci(m) := Jk/k* 7,(m) heifit Strahlklassengruppe modulo m.
Notation. Fiir eine Untergruppe V < Ji sei Vi, := V N Ji(m).
Lemma 1.42. Es gilt
Ti(m) /s —= Tifp .

Beweis. Es ist zu zeigen, dass

Jr.(m) > Tk y Th [

surjektiv ist, dann folgt die Aussage mit ker(¢)) = Jp(m) N k* = k5. Dazu braucht
man den

Satz 1.43 (Approximationssatz). Seien |-|,,...,|-|, paarweise indquivalente Be-
trage auf k. Seien ay,...,a, € k. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein x € k mit
|z —a;|, <e firl<i<n (vgl. [Neu06, Kapitel II, Satz (3.4)]).

Sei v = (), € Jg. Zu zeigen: Es gibt ein f € k* mit fa € Ji(m) (dann ist
Y(Pa) = ak™ in Jk/ikx).
Hierzu ist ein # € k* gesucht mit
vp(Bay = 1) > vp(mg) <= Niyg(p) ™) < Nyjg(p) (™)
> |Bay — 1|, < Niyg(p) ™)
Nk/Q(p>—Up(m0)

|aP|p

<:>|B—ozp_1|p§ =g

fiir alle v = p mit p|my. Falls v = o eine unendliche Stelle in m,, ist, so muss gelten
sgn(o(f)) = sgn(a,). Wihle
e < min{e,, lovl/2| v|me, plmo}

Fiir v|m wéhle a, € k mit

1 £
‘av —Q, ‘v < 5
Finde mit dem Approximationssatz § € k mit

€

— | <
f—a] <3

16



fir alle v|m. Dann folgt

[8-a, =18 —aw+a, -,
SEiE_.
2 2
fiir alle v|m. Somit folgt fa € Ji(m). O
Definition 1.44. Der Homomorphismus

c: Ty — Iy

a = (ay)y —> Hp”"(a") =: () = ¢()
p

heifit Inhalt (engl. content).

Satz 1.45. Sei K/k eine abelsche Erweiterung von Zahlkérpern. Dann induziert der
Inhalt ¢ einen Isomorphismus von Gruppen

T/ (kX Nie/o(Ti))m — T/ Py () Ny (Zic (mo Oc)
Beweis. Siehe |[Lanl3, Kapitel VII, §4]. O

Betrachte das kommutative Diagramm

T )/ (kX Ny 3o (Ti))m —— Ze (M) /Py (m) Ny 1o (Tie (moOc )

siehe Lemma l% %l(_,K/k)
T/ N /i (Tic) © — Gal(K|k)
P I
IR 8

N/
Bemerkung 1.46. O hingt nicht von m ab.
Definition 1.47. Die Abbildung ( —, K/k) : J, — Gal(K |k) heiit Artinabbildung.

Bemerkung 1.48. Sei a = (ay), € J und K/k modulo m definiert. Finde mit
dem Approximationssatz § € k* mit Sa € Ji(m). Sei a = ¢(Sa). Dann gilt

(a, K/k) = (a, K/k) .

Satz 1.49. (1) Sei K/k eine abelsche Erweiterung von Zahlkorpern. Dann indu-
ziert die Artinabbildung (—, K/k) : J, — Gal(K|k) einen Isomorphismus

Co/ Ny p(Crc) = Trfi Nyg (i) — Gal(K|k)

(2) Zu jeder offenen Untergruppe k™ < H < J von endlichem Index gibt es genau
eine abelsche Erweiterung K/k mit k* Ng/w(Jx) = H.
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Bemerkung 1.50. (1) Oft wird die Artinabbildung aufgefasst als Abbildung

(_,K/k) : Cp = Ffux — Gal(K|k).

(2) Mittels der Zuordnung
Te — Gk

H——U

E* —— 1
lassen sich die obigen Resultate auch {iber die Idelklassengruppe formulieren.

(3) Seien k* < Hy, Hy < Jj, offene Untergruppen von endlichem Index und K, Ko
die zugehorigen Klassenkorper. Dann gilt

(1) H1 §H2<:>K1 QKQ,
(11) H{Hy, +— Ki N Kg,
(111) HlﬂHQ — KlKQ.

(4) Betrachte die Situation

wobei die Erweiterungen K/k sowie M/F abelsch sind. Sei a € J;. Dann ist

(a, K/k)|,, = (Niyr(a), M/F)
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Zusammenhang zum Lokalen

Sei K/k eine Galoiserweiterung von Zahlkorpern. Betrachte

Ky
/ ‘ >galoissch
Ry K Ky
/)
;i; G| g2
LN

wobei

Z=Zp={0ceCGlo(P) =P} <G

die Zerlegungsgruppe von 33 ist. Es gilt
01 Z —» Gal(Kylk,)
or— (@ o(a))
wobei fiir v € Ky repréisentiert durch die Cauchy-Folge (a,)n, i, € K, o(a) durch

(o(cvn))n reprisentiert ist.
Sei K /k abelsch und

Lvlkv‘—>._7k
§F—>("'717 5 71a"')
~—
v—te Stelle

Dann kann man zeigen:
(eo(§), K/k) € Zy,
wobei Z, die Zerlegungsgruppe zu v bezeichnet, und
p((o(8), K/k)) = (&, Ku/ky)
fir alle § € kS

Satz 1.51. Fine Stelle v = p ist genau dann unverzweigt in K/k, wenn
Lp(up) g kXNK/k(jK).
"Beweis”. =>: p ist genau dann unverzweigt, wenn Ky /k, fiir alle P|p unverzweigt
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn U, = N, /k, (Uyp) fiir alle Blp. Daraus folgt,
dass ¢p(Uy) € Ng/ie(Tk)-
<=: Sei £ € U,. Dann gilt

(p (), K/k) =1
d.h.

(& Kp/ky) =1
und § € ker((—, Kp/ky)) = Nigr, (Kg). Somit folgt § € Ny x, (Usp). O
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2 Kohomologie endlicher Gruppen

2.1 G-Moduln

Literatur: Dieses Kapitel folgt [NS11].
G sei stets eine endliche Gruppe. Der ganzzahlige Gruppenring ist definiert als

Z|G| == {Zagg|ag EZ}.

geG

Z[G] ist ein Ring mittels komponentenweiser Addition und

<gze;agg> : (;m) - ;agbhgh
=2 (Z agbh> 2

z€G \gh=z

Es ist klar, dass Z[G] genau dann kommutativ ist, wenn G abelsch ist.

Analog lisst sich R[G] fiir jeden kommutativen Ring R definieren.

Wir wollen Z[G]-Moduln (G-Moduln), also G-Mengen, die zugleich eine abelsche

Gruppe sind, studieren.

Beispiel 2.1. (1) Sei L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Dann gilt

firae L

()0 S st

geG geq

und somit ist L ein Z[G]-Modul. Analog ist L auch ein K[G]- und ein Og|[G]-
Modul. Der Ganzheitsring Oy, ist ein Z[G]- und ein Ox[G]-Modul, jedoch kein

K[G]-Modul.

Sei nun o € L*, dann ist L* mittels

() o Tt

geG geq

ein Z|G]-Modul und analog sind auch OF und Z;, Z|G]-Moduln, letzteres mit-

tels

(Z agg> ca:= ][] gla)™.

geG geq

Dann ist Py, ein Z[G]-Teilmodul von Z;, und somit auch cl;, = Zc/p, ein Z|G|-

Modul. Ebenfalls ist die Gruppe der Einheitswurzeln py, ein Z[G]-Modul.

20



(2) Es seien A, G endliche Gruppen und A zusétzlich abelsch. Die Sequenz

1 s A < s F ”%G s 1.

[

sei exakt. Dann konnen wir A als G-Modul betrachten mittels:

Wihle eine mengentheoretische Abbildung ¢ mit 7o (g) = g. Dann definiere

g-a:=o(g)ac(g)”"

firg e G, a € A.
Ubung 2.2. Die Gruppenwirkung ist unabhingig von der Wahl von o.
Definition 2.3. (1) Die Abbildung
£:Z|G] — Z

Zaggl—>2ag

geG geG

heifit Augmentation. Der Kern von e heifit Augmentationsideal und wird mit
I bezeichnet.

(2) Das Element Ng := ) . g heiBt Normelement oder Spurelement. Die Abbil-
dung

w7 — Z|G|
n+— niNg

heifit Koaugmentation. Wir setzen Jg := coker(u) = ZIGl/z.Ng.

Wir haben also die exakten Sequenzen

Satz 2.4. (1) Ig hat die Z-Basis
{g—1lge G\ {1}}.
(2) Jo hat die Z-Basis
{9+2Z-NaolgeG\{1}}.
(3) Die Sequenzen zerfallen als Z-Moduln, d.h.

ZIG|=2Z® I,
ZIGI=ZZ® Jg .
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Beweis. Ubung. O
Ubung 2.5. Es gilt I = Anngc(Z - Ng) und Z - Ng = Anngg(1a).
Sei nun A ein G-Modul.
Definition 2.6. Die Menge
A% :={ac Alga=a,VgeG}

heifit der Fizmodul und die Teilmenge

NgA :={Nga|a € A}
heifit die Normengruppe von A. Weiter ist

NeA:={a € A|Nga =0}

der Kern der Norm und wir definieren den Teilmodul

IgA ::{Zag(ga—a)\aEA, ageZ} C N A
g#1

Beispiel 2.7. Sei L/K eine Galoiserweiterung von lokalen Korpern iiber Q,. Fir
A= L*ist

(L) = K* D NgA = Npx(L%)
und falls L/ K abelsch ist folgt

Artin

H2(G,Z) = Gal(L|K) = K*/ny () = H(G, L¥).

Etwas ausfiihrlicher: Gal(L/K) ist kanonisch isomorph zur Kohomologiegruppe
H2(G,Z), K* /Ny, (%) ist kanonisch isomorph zu H°(G,L*) und wir werden die
Artinabbildung als Inverse zu einem kanonischen Isomorphismus

invy,x: H*(G,Z) — H°(G, L")
definieren.

Seien A, B G-Moduln. Dann wird Homgz (A, B) zu einem G-Modul mittels

(9f)(a) == g(f(g "a)),

dh. gf :=go fog™! wobei f € Homz(A, B),g € G,a € A.
Es ist klar, dass

Homg (A, B) := Homgg (A, B) = Homg(A, B)
gilt.
Ebenso wird A ®7 B zum G-Modul mittels

g(a®b) :=ga® gb.
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Warnung. Es ist A ® B¢ C (A® B)®. Im Allgemeinen gilt hier keine Gleichheit.
Definition 2.8. Ein Z[G]-Modul A heifit frei, falls es einen Z[G]-Isomorphismus
f:A— @zc
iel
gibt, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

Ubung 2.9. (1) Sei L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern mit Galois-
gruppe G. Dann besagt der Satz von der Normalbasis, dass ein © € L existiert,
sodass {g(©) |g € G} eine K-Basis von L ist.

Mit anderen Worten ist L K|G|-frei, denn

K[G] — L
Zagg — Zagg(Q)
9 9
1st ein Isomorphismus.
Sei nun wy,...,w, mit n = [K : Q] eine Q-Basis von K. Dann ist L auch
Q[G]-frei, denn
QGI" — L

ist ein Isomorphismus von Q[G]-Moduln.

Es stellt sich die
Frage (A. Fréhlich): Ist Oy ein freier Z[G]-Modul?

Diese Frage wurde 1981 von M. Taylor geldst:

Oy ist genau dann (stabil) frei, wenn die Wurzelzahlklasse trivial ist.
(2) Ig und Jg sind nicht frei.

(3) Sei p eine Primzahl, dann ist Og,) Z[G|-frei (Hilberts Satz 132, siehe Blatt
4, Aufgabe 3).

Satz 2.10. Sei X Z|G]-frei und

0—AB 100
eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln. Dann ist die Sequenz
0 — Homg (X, A) — Homg (X, B) — Homg(X,C) — 0

exakt.
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Beweis. Falls X = Z|G], so gilt: Das Diagramm
0 —— Home(Z[G], A) 5 Home(Z[G], B) —— Home(Z[G],C) — 0

%lfﬁf(l) hofeh(f(l))l% lg
s A <

0 > B s C

o

ist kommutativ, wobei h*(f) = ho f (analog fiir g*).

Sei allgemein X = €, ; Z[G]. Dann folgt die Behauptung aus der Additivitit von
Homg(X, —).
Genauer sei X = P, ; X; fiir G-Moduln X;. Dann ist

Homg <@Xj,A) — HHomg(Xj,A)
jeJ jet
[ (flx;)jes
(Z Tj = ij(%’))  (fj)jes
jeJ jeJ
ein Isomorphismus. O]

Bemerkung 2.11. (1) Der Funktor Homg (X, — ) ist stets linksexakt, d.h.

0 — Homg(X, A) < Homg(X, B) -2 Homg(X, C)
ist exakt.

(2) Man kann Z[G]-frei durch Z[G]-projektiv ersetzen (siche Ubungsblatt).

Beweis zu (1). Sei f € Homg(X, A), dann ist (¢* o h*)(f) = go ho f = 0, d.h.
im(h*) C ker(g*).
Sei nun f, € Homg(X, B) und es gelte g o fo = 0, d.h. im(f3) C ker(g) = im(h).
Wir suchen f;, sodass

f2

X — B
\\\\ Th
1 Ny
A
kommutiert. Dazu sei x € X. Dann gibt es genau ein a € A mit fy(z) = h(a). Setze
nun fi(x) :== a. O

Definition 2.12. Ein G-Modul X ist projektiv, falls fiir alle Diagramme der Form

\% s W > ()

mit exakter Zeile ein Z[G]-Modulhomomorphismus X — V existiert, sodass das
Diagramm kommutiert (hierbei sind die Abbildungen jeweils Z[G]-Modulhomomor-
phismen).
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Falls X projektiv ist, so ist Homg (X, ) exakt.

Beweis. Nach Definition von Projektivitit gibt es zu einem f3 € Homg (X, W) ein
fo € Homg(X, V) sodass das folgende Diagramm kommutiert:

X
f2/// lfs
<,
V > W > 0
Dann ist f, ein Urbild von f3 und somit ist A* surjektiv. O]

Ubung 2.13 (siche Blatt 4, Aufgabe 4). Sei X ein G-Modul. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(1) X ist projektiv,
(2) Homg(X, ) ist exakt,

(3) X ist direkter Summand eines freien G-Moduls, d.h. es ezistiert ein G-Modul
Y, sodass X &Y ein freier G-Modul ist.

(4) Jede exakte Sequenz

0 S >BF”» s 0

g

von G-Moduln zerfdllt, d.h. es gibt einen G-Modulhomomorphismus o : X —
B mit moo =idx.

Drei Lemmata (ohne Beweis)

Lemma 2.14. Ist
N Xq_1 — Xq — Xq+1 — ...

eine exakte Sequenz von freien Z-Moduln und D ein beliebiger Z-Modul. Dann ist
... — Homy(X,_1, D) — Homy(X,, D) — Homy (X1, D) — ...
exakt.

Lemma 2.15. Ist
0 —A—B—C—70
eine exakte Sequenz von freien Z-Moduln und X ein beliebiger Modul. Dann ist
0 = X®A—X®B—X®C—0

exakt.
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Lemma 2.16. Ist
0—A—B—C—0
eine exakte Sequenz von Z-Moduln und X ein freier Z-Modul, dann ist
0 = X®A—X®B—X®C-—0
exakt.
Beispiele 2.17. (1) Betrachte
0 — Z % 7 —> Zfnz —> 0
a+— na
fiir ein n € N.

Wende _ ® Z/nz an, dann folgt

0 —— Z@Z/nz L) Z@Z/nZ — Z/nZ®Z/nZ —— 0
IR IR |
0 — Z/nZ — Z/nZ E—— Z/nZ®Z/nZ — 0

Die untere Multiplikation mit n ist die Nullabbildung, also insbesondere nicht
injektiv. Somit ist die Sequenz nicht mehr exakt und dies ist ein Gegenbeispiel
zu Lemma 2.15 und Lemma 2.16]

(2) Betrachte
04—z ¢— L+ T +— 0+ ...
Wende Homy( _,7Z) an, dann folgt
.. — 0 — Homy(%/nz,Z) — Homy(Z,Z) — Homgy(Z,Z) — 0 —> ...
also
=0 —=0—Z "7 —0— ..

und die Multiplikation mit n ist nicht surjektiv, d.h. die Sequenz ist nicht
exakt und dies ist ein Gegenbeispiel zu Lemma [2.14]

2.2 Definition von (Tate)-Kohomologiegruppen
Sei G eine endliche Gruppe.

Definition 2.18. Unter einer wvollstindigen freien Auflosung von 7Z versteht man
einen unendlichen Komplex

d1 d2

X1< Xz(

t— X5 <—X_1 PR Xo <

N
0/ \0
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1) die X, sind freie Z|G]-Moduln,

(1)

(2) pe = dy,
(3) p,e,d, sind G-Modulhomomorphismen,
(4)

4) Exaktheit an jeder Stelle.

Wir wollen nun die Standardauflésung von Z definieren:

Fiir ¢ > 1 definiert man

X, =X_o1 = PzGl(oy, ... 0y)
wobei sich die direkte Summe iiber alle g-Zellen (o4, ...,0,), 0; € G, erstreckt.

Beispiel. X; = X_, = Z[G]/°l. Ein Element von X; ist von der Form Y _. A, (o)
fiir A, € Z[G).

Setze Xy = X_; = Z|G] und definiere

€X0:Z[G]—>Z

und

Weiter sei

q—1
+ Z(_l)i(alv oy 041, 03041, 042, vy Og)

i=1
+ (=101, ..., 0g-1) qg>1.
Die Formeln fiir d,, ¢ < 0 findet man in [NS11} S. 13].

Lemma 2.19. Die Standardauflosung ist eine vollstindige freie Auflosung von Z.

Beweis. Die Eigenschaften (1)-(3) gelten per Definition. Die Exaktheit von

04— Z ¢ Xo <& Xy <2 Xy — . (2.1)

zeigt man durch Rechnung und Induktion. Wende auf ([2.1]) den Funktor Homy( _, Z)
an. Dann folgt mit Lemma [2.14]

0 — Homy(Z,7Z) — Homgz(Xo, Z) — Homy(X1,Z) — ... (2.2)
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ist exakt.
Sei = (074, ..., 04) eine g-Zelle. Definiere z* € Homy(X,, Z) durch

(o, 0 sonst

1, o=1und x = (71, ...,7,)
>Tq)> = { ' !
Die Abbildung

X, — Homy(X,,Z)
T — "

kann Z|G]-linear fortgesetzt werden und wird ein Isomorphismus von Z[G]-Moduln.
Zur Bijektivitét:

(t2*) (o (71, ... 7)) = r(z* (o (m, ..., 7))

_{1, T=ocund z = (7, ..., Ty)

0, sonst
Also ist 7(071, ..., 0,)* genau die Z-duale Basis zu
{o(11,....75) |0 € G, (1, ..., 1) ¢-Zelle} .
Somit wird aus durch diese Dualisierung
0—7Z— Xg— X1 — ...
und es gilt Xg = X_1, X; = X o, etc.

Die expliziten Formeln ergeben sich ebenfalls aus (2.1)) durch dualisieren. O

Sei nun A ein G-Modul. Wende den Funktor Homg(_, A) auf die Standardauflésung
an, dann folgt

... — Homg (X _o, A) i Homg (X _1, A) o, Homg(Xo, A) — ...
ist eine Sequenz von G-Moduln mit
(0410 0,)(f) =0
fir alle ¢, d.h. im(9,) C ker(9y+1).
Notation. Definiere

A, = Homg(X,, A),
Zg = Zg(A) :=ker(0441) ,

Man nennt A, die g-Koketten, Z, die q-Kozyklen und B, die g-Kordnder.
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Definition 2.20. Die Gruppe
HIY(G, A) := Z(A)/B,(4)
heifit die g-te (Tate)-Kohomologiegruppe.

Sei x € A, = A_,_1 = Homg(X,, A) eine ¢g-Kokette. X, ist Z[G]-frei erzeugt von
den ¢-Zellen (o4, ..., 0,) fiir ¢ > 1. Also ist = eindeutig bestimmt durch seine Werte
auf (o1, ...,04). Man kann = als Abbildung

r: G — A
auffassen. Also gilt
A=A 1={r:G" — A}
fiir ¢ > 1 und
Ap = A1 = Homg(Z|G],A) = A
mittels f — f(1). Die Formeln fiir die d, liefern nun fiir die 0, die Formeln
Oox =Ngx reEA 1 =A,
(Oz)(o) =0 —x r€ A=A,

(04x) (01, ..., 04) =01(x(02, ..., 04))
+ Z(—l)izlz‘(al, ey O304 15 oy Og)

=1

+(—]_)qZL’(O'17...,O'q_1) IEAq_l,q227
Oz =3 o (z(0)) — (o) rEA,={r:G— A},
oeG

(siehe [NS11], S. 17] fiir die restlichen Formeln).
Beispielsweise hat man fiir ¢ = 0

A, = A= Homg(Z[G],A) > f
I l
Ayp = A= Homg(Z[G|,A) > fody
und die Formel fiir g, folgt aus
fdo(1)) = f(Ne) = Nef(1).
Ebenso hat man fiir ¢ = 1

Ao = A= Homg(Z[G], A) > f

Jo !

Ay ={2:G— A} =Homg(X,A) > fod,
und die Formel fiir 9; folgt aus

fldi(0) = flo=1) = (o0 = 1)f(1).

Die restlichen Formeln folgen analog.
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Explizite Beschreibung der Kohomologiegruppen fiir ¢ = —1,0, 1
Es gilt fiir g = —1:
Z_1 =ker(Ng) = n A,

By =im(0_;) = IcA = {Zna —a]aEAnUEZ}
o#l
_1<G,A) - NGA/IgA.

Fiir ¢ = 0 ergibt sich

ZO = ker(@l) = AG 3
BO = lm(a(]> = NGA,
HO(G, A) = A%/nga.

Fiir ¢ = 1 erhalten wir

Zy =%ker(0y) ={x: G — Al|x(o7) = 0x(7) + 2(0), Vo,7 € G},
By =im(0))={z:G— A|Ja€ A:z(c) =0(a) —a},
HY (G, A) = %/B,.

Bemerkungen 2.21. (1) Elemente in Z; heilen gekreuzte Homomorphismen.
(2) Falls G trivial auf A wirkt, d.h. ca = a fiir alle 0 € G und a € A, so ist
Zy = Homg (G, A),
B, =0,
= H'(G, A) = Homgz(G, A) .
(3) Falls
0—A—B-—C-—0
eine exakte Sequenz von G-Moduln ist, so ist
0— AY — BY — C¢
exakt (siehe Blatt 5, Aufgabe 2a)). Falls H'(G, A) = 0, so ist auch
0— A — BY — C° —0

exakt.

2.3 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Sei f: A — B ein Homomorphismus von G-Moduln. Dann induziert f Abbildun-
gen

fq: Ay — By
x+— fx
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wobei (fz)(o1,...,04) := f(x(01,...,0,)) fiir ¢ > 1. Das unendliches Diagramm

g +1
— Ay > A » Agpr — .

’ q
lqul lfq lfq«kl
0,

9y g+1
. — By » By » By — ...

9y

kommutiert. Somit folgt

fo: Zy(A) — Z4(B),
fq 1 By(A) — By(B).

Insgesamt induziert also der Homomorphismus f : A — B Abbildungen
7(1 : HY(G,A) — HY(G, B).

Explizit sei ¢ € HY(G, A) = Z(4)/p,(a) die Restklasse von ¢ € Z,(A). Dann wird
[f,(C) reprisentiert von fc in Z«(5)/p,(B).

Satz 2.22. Se:
0—A-B 200

eine exakte Sequenz von G-Moduln. Dann gibt es einen kanonischen Homomorphis-
mus von G-Moduln fir alle q € Z

5, HY(G,C) — HITY(G, A),

sodass die unendliche Sequenz

s HY(G, A) ~% HY(G, B) 2% HI(G,C) 2% HYY(G, A) ™S (2.3)
exakt 1st.

Definition 2.23. Die Abbildung 6, heiBt Verbindungshomomorphismus, die Se-
quenz heifit lange exakte Kohomologiesequenz.

Beweis. Betrachte

lanrl lanrl lanrl

ig+1 Jg+1
0 — Agyr — By 2% Cpoy —— 0

Die Zeilen sind exakt, da sie aus

0—A—B—0C-—70
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durch Anwendung von Homg (X;, ) fir i = ¢ — 1,¢q,q + 1 entstehen und da die X;
Z|G|-frei sind.

Sei ¢, € HY(G,C) = %a©)/B,(c) C Ca/By(). Es gilt 0y11(cqy) = 0. Sei b, € B, mit
Jq(by) = ¢4 Dann ist 0,11 (b,) € ker(j,41) = im(i,41) und es existiert ein eindeutiges

Urbild Ag+1 € Aq, d.h. iq+1 (aq+1) = aq+1 (bq) Es gllt

igr2(0g12(agi1)) = Ograligri(agr1)) = Ogr2(0g41(bg)) = 0

und somit folgt J,42(ag+1) = 0. Dann ist a,41 € Z;41(A) und wir definieren
04(Cq) = Qg1
(man nennt das hier angewendete Verfahren Diagrammjagd).

Wohldefiniertheit: Folgt ebenfalls mittels Diagrammjagd:

Sei ¢, = g, dh. ¢ — ¢, € By(C). Also existiert ein ¢,1 € Coy mit 9g(ce—1) =
Cq— c; und wir kénnen ein Urbild b,_; von ¢,_; unter j,—; wéhlen. Dann unterschei-
den sich die by, b}, in der vorherigen Konstruktion gerade um 9,(b,—1) und es folgt
Og+1(bg — by) = 0, also agy1 = ag,.

Sei nun j,(by) = ¢4 = jg(b,), dann ist b, — by, € ker(j,) = im(7,) und es existiert ein
eindeutiges a, mit i,(aq) = by — 0. Dann ist aber

ig+1(0g11(aq)) = Ogy1(ig(ag)) = Ogr1(by) — aq-i-l(b;)
= Z‘qul(anrl) — lgt1 (a;-i-l)

und somit folgt ag1 — ay, € Byy1(A).

Exaktheit bei H1(G, C'): Betrachte

HY(G, B) 2% HI(G,C) 2% HY(G, A)

Die Inklusion im(j,,) C ker(d,) folgt aus der Konstruktion. Sei umgekehrt 4(¢,) = 0.
Dann gibt es a,4; und b, mit

5q(5q> = Qg+1
Ja(bg) = ¢4
iq+1(ag1) = Og41(bg) -

Es gilt nun @,41 = 0, d.h. a,41 = 0y11(ay). Dann folgt

Og11(bg) = igr1(agi1) = ig41(0441)(aq)) = g1 (ig(ay))

und somit
Og1(bg — ig(aq)) = 0.
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Ferner gilt
¢q = Jq(bg — iq(ay))
und da b, —i,(a,) ein Kozykel ist, folgt
Cqg = jq<bq - iq(%)) S im(3q> .
Der Rest des Beweises ist eine Ubung (siche Blatt 5, Aufgabe 1). m
Korollar 2.24. Fualls H1(G,A) = 0 (bzw. HY(G,B) = 0 bzw. HY(G,C) = 0) fir

alle g € Z gqilt, so erhdlt man Isomorphismen

jq : HY(G,B) = HY(G,C)
bzw.

§: HY(G,C) =~ H™ (G, A)
bzw.

i, HY(G,A) =2 HY(G, B).

Satz 2.25. Fulls

0 yA——> B, > 0
O
0 v A g L > 0

ein kommutatives Diagramm von G-Moduln mit exakten Zeilen ist, so kommutiert

HY(G,C) —— H™YG, A)

lﬁq lftﬁl

HY(G, ") —— HTYG, A
Beweis. Das folgt direkt aus der Konstruktion von 4. O]
Satz 2.26. Sei
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ein kommutatives Diagramm von G-Moduln mit exakten Zeilen und Spalten. Dann

kommutiert
HT™ Y@, C") —— HY(G,C")

l& lﬂs
HY(G, A"y —— H(G,A)
Beweis. Sei
Di=ker (B B L5 C") =ker (BL 0 ™% ¢") .
Dann ist die Sequenz
0—D-—B—C"—0
exakt. Sei weiter
I:A — Ao B
a’ — (fi(a'),7'(a’))
und

J:A®B — DCB
(a,b') —i(a) — g1 (¥)

Behauptung 1. Die Sequenz
0— A4 -5 A4eB -5 D—0
ist exakt.

Beweis. o Exaktheit bei D:

Sei b € D. Dann ist j”(g2(b)) = 0 und somit gibt es ein eindeutiges a” € A”,
sodass "(a"”) = g2(b). Sei nun a € A mit fy(a) = o”. Dann gilt

g2(i(a)) = i"(fa(a)) = i"(a") = ga(b) .

Es folgt i(a) —b € ker(go) = im(g1), d.h. es gibt ein eindeutiges ¥’ € B’, sodass
g1(0') =i(a) — b, und wir erhalten

b=1i(a) — g1 (V') € im(J).

o Exaktheit bei A @ B’:
Es gilt

J(I(d")) = J((f(d),i(d))) = i(f1(a)) = g2 (i"(a’)) = O,

d.h. im(I) C ker(J). Sei nun (a,b’) € ker(J). Dies ist genau dann der Fall,
wenn i(a) = g1(b') ist. Es gilt

1"(f2(a)) = g2(i(a)) = g2(ga (b)) = 0,
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d.h. fa(a) = 0. Dann gibt es ein eindeutiges a’ € A, sodass f(a’) = a. Es ist
noch zu zeigen, dass i'(a’) = V' ist. Dazu betrachte

q(i'(d) = i(f1(d") = i(a) = g (V).
Da g; injektiv ist, folgt ¢'(a’) = ¥'.

o Exaktheit bei A’

Es gilt
I(d)=0<+= fi(d')=0und 7(a") =0
—ad=0.
m
Behauptung 2. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

Al fi s A f2 . A i . B " ol

D el T W

A1, Aep —4 DS, I, o

- idl (0,— id)l i yl ldl

/AN T . 5’ i ichiNyol
Bemerkungen. e Die einzelnen Rechtecke innerhalb des Diagramms werden

jeweils mit der Zeile und Spalte indiziert, also z.B. hat das Rechteck

B// j C//
QQT idT
B .7 092 C//

die Bezeichnung (1,4). Dies gilt auch fiir alle folgenden Diagramme.

e Die gestrichelten Pfeile sind fiir Behauptung[2| zu ignorieren, d.h. hier wird die
Kommutativitit des grolen Rechtecks (1,2 + 3), das die Rechtecke (1,2) und
(1,3) umfasst, behauptet (analog fiir die unteren Rechtecke).

Beweis. Wir geben hier eine Kostprobe, indem wir die Kommutativitdt im Rechteck
(2,1) nachrechnen:

(0, —id)(I(a)) = =i'(a’) ,
7((=id)(d)) = =i'(a).

Die Kommutativitdat der restlichen Rechtecke folgt analog. [

Behauptung 3. Das Diagramm lisst sich kommutativ vervollstindigen.
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Beweis. Betrachte zuerst D --» A”:

Da J surjektiv ist, kann man ein Urbild (a,b") von d € D wihlen und somit das Bild
von d als fy(a) definieren. Dies ist wohldefiniert, da ker(J) = im(/) und fy o f; =0
ist. Dann ist das Rechteck (1,2) per Konstruktion kommutativ.

Es ist noch zu zeigen, dass das Rechteck (1,3) ebenfalls kommutiert. Dies folgt aus
der Surjektivitat von J und der Kommutativitét der Rechtecke (1,2) und (1,2 + 3).
Der Beweis fiir D --+» C’ funktioniert analog. O

Das Diagramm
HYG,C") —— HYG,A") —— HTYGA)

H | d

HYG,C") —— HY(G,D) —— HI™Y(G, A)
| | -]
HYG,C") —— HIYG,C") —— HI™YG, A)

kommutiert wegen der Funktorialitdt des Verbindungshomomorphismus §. Das ist
die Aussage des Satzes. O

Satz 2.27. Sei {A;|i € I} eine Familie von G-Moduln. Dann gilt

H(G, @A) = P HUG, A)),

iel iel
el el

Beweis. Sei A =@, ; Ai = {(@i)ier € [[;c; Ai | a; = 0 fiir fast alle i}. Es ist
A, = Homg(X,, A) = @D Homg (X, A;) = D (Ai),
il iel
f = (i o fier
33' — Z fz fz iel

i€l

(wohldefiniert, da die X, endlich erzeugt sind).
Damit erhalten wir das unendliche kommutative Diagramm

L A > A, » Agp1 —— ...

F l% F

.- — @zg[( )q 1 — @zel( ) I @zel( >Q+1 — ..

Die Aussage fiir das Produkt folgt analog. O]

Anwendung. Wir werden zeigen, dass H?(G,Z[G]) = 0 fur alle ¢ € Z. Es folgt,
dass HY(G, P) = 0 fiir alle ¢ € Z und fiir alle projektiven G-Moduln P (siche Blatt
5, Aufgabe 2c)).
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2.4 (G-induzierte Moduln

Definition 2.28. Ein G-Modul A heifit G-induziert, falls es eine Untergruppe
D < A gibt, sodass
A= @ oD

(hierbei wird D als trivialer Modul betrachtet).
Beispiel 2.29. Es ist
Z[G) =Pz,
oelG

wobei wir Z fiir die Untergruppe Z - 15 von Z[G| schreiben.

Satz 2.30. Se: A G-induziert und H < G. Dann ist A H-induziert. Falls H < G
ein Normalteiler ist, so ist AH G/u-induziert.

Beweis. Sei A =@ ., oD. Dann gilt

A:@@UTD:@U @TD

TGH\G oceH ceH TEH\G
Sei nun H <G

Behauptung. A7 = P TNy D.

T€G/H

Beweis. Die Summe ist tatséchlich direkt, da

@ TNy D C @UD.

T€G/H oeG
Fiir die Inklusion ,,0% sei TNyd € TNy D und h € H. Dann gilt
htNyd = 7(7 *h7)Nyd = TNyd.
eH

Fiir die andere Inklusion ,,C“ sei a € A7, Sei
a= Z Td,

mit d, € D. Dann gilt fiir alle 0 € H

Zm’dUT =qa=o0a= ZO’TdT

TeG TEG
und es folgt d,, = d, fiir alle 0 € H und 7 € G. Wir erhalten

a= Z Z T0dre = Z T Z 0dror—17

T€CG/HoEH T€G/H o€H
= Z T(ZO‘) d, € Z TNyD
T€G/H oceH TE€G/H
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Der Satz ist mit der Behauptung bewiesen. O

Satz 2.31. Sei X G-induziert und A ein beliebiger G-Modul. Dann st
X ®A=X®yz A ebenfalls G-induziert.

Beweis. Es ist

X@A= (@w) ®A=PDe A

ceG oelG
= @(UD ®oA) = @O’(D ® A)
ceG e
und somit ist X ® A G-induziert. O

Definition 2.32. Ein G-Modul A hat triviale Kohomologie (oder ist kohomologisch
trivial), falls fiir alle U < G und ¢q € Z gilt

HYU,A) =0
Satz 2.33. Jeder G-induzierte Modul hat triviale Kohomologie.

Beispiel 2.34. Das zeigt H1(U,Z|G]) = 0 fiir alle ¢ € Z und alle Untergruppen
U < @. Eine Konsequenz hieraus ist, dass jeder projektive G-Modul triviale Koho-
mologie hat (sieche Blatt 5, Aufgabe 2c))).

Beweis. Ohne Einschrinkung geniigt es U = G zu betrachten.
Es ist zu zeigen, dass die Sequenz

. — Homg (X, A) 2% Homg (X a1, A) —> ... (2.4)
—— N ~~
=Aq =Ag+1

exakt ist.

Sei A=, oD und 7 : A — D die Projektion auf die Komponente der 1. Dann
ist

Home(X,, A) = Homgz(X,, D) (2.5)
frmof
(:C EN Za_lf(ax)> —h

oceG

ein Isomorphismus.

Ubung 2.35. Es gilt:
o f ist G-vertraglich,

o f(2) =3 5eqo (o f)lox),
e mo f, =h.
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Identifiziert man geméaf , so wird aus ([2.4))
... — Homy(X,, D) — Homgy(X,11,D) — ... (2.6)
Da die Sequenz
v Xy — X1 — ..

exakt ist und X, Z-frei ist, ist auch (2.6) exakt. O

Betrachte
0—Ilg—7Z[G] -7 —0
und

0—Z -5 Z[G) — Jg —0
1I—>NG

Sei A ein G-Modul. Anwendung von _ ® A liefert die exakten Sequenzen
0 —>Ic®A—ZGRA—A—0

und
0—A—Z[G®A— Jg®A—0.

Da Z|G] ® A G-induziert ist, erhalten wir aus der langen exakten Kohomologiese-
quenz die Isomorphismen

§: H™Y U, Jg @ A) — HY(U, A),
S H™N (U I ® A) — HY(U, A)

fiir alle ¢ € Z und alle Untergruppen U < G.
Definition 2.36. Wir definieren

A= Je®@Jg® - @ Jg®A, m >0,
mFa‘k’toren
Am:=!G®]G®"'®]q®A, m<0.

~
|m| Faktoren

Fir m > 0 erhélt man

5™ HI™(U, A™) -2 HT™ (U, A™Y) — . — HY(U, A)
und fir m <0

g™ L Hm (U, A 2 eeme (g, AmTYy oy H9(U, A)
Bemerkungen 2.37. (1) §™ ist ein Isomorphismus fiir alle m € Z.
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(2) Mit der Methode der Dimensionsverschiebung kann man Resultate fiir Koho-
mologiegruppen kleiner Dimension auf beliebige Dimensionen iibertragen.

Ein Beispiel fiir die Dimensionsverschiebung ist der folgende

Satz 2.38. Es gilt |G| HY(G,A) =0 fiir alle q € Z.

Beweis. Sei C' ein beliebiger G-Modul.

Behauptung. Es gilt |G| H'(G,C) = 0.

Beweis. Es ist H°(G, C) = ¢/ngc. Sei ¢ + NgC € €9/nge beliebig. Dann gilt

’G| (c—l—NGC') = |G|C+N00:NOC+N6‘C:O.

Wihle nun C' = A? und m = ¢. Dann folgt mit
8% HY(G, A%) — HY(G, A),
dass |G| H1(G, A) = 0 ist. O

Korollar 2.39. Fulls A ein endlich erzeugter G-Modul ist, so ist HI(G, A) endlich
fiir alle q € Z.

Beweis. Der Modul A, = Homg(X,, A) ist endlich erzeugt. Somit ist auch
H1(G,A) = Z(A)/B,4) endlich erzeugt. Da H?(G,A) von |G| annulliert wird, ist
Hi(G, A) also endlich. O

Definition 2.40. Eine abelsche Gruppe A hat uneingeschrdinkte und eindeutige
Division, falls es zu jedem n € N und allen a € A genau ein a; € A mit na; = a
gibt.

Beispiele 2.41. (1) Q hat uneingeschriankte und eindeutige Division.
(2) Q/z hat uneingeschrinkte Division. Diese ist aber nicht eindeutig]

Satz 2.42. Fulls A uneingeschrdnkte und eindeutige Division hat, so ist A kohomo-
logisch trivial.

Bewets. Sei
n-id: A — A

die Multiplikation mit n. Da A uneingeschréinkte und eindeutige Division hat, ist
dies ein Isomorphismus, wie auch die induzierte Abbildung

n-id: HY(U, A) —s HY(U, A) .

Also ist HY(U, A) = nH4(U, A) fiir alle n € N und durch die Wahl n = |G| erhalten
wir H4(U, A) = 0 fiir alle ¢ € Z. O

Beispiele 2.43. (1) Q ist kohomologisch trivial.
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(2) Betrachte die exakte Sequenz
0 —Z—Q—Yz —0. (2.7)
Dann ist HY(G,Yz) = H9" (G, Z) und insbesondere H (G, Yz) = Z/|gz.

(3) Falls A m-Torsion ist fiir ein m € N und (m, |G|) = 1, so ist H(U, A) = 0 fiir
alle q € Z.

Beweis. Ubung (zeige mH4(U, A) = 0). O

Bemerkung 2.44. Es gilt

H2(G,Z) = G™,
HYG,Z)=0,

H°(G,Z) =7)cpz,

HY(G,Z) = Hom(G,Z) = 0.

Wir kénnen nun zeigen
H*(G,7) = Hom(G, ¥Y/z) = Hom(G, C*),
denn wir erhalten aus
Hom(G,%/z) = HY(G,Yz) = H*(G, Z)
und die Abbildung

Hom(G, ¥/z) — Hom(G,C*)

fr— (0 2/ @)
ist ein Isomorphismus.
Definition 2.45. Die Gruppe
X(G) := Hom(G, ¥/z)

heifit Gruppe der (abelschen) Charaktere von G.

2.5 Inflation, Restriktion und Korestriktion

Motivation. Ist A ein G-Modul und U < G eine Untergruppe, so ist A auch ein
U-Modul. Ist U < G ein Normalteiler, so ist AV ein G¢/u-Modul. Wir wollen nun die
Zusammenhinge zwischen H?(G/u, AY), H1(G, A) und HY(U, A) studieren.

Sei ab jetzt ¢ > 1.
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Definition 2.46. Sei U < (G ein Normalteiler und
r:6/ux -Gy — AY

eine g-Kokette, d.h. ein Element von (AY),. Dann wird eine ¢-Kokette y € A definiert
durch

y:Gx---xG— A
y(o1,...,0q) == x(o1U, ...,0,U)
Man schreibt y = infz = infg/U x.

Das Diagramm

(AU)q % (AU)qH

linf linf
Og+1
Aq — Aq+1
kommutiert, d.h. Zyklen gehen auf Zyklen und Réander auf Rénder iiber.
Definition 2.47. Die induzierte Abbildung
Inf, : HY(G/u, AY) — HY(G, A)
heif3t Inflation.

Satz 2.48. Sei U QG ein Normalteiler und A ein G-Modul. Dann ist die folgende
Sequenz exakt:

0 —— HY(G/u, AV) 20, HY(G, A) 2= HY(U, A)
Wir erinnern uns, dass fiir ¥ € H'(G/u, AY) reprisentiert durch x : G/u — AV das
Bild Inf(Z) reprasentiert wird durch
inf(x):G— A
g — 2(gU)
Das Bild von 5 € H*(G, A) unter der Restriktion wird reprisentiert durch
res(y) : U — A

Beweis. e Exaktheit bei H(G/u, AY):

Sei # : G/lu — AV ein 1-Kozyklus mit Inf(Z) = 0. Dann ist inf(z) ein 1-
Korand, d.h.

inf(z)(o) = x(cU) =0a —a

fiir ein a € A fir alle 0 € G.

Es geniigt zu zeigen, dass a € AY ist. Fiir alle 7 € U gilt wegen
ca—a=x(ocU) =z(orU) = inf(x)(o7) = 07a — a,

dass 7a = a fiir alle 7 € U ist. Damit folgt aber a € AY und z ist ein 1-Korand.
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e Exaktheit bei H'(G, A):

Sei z : G/u — AV ein 1-Kozyklus. Dann gilt
res(inf(z))(7) = inf(z)(7) = z(7U) = (1) =0,
denn z(1) = z(1-1) = x(1) + 2(1). Also ist im(Inf) C ker(Res).
Sei umgekehrt = : G — A ein 1-Kozyklus mit Res(Z) = 0. Dann ist res(z)
ein 1-Korand, d.h. es gibt ein a € A mit
(1) =Ta—a
fiir alle 7 € U. Betrachte den 1-Korand

p:G— A

o—o0a—a
in B(G,A). Dann gilt fur 2’ :=x — p:
(1) =0
fiir alle 7 € U und 2/ =7 in H'(G, A). Es gilt weiter

2 (o1) = 2'(0) + o2/ (1) = 2/(0) (2.8)
2 (ro) =2/ (1) + 72/ (o) = 72/ (0) (2.9)
fir alle c € Gund 7 € U.

Definiere
y:Glu — AY
oU — /(o)
Wegen (2.8)) ist dies wohldefiniert und wegen

7' (o) £ 2 (o) =2/ (0 07 70)

cU

(o)

fiir alle 7 € U, ist /(o) € AY. Es ist klar, dass Inf(y) = 2/ = 7 gilt und somit
folgt ker(Res) = im(Inf).
O]

Satz 2.49. Sei U <G ein Normalteiler und A ein G-Modul. Sei g > 1 und es gelte
H{(U,A) =0 firi=1,....q — 1. Dann ist die Sequenz

Inf Res

0 — HY(G/u, AY) == HY(G, A) = HI(U, A)
exakt.

Beweis. Dies folgt leicht mit Dimensionsverschiebung (siehe [NS11|, Kapitel I, Satz
(4.7)]). [
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Die Restriktion fiir ¢ =0
Betrachte

A9 nga = HY(G, A) 228 HO(U, A) = 4" /nya
a+ NgA+— a+ NyA

Dies ist wohldefiniert, da NgA = Ne/y Ny A = NyNey A C Ny A.
Ubung 2.50 (siche Blatt 7, Aufgabe 1). Ist
0—A—B—C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln, so kommutiert

HY(G,C) =22 HOU,C)

J I

HY(G, A) =25 HY(U, A)

Bemerkung 2.51. Man kann die Restriktion auf alle Dimensionen ¢ € Z mittels
Dimensionsverschiebung fortsetzen (siehe [NS11, Kapitel I, Definition (4.9)]).

Die Korestriktion

Ziel: Fiir eine Untergruppe U < G und einen G-Modul A konstruiere
HYU,A) — HYG,A)

fiir alle g € Z.

g = —1 Definiere

H YU, A) = 5Af1y4 25 voAfrga = HY(G, A)
a+IgA— a+ IgA

Dies ist wohldefiniert, da
Iy A = <7'CL—CL|T€ U,a EA> CIzA.
q = 0 Definiere

HOU, A) = A7 /nya 528 49)/n. 4 = HY(G, A)
a—+ NUA — NG/UG + NC;A

WObel NG/U - ZO’GG/U ag.
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Lemma 2.52. Sei
0—A-B-2150—0
eine exakte Sequenz von G-Moduln. Dann kommutiert

HYU,C) —— H°(U, A)

lKor_l lKoro

HYG,C) —— H(G, A)

Beweis. Sei ¢ € H Y(U,C) = ~yC/1y¢. Wir berechnen zuerst Korgod. Betrachte
hierfiir das Diagramm

0 v A, B, Cc,—50
L
0 » A ' 5 By 7, Co > 0

wobei Ay = Ayg = A und 0 = Ny (analog fiir B und C).
Seibe B_; = B mit
j(b) = ec. (2.10)

Dann folgt j(0b) = 0, d.h. es existiert ein eindeutiges a € Ag = A mit

i(a) = b = Nyb. (2.11)
Dann gilt

de)=a=a+ NyA
(leichte Ubung: a € AY). Also folgt
Kory(6(¢)) = Nejwa + NgA.

Berechne nun ¢ o Kor_;:
Es gilt 6(Kor_1(¢)) = d(c + Iz(C)). Betrachte das obige Diagramm als Diagramm
von G-Moduln und 0 = Ng. Man nehme b wie in (2.10]). Dann folgt:

b = Ngb = Nojy Nub B2 Noyy (i(a)) = i(Neywa)
Also ist
d(Kor_1(¢)) = Newa + NgA

(leichte Ubung: Nejya € A%). O
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Definition 2.53. Sei U < G eine Untergruppe. Unter der Korestriktion versteht
man die eindeutig bestimmte Familie von Homomorphismen

Kor, : H(U, A) — HY(G, A), qeEZ
mit:
(1) Korg(a + NyA) = Nejya + NGA,
(2) Fiir jede exakte Sequenz von G-Moduln
0—A—B—C-—0

kommutiert fiir alle ¢ € Z

HY(U,C) —2— H (U, A)

lKorq lKorq_,_l

HY(G,C) —2— HI (G, A)
Beweisansatz. Wir betrachten hier nur die Konstruktion der Homomorphismen.
Betrachte
5 HO(G, A9)
&5¢ - HO(U, A9)

lHZ iIIZ

Kor, wird definiert durch

HOU, A7) —2 Ho(U, A)

|
lKoro ' Korq
!
3

HO(G, A7) —55 |9(G, A)

Bemerkung 2.54. Der Modul A? ist hierbei stets definiert als
Al =T, 2 - QI A
fiir ¢ < 0 bzw.
Al =Jg® - R@Jag® A
fiir ¢ > 0, d.h. unabhéngig von U. Wir erhalten dennoch Isomorphismen
H(U, A%) = HY(U, A)

fiir jede Untergruppe U < G (vgl. Definition und Bemerkungen bzw.
[INS11, Kapitel I, Satz (3.15)]).
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Ubung 2.55 (siche Blatt 7, Aufgabe 2). Es gilt

KOI‘_Q : U/U/ = Uab = H_Q(Ua Z) — H_Q(G7 Z) = Gab - G/G’
uwlU' — uG’

wobei U bzw. G’ die jeweilige Kommutatoruntergruppe bezeichnet.
Satz 2.56. FEs gilt
KoroRes = (G:U)-id .
Beweis. Sei @ = a+ NgA € H°(G, A). Dann ist
Korg(Resg(a)) = Korg(a + NyA) = Nejya + NgA
(G U)(a+ NGA).

Der allgemeine Fall folgt mittels Dimensionsverschiebung;:

Betrachte
HO(G, Aq) Korg o Resg HO(G, Aq)
JQHN 5«1k~
H‘%G,A) Korg o Resq Hq(GyA)
Dann gilt

(Kor, oRes,)(T) = §°((G : U)(69) (=) = (G : U)(T) .
[

Satz 2.57. Res und Kor sind funktoriell im folgenden Sinn: Ist f : A — B ein
Homomorphismus von G-Moduln, so ist

HY(G, A) — HY(G, B)

KorTlRes KorTlRes

HY(U,A) —— HY(G, B)

kommutativ.

Beweis. Leicht mit Dimensionsverschiebung (siche [NS11, Kapitel I, Satz (4.15)]).
[

Definition 2.58. Fiir eine Primzahl p bezeichnet HY(G, A), die p-Sylowuntergruppe
von H9(G, A). Man nennt H9(G, A), oft den p-primdren Teil.

Die folgenden Aussagen sind klar:

o HY(G,A) =D, HU(G, A)p,
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e H1(G,A), ={z € HI(G,A)| ord(Z) = p" fiir ein n € N},
o HU(G,A), = HI(G,A) ® Z, = HI(G,A ®Z,). Letztere Gleichheit gilt, da
— ®Z, exakt ist (Ubung).
Satz 2.59. Sei A ein G-Modul und G, < G eine p-Sylowuntergruppe. Dann gilt
Res: HY(G, A), — HY(G,, A),
Kor: HY(G,, A) — HY(G, A), .
Beweis. Betrachte

HY(G, A), e

o~ ’ Hq(G7A)P

H(G,, A)
Die Korestriktion bildet in den p-priméren Teil ab, da |G,| H1(G,, A) = 0 gilt.
Daraus folgt die Behauptung. O]

Korollar 2.60. Ist fiir jede Primzahl p die Gruppe HY(G,, A) trivial fir eine p-
Sylowuntergruppe G, < G, so ist HI(G, A) trivial.

Shapiros Lemma

Definition 2.61. Sei U < G eine Untergruppe. Ein G-Modul A heifit G/v-induziert,

falls
A= @ oD

o€G/U
mit einem U-Modul D.
Beispiel 2.62. Es gilt
ZiSv) = @ o2 =7Z[G] @pp) Z.
0€G/U
Bemerkung 2.63. Die G/v-induzierten Moduln sind genau die Moduln der Form
Z|\G] @z X
mit einem U-Modul X (Ubung).
Satz 2.64 (Lemma von Shapiro). Sei A ein G/u-induzierter Modul,
A= @ oD
0€G/U
mat einem U-Modul D. Dann gilt
HY(G,A) = HI(U,D)
fiir alle g € Z. Dieser Isomorphismus ist gegeben durch

HY(G, A) 2% HY(U, A) = HY(U, D),

wobet m: A — D kanonisch ist.
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Bemerkung 2.65. Ist U = 1, so folgt
HYG,A)= HY(1,D) =0.

Beispiel 2.66. Sei L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern mit Galoisgruppe
G. Sei I}, die Gruppe der gebrochenen Ideale.

Ziel: Berechne HY(G, I}) fir g = —1,0, 1.
Seien p C Ok, P C Oy, Primideale sodass P|p. Sei weiter

Ip(p) = {B1" - By i € Z}

mit
pOL = (Br--- By
Dann gilt:
o I, = Drpcox Ir(p),
p prim
o Esist

I1.(p) = Z[C/cy]

HJ(‘B)“"H Z yO

0€G/Gy
mit der Zerlegungsgruppe Gy = {0 € G |o*B = P}.
Also folgt:

HY(G,1,) = €D HYG,L.(p))

pCOK
p prim

— @ HY(G.ZI%a)

pCOK
p prim

@ Hq(G‘Ba Z)

pCOK
p prim

O q:_la

= @p Z/|G‘J3|Z7 q= Oa
0, q=1.

2.6 Das Cupprodukt
Seien A, B zwei G-Moduln. Dann ist auch A ® B ein G-Modul mit

ola®b) =0c(a)®a(b).
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Fur
AxB—A®B

(a,b) — a®b
gilt:
A% x BY — (A® B)°,
NgA x NgB — Ng(A® B),
denn:

(Nga, Ngb) — Nga® Ngb =Y _ o(a) @ Neb

oceG

:ZU((I@Ngb)

ceG

= Ng(a ® Ngb)
Also induziert (a,b) — a ® b eine bilineare Abbildung
HY(G,A) x H(G,B) — H°(G,A® B)
(@b) —a®b
Diese Abbildung
aUb:=a®b € (A®B)%/N;(asB)
heifit Cupprodukt in Dimension 0.

Definition 2.67. Es gibt eine eindeutig bestimmte Familie von bilinearen Abbil-
dungen

U: HP(G, A) x HY(G, B) — H" (G, A® B)

mit:

(1) Firp=q=0istaUb=a® b,
(2) Sind
0—A—A —A"—0
und
0—A®B—A®B—A"®@B—0

exakte Sequenzen von G-Moduln so kommutiert

HP(G,A") x HI(G, B) —— H"*1(G, A" @ B)

[ |

HY(G, A) x HY(G, B) —— H"(G,A® B)
d.h. §(a”)ub=§(a" Ub).
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(3) Sind
0—B-—B —B"—0
und
0—A®B—A®B — A®B" —0

exakte Sequenzen von G-Moduln, so kommutiert

HP(G, A) x HY(G,B") —2— H"*(G,A® B")

l(id,é) l(—ma

H?(G,A) x H*Y (G, B) —— H"**Y(G, A® B)

Zur Konstruktion:

HY(G, A?) x H°(G, BY) —— H°(G,A? ® B?) = H°(G, (A ® B)P)

l(dp Jid) l(;p

HP(G, A) x H*(G, B?) ---"--» H?(G,A® B?) = H?(G,(A® B)9)

l(id,éq) l(_l)pq(sq

HP(G, A) x HY(G, B) -------- R » HP*(G, A® B)

Motivation. Sei K/Q, eine endliche Korpererweiterung und L/K eine abelsche
Erweiterung mit Galoisgruppe G. Wir werden zeigen, dass H*(G, L*) eine zyklische
Gruppe ist und eine speziellen Erzeuger oy, definieren, die Fundamentalklasse.
Dann erhalten wir einen Isomorphismus

_Uayk:G=G"=H*G,2) — H(G, L) = KNy e
Dieser ist das Inverse zur Artinabbildung.

Sei b, : G x --- x G — B ein ¢-Kozyklus. Dann ist auch

g-mal

ap @b, :Gx--xG—ARB
(01, ..., 0q) —> ag @ (by(01, ..., 04))

fiir ag € A® ein ¢-Kozyklus.
Satz 2.68. Es gilt

GoUby = ap® by,
dpugozap@)bo.
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Eigenschaften des Cupprodukts

(1) Seien f : A — A’ und g : B — B’ jeweils G-Modulhomomorphismen.
Weiter sei

f®g: A9B— A @B
a®br— f(a)®g(b)
die induzierte Abbildung und @ € H?(G, A),b € HY(G, B). Dann gilt

f@ugb) =feg@ub).

(2) Seien A und B zwei G-Moduln und U < G eine Untergruppe. Sind @ €
HP(G,A) und b € HY(G, B), so gilt

Res(a U b) = Res(@) U Res(b) € H?*(U, A® B).
(3) Seia € HP(G, A),b€ HI(U,B). Dann gilt
Kor(Res(@) U b) = a U Kor(b) .
(4) Fiir @ € H?(G, A) und b € HY(G, B) gilt
aub=(—1)"buac H""(G,A® B) = H"™(G,B ® A) (Antikommutativitit) .
(5) Das Cupprodukt ist assoziativ.
Lemma 2.69. Seia; € H'(G,A) und b_y, € H™Y(G, B) = ~naB/1g5. Dann gilt
a Ul_),l =TI € HO(G, AR B) = (A®B)G/NG(A®B)

mit

Bewers. Aus

folgt
0—A—ZG®A— Jeo®A—0
A/—/ H/—/
— A =AY
und

0—A®B —A®B—A"9B—0.
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Diese Sequenzen sind exakt. A’ ist G-induziert, also kohomologisch trivial. Insbe-
sondere ist also H'(G, A’) = 0 und somit gibt es eine 0-Kokette aj € A’ mit

ai (1) = Tay — ag (2.12)
fiir alle 7 € G. Sei afj € (A”)¢ das Bild von aj, in A”. Betrachte dazu

l "
aoi—)a

0 N > Aj 5 Ay > 0

b b

0 > Ay > Al > Al > 0

Es gilt 9(al))(0) = oall — af} und @, = 6(af)). Damit folgt

@ Ub_y = 6(al) Ub_y = 6(af Ub_,)
= 5(al @b_1)=0( dy@b_y )
%,_/

-1(G,A®B)
"2 Ne(ah @ b_y) ZmO@)Tb_
TEG
BB S0y (r) + ap) @ 7y
TG
= Zal ® Tb_1 + aj ® Ngb_q
T€G —
=0
m
Sei nun B = Z. Wir identifizieren A ® Z und A.
Erinnerung 2.70. Es gilt
H(G,72) =G
o +1oG
Der Isomorphismus folgt aus der Sequenz
0—Ic—ZG —7Z—0
und ist gegeben durch
HGE) S HG ) ey ——— G
T y (00— 1)+ IZ —— oG’

Lemma 2.71. Es gilt
@ UG =a(0c) e HYG,A®Z) = H (G,A).

Bemerkung 2.72. Es gilt Nga;(c) = 0 (leichte Ubung).
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Beweis. Aus
0 — ARl — AQZGl — A —0
erhdlt man
§:H NG, A) — H' (G, A® Ig).

Es geniigt zu zeigen:

d(a,ua) =d(ai(o)).
Zur rechten Seite betrachte

a1(0) ®1 —— ay(o)

0 — A® Il — AR®Z[|G] > A > 0 qg=-—1
l L)
0 — A® Il — AR®Z|G] > A > 0 q=20

mit 0 = Ng. Aus der Konstruktion von ¢ folgt

6(ax(0)) = Ne(ar(o) © 1)

Fiir die linke Seite gilt

wobei das erste 9 den Verbindungshomomorphismus zur Sequenz
0—ARIs — ARZIG] — A—0
bezeichnet, wihrend das zweite 4 fiir den Verbindungshomomorphismus zur Sequenz
0—Ic—ZG —7Z—0

steht.
Es gilt wegen Lemma [2.69

Yo = —Zal(T) ®T1(0c—1)

TEG
= Zal(T) QT — ZCh(T) R TO
TEG TeG
=Y a1 (@(r0) ~ rai(0)) @ 7o
TeG TEG
= Z Ta1(0) @ To
TEG
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und somit folgt

Yo — o = ZTal ®7'O'—1)

TEG

= Ng(ai(o) @ (0 — 1)).
Also ist 5y, =T € H'(G,A® Ig).

0
Anwendung. Sei @, € H*(G, A). Dann ist
@ U _ : H*G,Z) — H°(G, A)
ein Gruppenhomomorphismus.
Satz 2.73. Es gilt
G, UT = ZCLQ(T, o)
red
Bemerkung 2.74. Es gilt > __, as(7,0) € A9 (leichte Ubung).
Beweis. Betrachte
0—72—Z[G — Jog—0
00— A— AR Z[G] —>AH®/£€—>O
Y =AY
Wegen H?(G, A’) = 0 gibt es eine 1-Kokette a) € A} mit ay = da), d.h.
ax(7,0) = Tai (o) — ay(ro) + a}(7) (2.14)
fiir alle 7,0 € G. Betrachte
ay —— af
0 > Ay > Al > Al > 0
la la la
0 > Ao > A > Al > 0
Dann ist a} ein 1-Kozyklus, da ay eine 2-Kokette mit Werten in A ist.
Es gilt da] = @2 und man berechnet
@UT = 0a’ UG = §(af UT)
=5(af(0)) = 961 (0))
= Z Ta1(0) Z as(t,0) + dy(ro) — a\ (1)
Ted T€G
= Z as(T,0)
red
O
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2.7 Kohomologie zyklischer Gruppen

Satz 2.75. Sei G = (o) eine endliche zyklische Gruppe und A ein G-Modul. Dann
gilt

HY(G,A) = HM (G, A)
fiir alle q € 7.

Beweis. Wir werden zeigen H (G, A) = H'(G, A). Der allgemeine Fall folgt mittels
Dimensionsverschiebung:

HYG,A) = H NG, A™) = HY(G, AT = HT2(G, A)
Wir wollen zunéchst eine Abbildung
21(G,A)/By(G,4) —> NgAfIgA
definieren. Hierzu sei z € Z;(G, A). Dann ist
z(o*) = ox (oY) + x(0)

= O'(O'[E(O'k_Q) +x(0)) + (o) = - -

k=1
= Z o'z(o)

Es folgt mit n = |G|:
n—1

Ngx(o) = Z o'z(o

i=0

d.h. z(0) € n,A. Wir haben also
Zy(G,A) — n A
x+— z(0)

S~—
I
=
q
=
I
=
—_
S~—
Il
[a]

(2.15)

Umgekehrt sei a € y,A. Dann wird durch z(o) := a ein 1-Kozyklus definiert vermoge

k-1 k—1
z(o*) = Zaix(a) = Zaza,
i=0 i=0
da die einzige Relation durch
n—1
0=u2x(c") = Z o'a
i=0

erfiillt ist. Somit ist (2.15)) eine Bijektion.
Fiir ein x € Z,(G, A) gilt:

r€B(G,A) <= JacA: x(c")=0c"a—a
< Ja€A: x(o)=0a—a
< (o) € lgA=(c—1)A

(Ubung: I = (¢ — 1)Z[G]).
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Bemerkung 2.76. Sei G = (o) zyklisch mit der Ordnung n. Sei
0—A—B-—C-—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln. Dann wird aus der langen exakten Kohomolo-
giesequenz ein exaktes Hexagon

2(@,A) —— H°(G, A) —— H°(G, B)

Tg/T .

C) HY(G,C)

‘\ /

HY(G, B) +—— HY(G, A)

Ubung 2.77. Zeige die Exaktheit bei H(G, A).

Der Herbrandquotient

Definition 2.78. Sei G zyklisch und H(G, A) und H'(G, A) seien endlich. Dann
nennt man
H(G, A
- e
den Herbrandquotienten von A.
Satz 2.79. Se:
0—A—B—C—70

exakt und G zyklisch. Sei der Herbrandquotient fiir zwei der Moduln definiert. Dann
st der Herbrandquotient auch fiir den dritten definiert und es gilt

h(B) = h(A)-h(C).
Beweis. Die Aussage folgt aus
ho(A) - ho(C) - h1(B)
ho(B) - hi(A) - hi(C)
was wiederum aus der Exaktheit des Hexagon folgt. O]

Satz 2.80. Sei |A| < co. Dann gilt h(A) =

=1,

Beweis. Die Sequenz

0— A% 5 AT A — A1ea — 0

a——oa—a

ist exakt. Also folgt |A%| = [4/1c|. Aus

0 — H NG, A) — A1ga 2% A® — HYG, A) — 0
a+ IgA— Nga

folgt nun [HY(G, A)| = [HY(G, A)| = |H(G, A). O
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Korollar 2.81. Sei f : A — B ein G-Modulhomomorphismus mit endlichem Kern
und Kokern. Dann gilt:

(1) Falls h(A) definiert ist, so auch h(B) und umgekehrt.
(2) Es gilt dann h(A) = h(B).

Beweis. Betrachte die exakte Sequenz
> A I B
\Z /
w

mit W = im(f). Wir betrachten den Fall in dem h(A) definiert ist. Da der Kern von
f endlich ist, ist auch h(W) definiert. Dann ist aber auch h(B) definiert. Es gilt

0 —— ker(f) » coker(f) —— 0

h(A) = h(ker(f))h(W) = h(W) = h(W)h(coker(f)) = h(B).
Der andere Fall geht genauso. ]
Der Herbrandquotient fiir Gruppen von Primzahlordnung
Sei |G| = p fiir eine Primzahl p.

Definition 2.82. Sei A eine abelsche Gruppe. Dann setzt man

p(A) = S
‘ker(A LN A)‘

falls Zahler und Nenner endlich sind.

Bemerkung 2.83. Falls A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, so sind sowohl
h(A) als auch p(A) definiert.

Beweis. Da A endlich erzeugt ist, gilt
AZ A, 07"
mit A, endlich und r > 0. O
Definition 2.84. Fiir jeden G-Modul A ist
Ag = A1cA.
Bemerkung 2.85. Die Sequenz
0— H NG, A) — Ag 2% A9 — (G, A) — 0

ist exakt.
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Satz 2.86. Sei A ein G-Modul, |G| = p. Seien coker(p), ker(p) endlich. Dann sind
auch ©(AY), o(Ag) und h(A) definiert und es gilt

Beweis. Siehe Blatt 9). O

Satz 2.87 (Chevalley). Sei |G| = p und A ein endlich erzeugter G-Modul. Seien «
und B die Ringe von A und A%, d.h. A= Ay @7 und AY =2 (A%, © ZP. Dann
qilt

h(A) = pPA=e)/(pP=1)

Beweis. Betrachte

0 — Ator — A — Ay — 0
mit Ay := 4/A,,,. Daraus erhalten wir die exakte Sequenz

0 — (Apor)? —> A% — (Ay)¢ — HY (G, Asor) .

Damit folgt rg(A%) = rg((A;)“) und ferner gilt

h(A) = h(Awor)h(Arp) = h(Ass)
Es folgt

O T (0.1 )
AP = (A S

Nach Definition erhalten wir

[Aes/pAus |

ker(Atf & Atf)

p(Aiy) = = [Aes/pa] = p°

und analog ¢((A4;7)¢) = p°.

2.8 Der Satz von Tate
Satz 2.88. Sei GG eine endliche Gruppe und A ein G-Modul. Dann sind dquivalent:

(1) A ist kohomologisch trivial.
(2) Es gibt ein qy € Z, sodass fir alle U < G gilt

H® (U, A) =0 = H" (U, A).
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Beweis. Die Richtung (1) == (2) ist offensichtlich. Fiir (2) = (1) geniigt es zu
zeigen:

H®(U,A) =0=H*" (U A) = H® (U A)=0=H""?U,A)

fiir alle U < G. Mittels Dimensionsverschiebung reicht es den Fall go = 1 zu be-
trachten, denn:

0=H®(U,A) > H (U, A1) 0= HU, A®~!) = Ho~1(U, A)
0=H*"\(U, A) = H*U, A*™) } - { 0 = H3(U, AD~1) = Ho+2(U, A)
Sei also ohne Einschréankung
H'(U,A) =0=H*(U,A)
fiir alle Untergruppen U < G. Es ist zu zeigen
H(U,A) =0=H*U,A)
fiir alle U < G. Hierfiir benutzen wir Induktion iiber |G|:

Induktionsanfang: Fiir |G| = 1 ist die Aussage klar.

Induktionsschritt: Aus der Induktionsannahme folgt H°(U, A) = 0 = H3(U, A) fiir
alle echten Untergruppen U < G.
Es bleibt also zu zeigen: H*(G, A) = 0 = H?(G, A).

1. Fall G ist keine p-Gruppe:

Dann sind alle p-Sylowuntergruppen echte Untergruppen. Die Behauptung
folgt dann aus

HYG, A), == HY(G,, A) =0
fir ¢ = 0,3 und HY(G, A) = D, H1(G, A),.

2. Fall G ist eine p-Gruppe:

Jede p-Gruppe ist auflosbar, d.h. es gibt einen Normalteiler H < G mit
|&/u| = p. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

H(H,A) = H*(H,A) =0
und nach Grundannahme
H'(H,A) = H*(H,A) =0.

Aus der Inflations-Restriktions-Sequenz erhalten wir

Inf

HY(G/u, AT) = HI(G, A)
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fir ¢ = 1,2,3 (beachte fiir ¢ = 2 bzw. ¢ = 3, dass H'(H,A) = 0 bzw.
HI(H, A) = H2(H, A) = 0).

Jetzt folgt
HY(G,A) =0 = H'(G/u,A")=0.
Da G/u zyKklisch ist, folgt H3(¢/u, A7) = 0 und somit H*(G, A) = 0.

Ferner folgt aus H?(G, A) = 0, dass H?(G/u, AH) = 0 ist und somit H°(G/u, A¥) =
0. D.h.

ACG — (AH)G/H — NG/HAH — NG/H(NHA) = NgA

und es folgt HY(G, A) = 0.

Seien A, B zwei G-Moduln und a € H?(G, A). Dann liefert
aU _ : HY(G,B) — H""(G,A® B)
fiir alle ¢ € Z Gruppenhomomorphismen.

Satz 2.89. Sei A ein G-Modul mit folgender Eigenschaft. Fiir alle Untergruppen
U<G ist

(1) H (U, A) =0,

(2) HY(U, A) st zyklisch von der Ordnung |U|.
Sei a € H(G, A) ein Erzeuger. Dann ist

aU_ : H(G,Z) — HY(G,A)
ein Isomorphismus fiir alle q € 7.
Beweis. Sei B := A @ Z|G]. Sei
i:A— B
ar— (a,0)

Dann ist

i HY(U, A) — HY(U, B) = HY(U, A) @ H(U, Z|G))
T

ein Isomorphismus fiir alle U < G und alle g € Z.
Sei a = ag + NgA mit ay € A®. Betrachte den G-Modulhomomorphismus
f:7Z — B=A®Z[G]

1 +— (ao, Ng)
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f ist offensichtlich injektiv. Sei f : H9(U,Z) — H?(U, B). Dann kommutiert

HY(U,7) == HI(U, A)

T l

denn: Sei

by : Gx--xG—17Z
o= (01,...,04) —> by(0)

ein ¢-Kozyklus. Es gilt

HY(U,Z) > b, w— o b
\ 1
a0

(0= (bg(0)ao, by(0)Ng)) = (o (b

e HYUA)

Jao, 0))

Es ist noch zu zeigen, dass f ein Isomorphismus ist. Betrachte dazu

O—>ZL>B—>C—>0, (2.16)
mit C' = coker(f). Dann folgt

0 —s H\(U,C) — HU,Z) 5 HO(U, B) — H'(U,C) — 0,
da H'(U,Z) = Homy (U, Z) = 0.
Behauptung (Beweis am Ende). f ist ein Isomorphismus fiir alle U < G.

Aus der Behauptung folgt, dass H~'(U,C) = H°(U,C) = 0 fiir alle U < G. Somit
ist nach Satz C kohomologisch trivial. Damit folgt f ist ein Isomorphismus fiir
alle ¢ € Z und alle U < G, wegen der langen exakten Kohomologiesequenz zu (2.16).

Beweis der Behauptung. Betrachte
HY(G,A) 2= HOU, A) X2 HO(G, A)

Sei m := ord(Res$(a)) (Resti(a) € H°(U, A)). Dann gilt
0 = Kor(Res(ma)) = m - ;—g;a

Es folgt |U] teilt m und Res{(a) ist somit ein Erzeuger von H(U, A).
Wegen f(1+|U|Z) = ag+ Ny A = Res§(a) ist f: H'(U,Z) — H°(U, B) surjektiv.
Wegen

|\H(U,Z)| = |U| = |H(U, A)| = |H*(U, B)|

ist f ein Isomorphismus.

62



Somit ist der Beweis von Satz [2.89] vollstindig. O

Satz 2.90 (Satz von Tate). Sei A ein G-Modul mit der folgenden Eigenschaft. Fiir
alle Untergruppen U < G ist

(1) H (U, A) =0,
(2) H*(U, A) ist zyklisch von der Ordnung |U|.
Dann ist fiir jeden Erzeuger a von H?*(G, A) die Abbildung
aU _ : HY(G,Z) —s H™2(G, A)

ewn Isomorphismus.
Zusatz: ResG(a) erzeugt H*(U, A) fir alle Untergruppen U < G und man erhdilt
Isomorphismen

Res{i(a) U _ : HY(U,Z) — HI™(U, A).

Beweis. Betrachte § : H1(U, A?) — H®2(U, A). Dann folgt H (U, A?) = 0 und
H°(U, A%) ist zyklisch von der Ordnung |U|. Das Diagramm

HY(U,Z) 2—%=, H9(U, A?)
HY(U,7) —=— H*2(U, A)

kommutiert wegen 6(6 'a U x) = §(6 1a) U x. Nach Satz ist 0 ta U _ ein
[somorphismus und somit folgt die Behauptung.

Der Zusatz folgt aus Kor o Res = |G/u| - id.

63



3 Lokale Klassenkorpertheorie

3.1 Abstrakte Klassenkorpertheorie
Einschub: Unendliche Galoistheorie

Literatur: [NS11|, Kapitel IV, §1]

Sei k ein Kérper und k der separable Abschluss. Sei Gy := Gal(k|k) die absolute
Galoisgruppe.

Definition 3.1. Sei Q/k eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Dann wird
fiir jedes 0 € G durch die Nebenklassen

o Gal(Q|K)

fiir endliche, galoissche Erweiterungen K /k eine Umgebungsbasis von o definiert.
Die so erzeugte Topologie auf G heifit Krulltopologie.

Die Situation wird in folgendem Bild veranschaulicht:

Q
‘ > Gal(Q|K)

G| K

‘ > <oo, gal.

k

Bemerkung 3.2. Eine Teilmenge U C G ist offen, wenn es zu jedem o € U eine
endliche Galoiserweiterung K /k gibt mit o Gal(Q2|K) C U.

Satz 3.3. Fiir jede Galoiserweiterung Q2/k ist G = Gal(Q|k) hausdorffsch und kom-
pakt.

Beweisskizze. Zu ,hausdorffsch®:

Sei 0 # 71, 0,7 € G. Dann gibt es eine endliche Galoiserweiterung K/k mit
O"K # T’K. Dies gilt genau dann, wenn o Gal(Q|K) # 7Gal(Q|K) und ist somit
dquivalent zu

o Gal(QK) N7 Gal(QK) =0.

Zu , kompakt“:
Betrachte

h:G— ] Gal(X|k)

K/k
endl., gal.

o (O-‘K)K
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Es gilt:
e h ist injektiv,
e h ist ein Homéomorphismus auf h(G),

o h(G) C i Gal(K|k) ist abgeschlossen, wobei jede der endlichen Gruppen
Gal(K|k) mit der diskreten Topologie versechen wird und das Produkt die
Produkttopologie trigt.

o [[; Gal(K|k) ist kompakt nach dem Satz von Tychonoff.
Damit folgt h(G) = G ist kompakt. O

Bemerkung 3.4. Es ist

WG) = lim Gal(K|k)

K/k
endl., gal.

mit Elementen der Form

{(O'K)K e [] Gal(kk) ‘ o1, = o fiir alle L/K/k} .

Explizit: Fiir a € Q,0 € G ist o(a) = og(«) fiir eine endliche Galoiserweiterung
K/k, sodass a € K.

Beispiele 3.5. (1) Sei k = F, und 2 = k. Betrachte

N

K |m

(]

k

mit n|m. Dann gilt

Z/mz = Gal(N|k) —» Gal(K|k) & Z/nz
pr—p

wobei ¢ den Frobenius bezeichnet. Dann gilt

Gal(k|k) = lim Z/nz =: Z.

Z wird als der Priiferring bezeichnet.
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(2) Sei k = Q((,) fiir eine Primzahl p # 2. Betrachte

Q(Cpe) = Unzy Q(Gprin) = ©

Q(Cp”“)
Q(CPQ)
Q(¢)
Q
Dann gilt
1+ pZ hj%p . pZ ~

T%H\Gal(Q@ptlﬂ@(Cp)) = l%n 1+ ptiz - l%n P17, l'%nz/pnz =ZLyp.

S/

~ 1+4pZ
o 1+ptlﬂlz;>(2/pn+lz) X

Satz 3.6 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei 2/k eine Galoiserweiterung. Dann ist
die Zuordnung K —— Gal(Q|K) eine 1 : 1-Korrespondenz zwischen den Teilerwei-
terungen K/k von Q/k und den abgeschlossenen Untergruppen von Gal(2|k). Die
offenen Untergruppen entsprechen den endlichen Erweiterungen K/k.

Bemerkung 3.7. Fiir jede topologische Gruppe G gilt:
(1) Ist U < G offen, so ist U auch abgeschlossen.
(2) Ist U < G abgeschlossen und von endlichem Index, so ist U auch offen.

(3) Falls G kompakt ist und U < G, so gilt

Uoffen <= U abgeschlossen und (G : U) < 00.

Beweis. Siehe Blatt 10, Aufgabe 1. [

3.2 Abstrakte Galoistheorie
Definition 3.8. Eine topologische Gruppe G heifit pro-endlich, falls gilt:

(1) G ist hausdorffsch und kompakt.

(2) Die Identitét hat eine Umgebungsbasis bestehend aus offenen Normalteilern.
Beispiel 3.9 (Standardbeispiel). G = Gal(Q2|k).

Sprechweisen. e {Gi|K € X} sei die Menge der offenen Untergruppen von
G.
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Die Elemente K € X nennen wir Kdrper.

Das Element Ky mit Gg, = G heilit Grundkorper.

Falls Gk O Gy, so schreibt man L/K und wir definieren [L : K| := (Gk : Gp).

L/K ist normal, falls G, 4 Gg. Man setzt dann Gk = Gx/c,.

Man setzt

K=K <= Gg=(Gx :i=1..n),

i=1
K:ﬁKi = GK:ﬁGKi-
i=1 i=1
e Falls G = oG o~ ! fiir ein 0 € G, so schreibt man L' = o L. L und L’ heiflen
konjugiert.

Sei GG eine pro-endliche Gruppe und A ein G-Modul.
Beispiel 3.10. Sei Q/k eine Galoiserweiterung, G = Gal(Q2|k) und A = Q*.
Lemma 3.11. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) G x A — A ist stetig, wobei A mit der diskreten Topologie versehen ist.
(2) Fliir jedes a € A ist
G, :={oceG|o(a) =a}
eine offene Untergruppe von G.
(3) A=y AY, wobei U die Menge der offenen Untergruppen durchliuft.
Beweis. Siehe Blatt 10, Aufgabe 2. m

Bemerkung 3.12. Ein G-Modul A, der die obigen Bedingungen erfiillt heifit steti-
ger G-Modul.

Definition 3.13. Sei A ein stetiger G-Modul, dann nennt man (G, A) eine Forma-
tion.

Beispiel 3.14. Sei G = Gal(Q|k). Dann ist (G, ) eine Formation.
Beweis. Sei o € Q. Betrachte
Q

e

K

endl., gal. kj(a)
‘<oo

k

67


https://www.mathematik.uni-muenchen.de/~hofer/AlgZthII/UB/azt2_SoSe17_ub_10.pdf

Dann gilt

G, = Gal(Qk()) = U o Gal(Q|K)

T€Gal(Qlk(a)/Gal(0| K)
ist offen. O
Definition 3.15. Sei (G, A) eine Formation und K € X. Dann setzt man
Ay = A%k

Im Standardbeispiel: Ax = K*.

Bemerkungen 3.16. Sei (G, A) eine Formation.
(1) L/K (<= G < Gg) impliziert Ax C Ay
(2) Ist L/K normal (<= G, < Gf), so ist A, = AL ein Cx/a, = G x-Modul.

Im Standardbeispiel:

Q
G,
L |Gk
gal. (
K
k

Gr/x = 6x/c, und A, = L™ ist ein G x-Modul.

Fazit. Zu jeder normalen Erweiterung L/K haben wir einen G x-Modul Az und
Kohomologiegruppen H(G/k, Ar) fiir alle ¢ € Z.

Definition 3.17. Setze
HYL|K)=HYL/K,Ar) = H Gk, AL)
falls L/ K normal ist.
Sei N/L/K und N/K und L/K seien normal. Dann hat man die Inflationsabbildung

Ian

H(L|K) HI(N|K)

HYGprk, AL) s HY (G Nk, AN)
fiir ¢ > 1, da

Ap = ATt = (A9N)GL/en — ATNIE.
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Ebenso hat man falls N/K normal ist

Res
HI(NI|K) <:>L HI(N|L)
o
Res
HYGn/k, AN) — HYGnyL, AN)
eine Restriktion und eine Korestriktion.
Falls N/K und L/K normal sind, so hat man exakte Inflations-Restriktions-Sequenzen

1 — HYL|IK) ™ g9(N|K) %% g9(N|L)

falls HY(N|L) =1 fir 1 <i<gq—1.
Im Standardbeispiel:

HON|K) = K* /Ny (V) ~2%5 HO(N|L) = L* /Ny, ,(v7)

ist induziert von der Inklusion K* C L*.

X Kor %
L*INyu(v<) = HY(N|L) =5 H°(N|K) = K* /Ny, (N%)
ist induziert von der korpertheoretischen Norm Ny k.

Definition 3.18. Eine Formation (G, A) heifit Kérperformation, falls fiir jede nor-
male Erweiterung L/K die erste Kohomologiegruppe H'(L|K) =1 ist.

Im Standardbeispiel:
Satz 3.19. Sei Q/k galoissch und A = Q*. Dann ist (Gal(Q|k), Q%) eine Korperformation.

Beweis. H'(L|K) = H'(Gal(L|K),L*) = 1 nach Hilberts Satz 90 (siehe Blatt 8,
Aufgabe 1). O

Bemerkung 3.20. In einer Korperformation ist
1 — HX(L|K) ™% g2(N|K) % H2(N|L)
stets exakt.
Definition 3.21. Definiere
H*(K)=H*(K,A) = H*(Gg, A) := hﬂHz(L]K),
L
wobei L/K die normalen Erweiterungen von K durchlauft. Der direkte Limes ist

bzgl. der Inflation gebildet.
Anschaulich:

H(K) = | B*(L|K),

L

wenn man sich die Inflation als Identitét vorstellt, d.h. H*(L|K) C H?*(N|K) be-
deutet eigentlich Infy(H?(L|K)) C H*(N|K).
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Bemerkung 3.22. Fiir pro-endliche Gruppen G und stetige G-Moduln A kann
man wie bei endlichen Gruppen fiir ¢ > 0 Kohomologiegruppen H(G, A) definieren,
indem man als g-Koketten die stetigen Abbildungen

r:Gx---xG—A, q>1
zulésst (sieche [NSW13| Chapter I]). Es gilt dann

HY(G, A) = lim HY(6/u, AV)
U

(siche [NSW13, Theorem 1.5.1]), wobei U < G die offenen Normalteiler durchléuft.

Satz 3.23. Sei (G, A) eine Korperformation und K'/K normal. Dann ist die Se-
quenz

1 —— H*K'|K) 2L H*(K) 2%, H2(K)
exakt.

Beweis. Zu zeigen ist die Exaktheit bei H?(K). Sei hierfiir ¢ € H*(L|K) C H*(K).
Es gelte Resg(c) = 0in H*(L|K"). Dabei ist L grof genug, sodass L/K'/K und L/ K
normal ist. Aus der Inflations-Restriktions-Sequenz fir L/K'/K folgt ¢ € im(Infy).

[

Ziel: Finde Gi‘le = Ax/Np i Ar. Dies liefert der Satz von Tate, wenn man an (G, A)
die folgenden Bedingungen stellt:

L HY(L|K) =1,
II. H*(L|K) ist zyklisch von der Ordnung [L : K].

Dann erhalten wir den gewiinschten Isomorphismus
al _ : G%};K = H72<GL/K,Z> i HO(GL/K,AL) = AK/NL/KAL

falls (a) = H?*(L|K).
Ziel: Spezifiziere a eindeutig (durch eine Verschérfung von [[I)).

Definition 3.24. Eine Formation (G, A) heifit Klassenformation, falls
I. HY(L|K) =1 fiir alle normalen L/K.

I1. Zu jeder normalen Erweiterung L/K gibt es einen Isomorphismus, die Invari-
antenabbildung,

inVL/K . HQ(L|K) i) [L:IK]Z/Z

mit folgenden Eigenschaften
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(1) Falls N/L/K mit N/K und L/K normal, so gilt:
iIlVL/K = iHVN/K H2(L|K)

bzw. das Diagramm

HY(L|K) —5 az/z
llnf J/g
H*(N|K) —X5 Z/z

kommutiert.

(2) Falls N/L/K mit N/K normal, so kommutiert das Diagramm

iIlVN/K 1

H*(N|K) R Z/zZ

lResL l[L:K]

inVN/L
[Nl:L] Z/Z

H?(N|L) ————

Wegen [3.24.11.(1)| erhdlt man einen injektiven Homomorphismus

invg : H*(K) — 9z
ar— invyk(a), a€ H*(LIK)

Satz 3.25. Sei N/L/K und N/K normal. Dann gilt:
(1) invy/k(c) = invy k(c) falls L/ K normal ist und ¢ € H*(L|K) C H*(N|K).
(2) invy(Resp(c)) = [L : K]invy/k(c) fir c € H*(N|K).
(3) invy/x(Korg(c)) = invyyp(c) fir c € H*(N|L).
(4) InVor or(0*c) = invy i (c) fir c € H*(N|K),0 € G.
Erlduterung (zu[(4)). Betrachte

GK/GL = GL/K Loy Go‘L/o‘K = OGKail/oGLo_l = G"K/GJL
~Gp —> UVJ’I(UGLU’I)

und

AGL = AL E) AaL = AGUL

ar— oa

Wegen m,(va) = ¢, (7)(my(a)) erhdlt man einen Isomorphismus

o*: HY(LIK) — H%oL|oK).
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Auf ¢-Koketten fiir ¢ > 1 gilt

QZZGL/KX~~~><GL/K—>AL

|

*

o*r :=myoxoc,’

Beweis von Satz[3.25. und sind Definition.

: Wegen ist
Resy, : H*(N|K) — H?*(N|L)
surjektiv. Sei ¢ — ¢. Dann folgt
Korg (c) = Korg (Res (¢)) = ¢
und somit
invy k (Korg(c)) = invy/x (E[L:K]) = [L: K]invy/k(c) = invy/r(c) .
Fiir |(4)| siehe [NS11], Kapitel II, Satz (1.4)]. O

Definition 3.26. Das durch

1

A

iIlVL/K(U,L/K) =

eindeutig bestimmte Element uy,x € H*(L|K) heiit Fundamentalklasse. Hierbei ist
L/K stets normal.

Fast formale Konsequenzen aus Satz [3.25}
Satz 3.27. Sei N/L/K und N/K normal. Dann gilt:

(1) upx = uEVN/:IL(], falls L/K normal ist.

(2) Resp(un/k) = unyr-

(3) Korg (un/1) = ugg;fg.

(4) O'*<UN/K) = UUN/UK f'il:T o< G.
Beweiskostprobe. Zu Es gilt

inv /K (u%ﬂ?) =[N : Linvy/k (un/k)
B [N : L] B 1
B [N:K]+Z_ [L: K]

= invL/K(uL/K)

+Z

und somit folgt wy/x = ugf,v/f(} (beachte uy € H*(L|K) < H*(N|K) 3 un/k).
Fiir den Rest siehe [NS11| Kapitel II, Satz (1.6)]. O
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Satz 3.28 (Hauptsatz iiber Klassenformationen). Sei (G, A) eine Klassenformation.
Dann ist fir jede normale Erweiterung L/ K die Abbildung

UrL/K U _: Hq(GL/K,Z) — Hq+2<GL/K,AL) = Hq+2(L|K)

fiir q € Z ein Isomorphismus.

Beweis. Die Aussage gilt nach Satz (Satz von Tate). O
Fiir ¢ = —2 erhélt man das allgemeine Reziprozititsgesetz:

Satz 3.29. Sei (G, A) eine Klassenformation. Dann liefert fiir jede normale Erwei-
terung L/ K die Abbildung

urc U —  Gjye =2 H(Gryx, Z) — HY(LIK) = Ax/Ny A
einen kanonischen Isomorphismus
Ok : G‘ZI}K — AK/Np AL
Definition 3.30. e Ok heiit Nakayamaabbildung.

e Die zu Ok inverse Abbildung heifit Reziprozititsisomorphismus.

e Das Normrestsymbol ist

(L LJK): Ag G
\ %L;K
AK/NL/KAL

In der lokalen Klassenkorpertheorie
Sei k/Q, eine endliche Erweiterung und G = G, = Gal(k|k). Dann ist (G, %) eine
Klassenformation (siche [NS11, Kapitel II, Satz (5.6)]).

Im Globalen

Sei k ein Zahlkérper und G = G}, = Gal(k|k). Dann ist (G, C;) eine Klassenformation
(siehe [NS11, Kapitel III, Satz (6.9)]). Hierbei ist

CE = thL
L

mit C;, = Jr/rx. Fiir endliche Korpererweiterungen L'/L/k ist dabei C, — Cp
induziert von

Jr. — Ju
a= () — B = (Bu)w

mit 5, = «, fiir w|v.
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Ubung 3.31. Diese Abbildung ist eine Inklusion Cr, — Cp.
Bemerkung 3.32. Die Sequenz

(_,L/K

0 — NpkAp y Ax \ GBL”’/K — 0

ist exakt, d.h.
(a, L/K) =1 — a€ NpgAg.
Satz 3.33 (ohne Beweis). Sei N/L/K und N/K normal. Dann sind folgende Dia-

gramme kommutativ:
(1) Falls zusditzlich L/ K normal ist:

(—.N/K

) a
(—,L/K) a
AK GL?K
wobet
a a (GN/K/G / )
T GN/K/G/N/K = GJ\]fD/K — GLI;K - WGN/L)’
N/L

TG?V/K — (TG NyL) (Cni /Gy )

(2)

_ . N/K

( )
A T G

o

__,N/L a
A, ( /L) G]\ITD/L

Hierbes ist Ver induziert von
Res

H72(GN/K, Z) — HiZ(GN/L, Z) .

Bemerkung. Ver hat auch eine rein gruppentheoretische Definition, siehe
[Neu06, Kapitel IV, §5] und [Ser13].

(3)

(—,N/L)

Ay G?\}r)/L
lNL/K ll{
(—N/K) o
Ap ——— GA]?/K

wobel
K GN/L/Gﬁv/L - G?\})/L — G?\IID/K - GN/K/G§V/K
/ /
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(4)

_N/K)

l (—,oN/oK) .
AUK GO’?V/O‘K
Hierbei ist o* induziert durch die Konjugation

T—> o710 L.

Beispiel 3.34. Sei k/Q, endlich, k der algebraische Abschluss von %k und

G = Gal(k|k). Dann folgt mit Hilberts Satz 90, dass (G, k) eine Korperformation
ist.

Bemerkung 3.35. Falls L/K normal, so ist GZ}J';K = Gu/x/a .. die Galoisgruppe

L/K

der maximal abelschen Teilerweiterung L**/K von L/K, denn fiir H < Gy gilt:
Gu/x/u abelsch <= G, CH.
Das Reziprozitéitsgesetz ist also ein Isomorphismus
G o = AKINL AL -

Definition 3.36. Eine Untergruppe I < Ag heiflt Normengruppe, falls es eine
normale Erweiterung L/K gibt mit [ = Ny x Ay,

Satz 3.37. Sei L/ K normal und L* /K die maximal abelsche Teilerweiterung. Dann
qgilt:

NL/KAL - NLab/KALab .
Beweis. Es gilt
Np/kAr = Npaw ) Npjpav Ar,
——
gALab
d.h. NpjgAr © Npav g Apas © Ag. Aus dem Reziprozitétsgesetz erhalten wir
AK/NL/KAL g G%}}K g GLab/K g AK/NLab/KALab
und somit folgt Gleichheit. m

Korollar 3.38. (Ax : Np/kApr) teilt [L : K|. Es gilt genau dann Gleichheit, wenn
G i abelsch ist.

Satz 3.39. Die Zuordnung
L+— I := NL/KAL

ist eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen den abelschen Erweiterungen LK
und den Normenuntergruppen I von Ag. Fs gilt:
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(1) I, 2 I, <= L1 C Lo,
(2) IL1L2 = ILI mILz;

(3) In I, = Ipnp,-

Falls NpykAp < 1 < Ag fir eine normale Erweiterung LK, so ist auch I eine
Normengruppe.

Beweis. Seien L; und Ly abelsche Oberkorper von K. Die Situation wird in folgen-
dem Bild veranschaulicht:

L= L1L2
Ly \ / Ly
LyN Ly

K
Wir zeigen zunéchst Es gilt:

I = NpykAp = Npyk Npj, Ar € NpyxAr, = 1o,

K3

fiir « = 1,2. Somit folgt I, C I, N 1p,.
Sei umgekehrt a € Ir,, N I,. Dann folgt aus

(_.L/K

A = g

Uy

und da a € Np, /Ay,
mi((a,L/K)) = (a, L;/K) = 1.
Somit folgt (a, L/K) =1 und daher gilt a € Nk Ar = 1.

Es folgt :

]L1 QILQ <:,>IL1HIL2 :]L2 <:>IL1L2 :IL2
<~ [L1L2 : K] = [LQ : K] <— [1Ly =L,
<— L, C L,.

Die Surjektivitat der Zuordnung L —— I}, folgt aus Satz |3.37] die Injektivitdt aus
(1)}
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Zu : Es gilt

(1)
Nl CLi 1y = 10, C Loy,

Betrachte
Ag
[L1ﬂL2
I I,
ILl \ / [L2
[Ll ﬂ[L2 = IL1L2
Dann folgt
[Ll : KHLQ . K]
A =|L1Ly: K| =
’ K/IL1L2| [ 1452 ] [LlﬂLQIK]
— |AK/IL1| |AK/IL2|
|AK/IL1QL2|
_ |AK/IL1| |AK/IL11L2| |IL1[L2/IL2|
|AK/IL10L2|
AR/ [ Ve 1, 0y | [ A 1, 11 |
|AK/IL10L2|
A5/ 11, 11, |
— |Ag T I L et St 2
| /Llﬂ LQ’ |AK/1L1mL2|

Damit folgt [Ax/1,,1.,| = |AK/11 0, | und wegen I1, 11, C I1nr, folgt[(3)

Sei Ni kA <1 < Ag, ohne Einschrénkung sei L/K abelsch. Dann ist

ANy AL 2 Ny Ar

Betrachte
L
I/NL/KAL( ‘
M |AE/Np/ kAL
K
Dann gilt I = Ny Ay (Ubung). O

Ziel: Charakterisierung der Normengruppen durch innere Eigenschaften von Ag.
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Beispiel 3.40 (lokale Klassenkorpertheorie). Sei K/Q, endlich und Ax = K*.
Dann gilt:

I < K* ist Normengruppe <= [ ist abgeschlossen von endlichem Index.

Die Richtung ,=—=-* ist relativ leicht. Die Richtung ,,<="* ist schwer, dies ist der
sogenannte Existenzsatz.

3.3 Galoiskohomologie
Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Satz 3.41. HY(G, L) =0 fiir alle ¢ € Z.

Beweis. Aus dem Satz von der Normalbasis folgt L = K[G] als G-Modul. Weiter
ist K[G] = @, 0K G-induziert und somit kohomologisch trivial. O

Satz 3.42. Es gilt
(1) HY(G,L*) =1.
(2) Falls G = (T), so gilt fir a € L*:

Nyk(a) =1 <<= 3Iel™: a:@.

B

Dabei ist B modulo K* eindeutig bestimmi.
Beweis. (1) Dies ist Hilberts Satz 90 (siche Blatt 8, Aufgabe 1).
(2) Dies folgt aus
1=H' (G, L")~ H G, L") = neL"J(—1)L% .
0

Korollar 3.43. Fulls |L| < oo, so ist L* kohomologisch trivial, d.h. HY(U, L*) =1
fiir alle g € Z und U < G.

Beweis. Es gilt H'(U, L*) = 1 fiir alle U und

|HO(U, L)
1=hL")= "+
= i 1
Somit ist H°(U, L*) = 1 fiir alle U und L* ist kohomologisch trivial. O

Definition 3.44. Die Brauergruppe von K ist definiert als

Br(K) := H*(K) := | JH*(Gal(L|K),L*) .

Hierbei durchliuft L/K die endlichen Galoiserweiterungen von K in K/K und
fir N/L/K mit endlichen Galoiserweiterungen N/K und L/K liefert die Inflati-
on H*(Gal(L|K), L*) C H*(Gal(N|K), N*).
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3.4 Die multiplikative Gruppe von p-adischen Korpern
Sei K/Q, eine endliche Erweiterung.

Notation. e v = vk ist die normierte Bewertung von K.

e Der Bewertungsring ist

O =0k ={a€c K|vg(a)>0}.

e Das maximale Ideal ist

p=px ={a€ K|vg(a)>0}.

Der Restklassenkorper ist K = Ox/p.

U = Uk = O sind die Einheiten von K.

U" = U} =1+ pY sind die n-Einheiten fiir n > 1.

e Wir setzen U° = U.

e Wir setzen q = qx = |7‘ = p/, wobei f = [K : F,] der Triigheitsgrad ist.

e Wir wéhlen einen Erzeuger m = mx von pg, d.h. px = (7x) bzw. vk (mg) = 1.
Es gilt

K* = (k) x Uk .

Satz 3.45. Es gilt
Uyt & K", Ut fynit 2 K

Beweis. Die surjektive Abbildung

K
ur—u
hat den Kern U!.
Die Abbildung
Ut —» K
l+ang —a, a € Ok

ist ein Homomorphismus, denn

(1+amp)(1+bry) =1+ (a+b+abri)n —s a+b=a+b.

Der Kern ist U™, O
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Lemma 3.46. Sei m € N. Dann induziert die Abbildung
x— ™
fiir geniigend groffe n einen Isomorphismus
U — yrtem

Beweis. Sei x =1+ ar™ € U™ mit a € Ok. Dann ist

2™ =14+ man" + (T;L)a27r2" + -
=1 mod pto(m
falls 2n > n+v(m), also genau dann, wenn n > v(m) (denn: v(marn™) > v(m) +n).
Surjektivitéit: Sei 1 + an™™ mit a € Ok. Finde z € Ok mit
14 an™™M™ = (1 4+ 27™)™ = 1 + mar"™ 4+ 72" f(x) [ e Ok[X].
Schreibe m = ur?™ mit u € U. Es ist zu l6sen:

14 uzrm) 472 f(2) = 1 4 qrtom
= uz + 7" f(z) —a =0

Falls n > v(m), so ist T := u~'a eine Losung modulo p. Diese kann man mit Hensels
Lemma liften.

Injektivitit: Es ist |p,(K)| < co. Die U™ bilden eine Basis der offenen Umgebungen
der 1. Da K hausdorffsch ist, folgt die Injektivitét. m

3.5 Die Klassenformation der unverzweigten Erweiterungen

Sei K/Q, eine endliche Erweiterung und L/K unverzweigt. Wir bezeichnen den
Frobenius von L/K mit ¢, /K- Dieser ist eindeutig bestimmt durch

or/k(r) = 2™ mod py
und es gilt
(SOL/K> = Gal(L|K).

Es gilt fiir unverzweigte N/L/K

[L:K]
YN/ = PN/L

oLk = enk|, = enyx Gal(N|L),

wobei Gal(L|K) = Gal(NIK)/Gai(N]|L).
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Satz 3.47. Sei L/ K unverzweigt. Dann gilt
HY(Gal(L|K),U,) =1
fir alle ¢ € Z, d.h. die Uy, sind kohomologisch trivial.
Beweis. Wir identifizieren
G = Gal(L|K) = Gal(L|K)
o0
mit
7@) =o(a), acOy.
Dann ist
0— Ul —U,—L —0
eine exakte Sequenz von G-Moduln. Da I kohomologisch trivial ist, folgt
HY(G,Up) = H(G,UL)

fir alle ¢ € Z. Sei 1 = wg. Da L/K unverzweigt ist, ist vp(m) = vg(m) = 1.
Betrachte fiir n > 2

Uyt —1L
l+ar" ' —a, a € Op
Dies ist ein Homomorphismus von G-Moduln:
o(1+ar™™) =1+0(a)n" ' — o(a) =5(a).
Aus der exakten Sequenz
0— U —U'—L—0
und H(G, L) = 0 folgt
HY(G,U}) = HY(G,U;) = HY(G,Up).

Die Abbildung x — 2™ liefert fiir alle m > 1 einen Homomorphismus U;, — Uy,
und einen Isomorphismus

Up =yt

Das Diagramm
HY(G,U}) ——— HYG,Uyp)

= m lm

HY(G,UF™ ™y = H9(G,UL)

IR{IN

11N

kommutiert. Dann ist
HY(G,UL) = HY(G,Up)
ein Isomorphismus fiir alle m > 1. Da |G| HY(G,Uy) = 0 folgt HY(G,Up) = 1.
[
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Korollar 3.48. Sei L/K unverzweigt. Dann ist Np x(Ur) = Uk.
Beweis. Dies folgt sofort aus HY(G, Uy) = Uk/Nyx(UL) = 0. O

Ziel: Sei T := Un21 K,, der maximal unverzweigte Teilkorper von K§|Ky. Dabei ist
[K,, : Ko] = n. Wir wollen zeigen, dass

(Gal(T|Ky), T™)

eine Klassenformation ist.
Dazu ist

invyx : H(Gal(L|K), L*) — mr?/z
fiir eine Erweiterung L/K in T /K, zu definieren.

Bemerkung 3.49. Es ist Gal(T|K,) = Z.
Sei

vL

0—U,—L"—7Z—0.

Dann erhalten wir einen Isomorphismus

H*(G, L) —= H*(G,Z).

(=23

Betrachte
0 —72Z—Q—%Yz—0.

Daraus folgt

Hom(G,%z) = H'(G,%z) —2— H*(G,Z).
Betrachte noch
Hom(G,¥z) —— wrx?/z

X——— X(SOL/K)

Zusammenfassend:
invL/K

(G, L) M, ey,

BT

H*(G,Z) - HY(G,/z)
Setze wieder HY(L|K) := HY(Gal(L|K), L*).

Satz 3.50. (Gal(T'|Ky),T™) ist eine Klassenformation fir Ky/Q, endlich.
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Beweis. Es ist die Kommutativitat von

H2(L|K) —%— H2(Gpx,Z) —— H Gk, Yz) —2— ma?/z

lmf:g llnf llnf lg (3.1)

HX(N|K) =2 HX(Gyjx,Z) —— HY Gk, Yz) —2— w2
bzw.

HX(N|K) =2 H*(Gyx,Z) == HY Gk, Yz) —— wail/z

lRes lRes lRes l[L:K ] (3.2)

H2(N|L) =2 H2(Gyy1,Z) —— H(Gy1,Yz) —2— w0?/z
Zu zeigen.

Zum linken Rechteck in Diagramm Sei 7 € H*(G/k,L*). Dann gilt

oL R
> U, 0T

/

T

l ((01,02) = vi(2(71,02)))
InfZ —— ((01,02) — vn(x(07,72)))

Die Bilder stimmen iiberein, da vy («) = vy («) fir alle « € L*.

Das linke Rechteck in Diagramm [3.2] ist offensichtlich.

Die mittleren Rechtecke in beiden Diagrammen folgen aus der Vertauschbarkeit von
0 mit Inf und Res.

Zum rechten Rechteck in Diagramm Sei x € H (G k,Yz) = Hom(Gyk, Yz).
Dann gilt

X! > X(oL/K)

!

X(@L/K)

/

Inf x —— (Inf x)(¢n/Kx)
Die Bilder sind gleich, da

(Inf X)(enyx) = Xx(en/x| ) = X(eL/K) -

Das rechte Rechteck in Diagramm folgt aus go%/j]? = ON/L- O]
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Satz 3.51. Die Abbildung

P = ) HIE) 2 o

L/Kunverzweigt
ist ein Isomorphismus (hierbei ist invy) g |L =invy k).

Beweis. Injektivitét ist eine allgemeine Tatsache aus der Theorie der Klassenforma-
tionen. Surjektivitit folgt aus

Qz = U +2/z

n>1

und weil es zu jedem n > 1 eine unverzweigte Erweiterung L mit [L : K] = n
gibt. [l

Satz 3.52. Fira e K* gilt
(a, L/K) = 50
Fiir den Beweis benotigen wir das folgende

Lemma 3.53. Sei (G, A) eine Klassenformation, L/K normal, a € Agx und
@€ H(L|K) = Ax/N, i Ap. Dann gilt fir jedes x € H'(Gp/x,Yz)

x((a, L/K)) = invy/x(@Udyx) .
Hierbei ist 6 der Verbindungshomomorphismus zur exakten Sequenz
0 —72Z—Q—%Yz—0.

Beweis von Satz[3.53. Es gilt mit Lemma [3.53

x((a, L/K)) = invy/g(@Udx) = (pod towp)(@udy)
2 (pod M (wila)dy) = lvr(a)x)

= p(vk(a)x) = vr(a)x(pr/x)
= X(755)
Da dies fiir alle y gilt, folgt (a, L/K) = ¢}’ y 1(< Hierbei folgt (%) aus Eigenschaften

des Cupprodukts.
]

Beweis von Lemma[3.53. Setze o, := (a,L/K) € GL/K Sei 7, das Bild von o,
unter

GL/K = 72(GL/K7 Z)

0o F> 04
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Wegen

uL/KU_

7. H (G Z) HO(LIK) = Ax/n, ey, @
I I
Ua GL/K ) (_,L/K) AK a

gilt @ = up/x U, Also ist
aUox = (ur/k Uoe) Udx = ur/k U (0, UdX) =ur/x Ud(0a UX).
Die Rechenregel aus [NS11, Kapitel I, Lemma (5.7)] bzw. Lemma impliziert

FUx =y U Do) 212z,
n

wobei n = [L : K] und r durch (x) definiert wird. Also folgt
ST Ux) =6 (% +Z) =r+nZ € H(Gyx. )
da
§:7%z=H YGrr,Yz) — H(Gr/x,Z) =%z
% +Zv+— s+nZ
Zusammenfassend erhalten wir

audx =upxU(r+nZ)= (r+nZ) U upgx =upg.
———
€HYGL x,Z) €H2(Gp kL)

Damit folgt

: _ , r
invy g(@Uédx) =rinvy/k(ur/x) = - +7Z = x(04) -

Satz 3.54. Sei L/ K unverzweigt von Grad f = [L : K|. Dann ist
Nusw(L¥) = (el x U
Beweis. Es gilt

a € Ny (L) (a,L/K) =1,

e =1,
flvk(a),

a € (rh) x Uk .

11y
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3.6 Das lokale Reziprozititsgesetz
Sei Ky/Q, endlich, Q@ = K§ und Gk, = Gal(Q2| Kj).

Ziel: (Gg,, ") ist Klassenformation.

Dazu ist fiir L/K normal, K/Kj endlich, ein Invariantenisomorphismus
invyr : H*(Gal(L|K), L™) — mm?/z
zu definieren.

Lemma 3.55 (Zweite fundamentale Ungleichung). Fiir jede normale Erweiterung
L/K gilt ]H2(L]K)] teilt [L : K].

Beweis. Sei zunéchst L/K zyklisch von Primzahlgrad [.

Behauptung. FEs gilt

H?*(L|K )
— —:HléL}K;l = |H*(L|K)| =1.

h(L*)
Beweis der Behauptung.
Erinnerung 3.56. Es ist
(ker(f) - im(g))
A =
50 = Gher(y) im( )

fir f,g: A— Amit fog=go f=0 (vgl. Blatt 9). In Blatt 9, Aufgabe 5 wurde
gezeigt:

h(L*) 71 = a0a(K) g0 ,(27) (3.3)
wobei
(K> (K
Kry= W ))
W) = )
(L (L)Y
qou(L¥) = L\ ))
e T3]

Wir brauchen den

Satz 3.57 (Beweis am Ende). Sei K/Q, endlich. Dann gilt fir m > 1
(Kx . (KX)m) — mq})(K(m) ’Hm(K)‘

mit qg = |7‘
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Also erhalten wir

qoa(K*) = e,
QO,Z(LX) _ ZQZL(” ]

Sei [ = ef mit dem Verzweigungsindex e und Restklassengrad f. Dann gilt q;, = qf(
und vy, (1) = evg(l).

Aus (3.3) erhalten wir
-l llql;()K(l) _ ll—lqugK(l) 1
WL™)™ = or() — fevr(l) =1
lqy, Ak
und somit folgt h(L*) = . O

Zum allgemeinen Fall: G, /k ist auflésbar, denn:

Definieren wir die hoheren Verzweigungsgruppen
Gi={0€G|o(a)=a mod p;
und betrachten G' > Gy > Gy, so folgt die Auflosbarkeit aus

L
> G ist p-Gruppe

Lo
Go/G1—L
s 2(mr)
L
LG

> zyklisch von der Ordnung f
K
(siehe [Ser13, Chapter IV, §2, Prop. 7 bzw. Cor. 5]).
Also gilt K é K' C L. Wegen HY(K'|K) =1 ist
0 — HX(K'|K) 2 H2(L|K) 25 H2(L|K")
exakt. Damit folgt
|H2(L|K)| ( |H2(K'|K)| | HX(L|K")] .
=I=[K":K]

Mit Induktion folgt nun |H?(L|K")| teilt [L : K'] und insgesamt ergibt sich die
Behauptung. O
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Beweis von Satz[3.57. Es gilt

) KX (KX)m
malb) = S
g (K7 (K7)™) = [pan (K| qom (K7)
Aus
0 —Ux — K* 257 —0
folgt

C]o,m(KX) = Q(Lm(UK) C_Io,m(Z) .
——"

=m

Also ist noch zu zeigen, dass g, (Uk) = q}’(K(m)'

Sei n grofl genug, sodass
Up —2 Ut
Betrachte
0 —Up — Ux — Uxfur — 0.
Damit folgt

q0,m(Uk) = qo,m(Ug) qom(Vx/Uz)
————
O,
_(Ug = (U)™)

B |Nm(K) N U}H

= (U Uprvetm)y = goetm)
da

ViUt S Wi 2 O

(1+a)Ud! <= a+ pit!

Seien f,g: A — Amit fog=go f =0 und

(ker(f) : im(g))
(ker(g) « im(f)) "

Lemma 3.58. Ist |A| < oo, so folgt qs,(A) = 1.

qrg(A) =
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Beweis. Betrachte

0 — ker(f) —A — im(f) — 0,
0 — ker(g) —A — im(g) — 0.

Dann folgt
| Al = [ker(f)] [im(f)| = [ker(g)] [im(g)]

und somit

ker(f)| _ [ker(g)
fim(g)] ~ [m(f)]

Satz 3.59. Sei L/K normal und L'/ K die unverzweigte Erweiterung mit
L' K]=I[L:K].

Dann ist H*(L|K) = H*(L'|K) in H*(K).
Genauer: Betrachte

N:=LL

L

e

n

SN

E
k
K

mit E=LNL. Dann gilt
Infe," H(L|K) = mfgg/; H(L'|K)
in H*(N|K).
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass H?(L'|K) C H*(L|K), denn:

Es gilt |[H*(L'|K)| = [/ : K] = [L : K] und |H*(L|K)| teilt [L : K]. Zusammenge-
nommen folgt, dass die Inklusion schon eine Gleichheit ist.
N/L ist unverzweigt, da Go(N|L) — Go(L'|E) = 1. Sei ¢ € H*(L'|K). Aus
0 — HX(L|K) 2% H*(N|K) %% H2(N|L)
folgt:
c€ H*(L|K) <= Resy(c)=1¢€ H*(N|L)
< invy/r(Resp(c)) =0 € w4z
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Also reicht es zu zeigen:

invy/r(Resg(c)) = [L: K]invy g (c) .
—_———

-,
Dazu folgendes

Lemma 3.60. Sei M/K normal und L'/ K unverzweigt. Seien L, L' C M, sodass
der mazimal unverzweigte Teilkérper E von L/K in L' enthalten ist. Es ergibt sich
die folgende Situation:

|
N :=LL
)
) / normal

Dann ist N/ L unverzweigt. Sei ¢ € H*(L'|K). Dann ist Resg(c) € H*(N|L) und es
qilt

invy/r(Resg(c)) = [L: K]invy g (c).
Beweis von Lemmal3.60. An den 2-Kozyklen liest man ab

Gur/x Gm/k GuyL Gk
Resg,,), InfGL,/K = Infg ) ResGL//E (3.4)

betrachte dies als
2-Kozykel auf

GL’/E%GN/L
Damit ist
Resr(c) € H*(N|L).

Seien e und f der Verzweigungsindex und Restklassenkorpergrad von L/ K. Also gilt
[L: K| =ef und vg = evy. Es ist die Kommutativitdt von folgendem Diagramm
Zu zeigen:

HX(L'|K) = HXGpx,Z) == H Gk, Yz) —2— wal/z

Joon | [ E

HQ(MlK) H2<GM/K,Z) Hl(GM/K,Q/Z) [Mil;K]Z/Z

lResL le Resy, le Resy, l[LZK]

H2(N|L) —%— H*(Gy1, Z) ——— HY (G, Yz) —— Wz
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Die unteren vertikalen Abbildungen sind eigentlich die Restriktionen auf die Bilder
der oberen vertikalen Abbildungen.

Zum linken Teildiagramm:

HL|K)>c )(G%KBUHMW@@»>
T - ~~
eLx
Infgﬁ//}; c (G?WK 35T vL/(c(?)))
R, Gm/x I fGJVI/K G2 _
eSG]W/L n Gri/k ¢ M/L >2T — 6UK(C(T))

= |

GuyL Gk 2 _
InfGN/L ResGL,/E c——— (G 27— vr(e(7))

Zum mittleren Teildiagramm: Dies folgt wie bisher iiblich.

Zum rechten Teildiagramm: Es ist

K]

E:
onyLly = P = Pl (3.5)

denn fiir a € L’ gilt:

pnyz(a) = a™  mod (py N L)
= a% mod P
= ngLv,/K(a,) mod Py

Damit erhalten wir

?g | 5 X(@L’/K)
a ~
Info,i’; X X(pr /)
a ~
eResGﬁ;fI fG]LM/?I; X 1L : Kx(or/K)

91



Damit folgt die Aussage des Satzes. O

Definition 3.61. Sei K,/Q, cin p-adischer Korper und Q = K§. Sei L/K eine
normale Teilerweiterung von €2/ Ky. Dann sei

[~=3

iIlVL/K : HQ(L|K) — [L:IK]Z/Z

definiert durch
iHVL/K<C) = invL//K(c)

fiir alle ¢ € H*(L|K) = H*(L'|K), wobei L'/K die unverzweigte Erweiterung mit
[L': K] =[L: K] ist.

Satz 3.62. (Gg,, ) ist eine Klassenformation.
Beweis. Axiom ist erfiillt nach Hilberts Satz 90.

Zu Axiom [3.24.11.(1)} Sei N/L/K und N/K und L/K seien normal. Seien N’ und
L' die entsprechenden unverzweigten Erweiterungen, d.h.

[N": K] =[N: K], IL':K]=[L:K].
Dann gilt fiir c € H*(L|K)
invy/k(c) = invy g (c) = invy g (c) = invy g (c) .

Zu Axiom [3.24.11.(2)} Wir haben jetzt eine injektive Abbildung

inv g

Br(K)=H*K)= |J HL|IK)=>Yz

L/K normal

(diese Abbildung ist auch surjektiv).

Fiir [3.24.11.(2)| ist folgendes nachzuweisen: Sei N/L/K mit N/K normal. Dann ist
fir c € H*(N|K) zu zeigen:

inVN/L(w) = [L: K]invy/k(c)
€H2(N|L)
Dazu zeigt man fiir beliebige L/K
invy(Resp(c)) = [L : K]invk(c)
fiir c € H?(K). Dies folgt aus Lemma [3.60} O
Satz 3.63. Sei L/K eine abelsche Erweiterung von p-adischen Kéorpern. Sei
Go:={ceG=Gal(L|K)|o(a) =a mod p;, YVa € O}
die Verzweigungsgruppe und
Gi={0€G|o(a)=a modp} Ya € O}

die wilde Verzweigungsgruppe. Dann gilt
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(]) (_,L/K) . UK —»Go,
(2) (_,L/K): UL —» G\.

Beweis. Fir betrachte
L

)
e

G|\T = [Go

unverzweigt
f
K

Sei u € Uk. Dann gilt

(u, L/ K)|r = (u, T/K) = o5 =1
und somit (u, L/K) € Gy.
Sei umgekehrt 7 € Gg. Sei a € K* mit (a,L/K) =T.

Ziel: Finde u € Ug mit (a,L/K) = (u,L/K). Dies gilt genau dann, wenn
a = Np/k(b)u fiir ein b € L*.

Dazu: Da 7 € Gy ist gilt
Tlr =1 = (a. L/K)|r = (a,T/K) = o

Damit folgt f teilt vg(a). Sei b € L* mit v, (b) = %UK((I). Dann leistet b das
Gewtinschte.

Zu : (G ist die p-Sylowuntergruppe von G, denn:

G'O/G1 SN UL/Ui o~ EX (3.6)
Fiir n grofl genug ist Ut C ker((_—, L/K)).

Beweis hierfir. Es ist z.B. fiir groBe n/ Uy —=— Uptesm . Seim = [L ¢ K], so
gilt (K*)™ Cker((—,L/K)). Also gilt U C ker((—, L/K)) firn =n'+vg(m) O

Dann gilt nach
Unfon A=) G

Die p-Sylowuntergruppe von Ux/up ist gerade Uk/uzr, denn:

Uk Juidt &2 v Jpit! = Ok fpe = K

L+ ) U o+ pi!
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Beweis von (3.6)). Definiere

Ki : Gz — UE/UEFI
o(mr)
L

fiir ein Primelement 7 von L. k; ist wohldefiniert, denn:

Sei 7 = umry, mit v € Uy. Es ist zu zeigen, dass # € Ufrl. Dies gilt, da
o(u) =u mod pi

— ——~ =1 mod pi*!

o(rp) =7 mod pi!
— o(mL) =1 mod p}
L

k; ist ein Homomorphismus, denn:

Seien o, 7 € G;. Dann gilt wegen 7(71) = umy, fiir ein u € Up:

oT(7r) _ o(t(mr)) 7(7p)
T T(mp) 7L
o(mr) o(u) 7(mr)
uws \lﬁ_/ uws

~
Ut
[

Bemerkung 3.64. Die hoheren Einseinheitengruppen werden nach Ubergang zur
oberen Nummerierung auf die entsprechenden Verzweigungsgruppen abgebildet.
Genauer:

KX/NL/K(LX) 2 UK/NL/KUL 2 U}{/NL/KUg(l) Z ctt 2 Uﬁ/NL/KUip(n) Z ctt 2 1
R (*)lg
n __
G G" = Gy

Hierbei ist ¢ die Herbrandfunktion (siehe [Ser13, Chapter IV, §3]). Die Isomorphie
(%) findet man in [Ser13, Chapter XV, §3, Cor.3].

3.7 Der Existenzsatz

Sei K ein p-adischer Kérper. Wir wissen bereits, dass die Normengruppen Ny (L*)
in 1 : 1-Korrespondenz zu den endlichen abelschen Erweiterungen von K stehen.
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Jede Normengruppe ist offen in K von endlichem Index, denn:

Sei
|K* /Ny )| = [L: K] =:m

fiir eine endliche abelsche Erweiterung L/ K. Damit folgt (/)™ < N x(L™). In der
Ubung wurde gezeigt, dass (K*)™ < K* offen ist. Zusammengenommen erhalten
wir, dass

Npjx(L*) = U a(K7)"
2ENL KL/ offen

offen und von endlichem Index ist.

Die Umkehrung ist der

Satz 3.65 (Existenzsatz). Sei I < K* offen und [K* : I] =t m < co. Dann ist I
eine Normengruppe.
Beweis. Esist (K*)™ < I < K, d.h. es geniigt zu zeigen: (K *)™ ist Normengruppe.

Erinnerung 3.66. Sei J < I < K* mit einer Normengruppe J. Dann ist auch [
Normengruppe, denn:

Sei L/K eine endliche abelsche Erweiterung, sodass J = Ny x(L*). Dann erhalten

wir

&%y A Gal(LIK) = G
IV B N v
/g — > H
Sei a € I. Betrachte
L
)"
GIM=TLH
)™
K

Dann ist
1=(a,L/K)|,, = (a,M/K) <= a€ Nyg(M").

Also folgt I < Nyji(M™).

Andererseits gilt
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Damit folgt
(Nay (M) J] =[L: M| =[I:J]
und somit I = Ny (M>).

Zunéchst sei p, € K*. Fir a € K* sei L, := K(/a) = K( Vab™). Sei

L= H L,.

a€ K /()™
Dann ist L/ K eine endliche, abelsche Erweiterung von Exponent m.
Behauptung. (K*)™ = Np/x(L*) =: I1.
Beweis der Behauptung. Wir wissen I = Iz, = NI, Es gilt:
(Lo : K] = [K(%/a) : K] = djm
Daraus folgt (K*)™ C (K*)? C I, und somit insgesamt (K>*)™ C I},
Aus der Kummertheorie erhalten wir
(K> (K*)"] = |Gal(L|K)| = [K™ : I}] (3.7)
und somit (K*)™ = I.

Zum allgemeinen Fall: Sei K := K(p,). Sei L/ Ky abelsch mit (K{)™ = Ny k, (L*).
Sei L/L endlich, sodass L/K galoissch ist:

L
L
abelsch ( galoissch
K
K
Es gilt:
NZ/K<LX) = NKl/K(NZ/Iﬁ(LX))
C Niyyx(Npyk, (L))
= N/ ((K7)™)
= (N (K{))™ € (K7)™
Also ist (K*)™ auch eine Normengruppe. O
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Satz 3.67. Sei [ < K*. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) I ist Normengruppe.
(2) I ist offen von endlichem Index.
(8) I ist abgeschlossen von endlichem Indez.
(4) [K*: 1] < o0.
Beweis. ist der Existenzsatz zusammen mit der Vorbemerkung.

(2)k=={(3)| gilt nach Blatt 10, Aufgabe 1.
(2)F={4)] ist Klar.

Fiir |(4)={(2)| sei m := [K* : I], dann folgt (K*)™ < I. Mit a € [ ist auch
a(K*)™ C I und wir erhalten

I=Ja(x>)m

€l offen
ist offen. O
Satz 3.68. Die Normengruppen sind genau die Obergruppen von

(mhe) x U
mit f € N und n € Ny.

Beweis. Wir zeigen, dass (7)) x U C K* endlichen Index hat. Es gilt

f7 nZO
K% (rlyx o) =4 flagg —1)[UL: U],  n>0
N——
apt

Also ist jede Obergruppe eine Normengruppe. Sei umgekehrt I eine Normengruppe.
Dann existiert ein n mit U C I und 7} € I, z.B. fiir f = [K* : 1]. O

Kummertheorie
Sei K ein Korper, m € N und char(K) = 0. Betrachte
0 — fin — (K 5 (K9 — 0.
Sei G = Gk = Gal(K°| K). Dann gilt
0 — pim(K) — K* % K* — HY(G, fty,) — 0
wegen Hilberts Satz 90. Dann folgt
HY(G, i) = Ky
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Dieser Isomorphismus heifit Kummerisomorphismus.

Falls der Korper K die m-ten Einheitswurzeln p,, enthélt, kann man dieses Resultat
verfeinern und erhélt auch fiir nicht algebraisch abgeschlossene Korper sogenannte
Kummerisomorphismen. Hierfiir sei auf [NS11, S. 128/129] verwiesen, wo der Satz
(1.3) die Liicke in (3.7) schlieft.

Anmerkungen zur Klausur (vgl. Vorlesungshome-
page)

Die Klausur wird am 25.7. von 12:15 Uhr bis 13:45 Uhr anstelle des Tutoriums
im Raum B252 stattfinden. Sie wird eine Kombination aus Ubungsaufgaben und
,wahr/falsch“-Fragen (ohne Begriindungen) sein. Um piinktlich anfangen zu kénnen,
sollten alle Teilnehmer bereits um 12:00 Uhr anwesend sein.
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