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Ubungen zur Stochastik

Die Parzellierungen der Vergroberungen 7 : [0, 1[— R (Rademacher-Funktionen) erzeugen ver-
schiedene o-Algebren 2l auf [0, 1].

(a) Man gebe die von r; und ro erzeugten o-Algebren 2(; und 2o an!

(b) Man zeige, dass ro nicht messbar beziiglich 2(; ist. Ebenso zeige man, dass r; nicht messbar
beziiglich 2y ist!

(c) Man zeige: Sei f : [0, 1[— R messbar beziiglich 2(;. Dann ist f eine Funktion von r, d.h.
f(z) = F(r1(z)) fur eine Funktion F': {0,1} — R.

Sei (fn)nen eine Folge Borel-messbarer Funktionen auf R, welche punktweise gegen eine Funktion
f konvergiert. Zeigen Sie, dass f ebenfalls Borel-messbar ist, d.h. dass die Messbarkeitseigen-
schaft abgeschlossen unter der Folgenbildung ist!

Seien f, (fn)nen messbare Abbildungen von [0, 1] nach R. , Fast sichere Konvergenz“ f, n:—soo> f
ist iiber die Bedingung

A{o s Tim fu(@) = f@)}) =1
definiert, ,,Konvergenz in Wahrscheinlichkeit“, auch ,stochastische Konvergenz“ genannt und

z.B. als f, BN f notiert, bedeutet
n—oo

Ve>0: lim A({z:|fu(z) — f(z)] > €}) =0.
n—oo
Zeigen Sie, dass aus ersterer letztere folgt, indem Sie z. B. wie folgt vorgehen:

(a) Zeigen Sie fiir alle € > 0

fo i fule) = f@r = U ) o o) - f@)] <!

e>0meNn>m

Zusatzfrage am Rande: Kann man den Schnitt iiber alle ¢ > 0 auch durch einen Schnitt

iiber alle € der Form % mit | € N ersetzen?

(b) Folgern Sie daraus und aus der fast sicheren Konvergenz, dass fiir alle € > 0

Jim A | () s |fule) — F@) < e} | =1

gilt!

(c) Folgern Sie daraus die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit!

Zeigen Sie direkt iiber die Definition der Messbarkeit, dass [0, 1] NQ messbar ist, und bestimmen
Sie, ebenfalls direkt iiber die Definition, den Inhalt!



