Prof. Dr. Sebastian Hensel Sommersemester 2018

Argumente der GTF

WAS IST DIESES DOKUMENT? (UND WAS IST ES NICHT?)

Dieser Text fasst einige der wichtigsten Standardargumente zusammen, die
im Studium von Flichen im R3 (und damit der Vorlesung, den Hausaufgaben
und der Klausur) immer wieder vorkommen. Wichtig bei diesem Satz sind
insbesondere: einige, wichtigste und Standard — mit anderen Worten: die
hier vorgestellten “Tricks” und Methoden sind manchmal notwendig, aber
nicht unbedingt hinreichend, um alle Aufgaben zu 16sen. Die Argumente
hier sind quasi als “Werkzeugkasten” zu verstehen — haufige Handgriffe,
die man oft im Laufe von schwierigeren Argumenten benutzt. Umgekehrt:
wenn man diese Argumente und Tricks gut versteht, sollte man viele iibliche
Aufgaben 16sen konnen.

Sortiert sind die Beispiele grob nach der Chronologie der Vorlesung, und
damit nach dem Thema bei dem die Methode zum ersten Mal erschienen
ist.

Falls etwas falsch, seltsam, oder unverstandlich scheint, bitte ich um einen
kurzen Kommentar (personlich oder per email). Dasselbe gilt, falls ein neues
Argument gewiinscht ist.



1. HOMOOMORPHISMUS PRUFEN (DEFINITION VON FLACHEN)

Um zu zeigen, dass etwas eine Flidche ist, muss man héaufiger zeigen dass
eine Abbildung ein Homéomorphismus ist. Dazu gibt es zwei Ansétze die
regelméfig auftauchen.

1.1. Umkehrabbildung “raten”.
Aussage 1.1. Sei
S}r ={(z,y) € R% 22+ ¢y? =1,y > 0}
der obere Halbkreis. Dann ist die Abbildung
f:(0,m) — S}r, f(t) = (cos(t),sin(t))
ein Homoomorphismus.

Idee: Um zu zeigen, dass f Hombomorphismus ist, wollen wir aus (cos(t), sin(t))
stetig die Variable ¢ rekonstruieren. Wenn wir cos(t) haben, kénnen wir ver-
suchen arccos auf die erste Koordinate anzuwenden.

Beweis. Zunéchst tiberlegen wir uns dass f surjektiv ist. Sei (x,y) € S}r.
Dann ist y = v1—22 > 0, da sich die Quadrate der Koordinaten auf
1 summieren, und y positiv ist. Insbesondere ist x € (—1,1), und y ist
eindeutig durch = bestimmt. Da cos(t) fir ¢ € (0,7) jeden Wert in (—1,1)
genau einmal annimmt, gibt es also t, € (0,7) sodass cos(t,) = x. Ferner
ist sin(t;) > 0, und cos(t;)% +sin(t;)? = 1, also ist (z,y) = f(t;). Damit ist
f also surjektiv.

Wir betrachten den Arcuscosinus

arccos : (—1,1) — (0,7)

mit der Eigenschaft, dass arccoscos(t) =t fiir alle ¢ € (0, 7). Das es so eine
Funktion gibt, und dass sie stetig ist, wissen wir aus Analysis.
Definiere jetzt
g:S5% — (0,7), g(x,y) = arccos(x).
Das ist eine stetige Funktion, und

g(f(t)) = arccoscos(t) = t.

Damit ist also f auch injektiv (denn: falls f(t) = f(s) folgt t = g(f(t)) =
g(f(s)) = s), und g ist die Umkehrfunktion. Diese ist also stetig, und damit
ist f ein HomGomorphismus. O

Hinweis: Was man hier benutzt ist: falls f : X — Y surjektiv ist, und
g:Y — X eine Funktion mit gf = id (man sagt: ¢ ist Linksinverses zu f),
dann ist f bijektiv und g ist die Umkehrfunktion. Da Surjektivitat oft recht
einfach zu sehen ist fiir Karten, ist das ein niitzliches Kriterium.
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1.2. Abgeschlossener Definitionsbereich. Oft kann man das folgende
Lemma aus der Vorlesung benutzen:

Lemma 1.2. Sei X eine kompakte Teilmenge des R™, Y C R™ beliebig und
f: X =Y stetig und bijektiv. Dann ist f ein Homdomorphismus.

Das Lemma kann man manchmal auch nutzen wenn Funktionen auf offenen
Mengen definiert sind:

Aussage 1.3. Sei g : [a,b] — R eine positive Funktion (also, g(t) > 0Vt).
Betrachte die Rotationsflache
S ={(x,y,2) € R3 2 € (a,b), 2% + y* = g(2)*}
Dann definiert die Abbildung
¢ :(a,b) x (0,7) = R3,  ¢(r,0) = (g(r) cos(8), g(r) sin(d), )
einen Homdéomorphismus ¢ : (a,b) x (0,7) — SN{(z,y,z2),y > 0}.

Idee: Man kann die Funktion ¢ auf das kompakte Rechteck [a, b] x [0, 7] fort-
setzen, und sie bleibt injektiv. Dann kann man also das Lemma benutzen.

Beweis. Als erstes iiberlegt man sich, dass das Bild von ¢ tatséchlich S N
{(z,y,2),y > 0} ist (das geht genau wie in dem vorigen Beispiel), und dass
damit ¢ surjektiv ist. Es reicht also, wie oben, zu zeigen dass es eine Links-
Umkehrfunktion gibt, die stetig ist.

Betrachte die Funktion

®: [a,b] x [0,7] = R, ®(r,0) = (g(r) cos(8), g(r) sin(6), 7)

Dann ist ® injektiv, denn angenommen

o(r,0) = (r',0),
dann haben wir zunéchst r = r’ wegen der dritten Koordinate. Damit dann
auch g(r) cos(f) = g(r) cos(8’) wegen der ersten Koordinate, und da g positiv
ist

cos(f) = cos(f").
Da 6,0" € [0, 7] und der Kosinus auf diesem Intervall injektiv ist, folgt also
0=20"
Jetzt ist also ® stetig, injektiv, und damit ist

®: [a,b] x [0, 7] = P([a,b] x [0,7])

bijektiv, und damit ein Homéomorphismus wegen dem Lemma. Also gibt es
eine Umkehrfunktion ®~1 : ®([a, b] x [0, 7]) — [a, b] x [0, 7] die stetig ist. Die
Einschrinkung von ®~! auf ®((a,b) x (0,7)) = ¢((a,b) x (0,7)) ist damit
also auch stetig, und eine Links-Umkehrfunktion von ¢. O



2. KARTEN

Viele Aussagen kann man auf Karten (lokale Parametrisierungen) zurtickfiihren;
vor allem wenn es um die Existenz von Objekten geht.

Aussage 2.1. Sei S C R3 eine Fliche, und p € S ein Punkt. Dann gibt es
Kurven ¢,d : (—1,1) — S die differenzierbar sind, sodass c¢(0) = p = d(0),
und so dass ¢ (0),d'(0) senkrecht aufeinander stehen.

Idee: Man kann versuchen die Kurven ¢, d in einer Karte zu konstruieren,
und dort mit linearer Algebra die gewiinschte Orthogonalitét zu produzieren.

Beweis. Nehme ¢ : U — V eine lokale Parametrisierung und nehme an dass
¢(u) = p. Nach Definition einer Fléche hat D, ¢ Rang 2 oder, mit anderen
Worten, die partiellen Ableitungen g—i, 8‘9—5’2 sind linear unabhangig. Z.b. aus

dem Gram-Schmidt-Verfahren folgt, dass es damit eine Zahl a gibt sodass
9¢ 9¢

—a
8132 833‘1
senkrecht auf g—i steht. Jetzt konnen wir die Kurven
co(t) =u+ter, do(t)=u+t(ea— aer)

definieren. Die Kurven ¢ = ¢ o ¢y, d = ¢ o dg haben dann die Ableitungen

0
¢(0) = Doy oy $(chy(0)) = Duler) = (;b
und 96 96
#10) = Dy 9(dh(0)) = Dutlez — aer) = 5 a2

Diese haben also die gewiinschte Eigenschaft. ([



3. KETTENREGEL UND TANGENTIALRAUME

Vieles was man mit Tangentialrumen ausrechnen muss, lauft letztendlich
auf die Kettenregel hinaus.

Aussage 3.1. Sei S C R? eine Fliche, und f : R® — S eine differenzierbare
Abbildung. Dann ist das Bild

imD, f C TS
fur alle x € R™.

Idee: Das Differential D, f bildet Tangentialvektoren von Kurven im R™ auf
die Tangentialvektoren der Bildkurven in f(R") C R3 ab. Diese miissen
dann (nach Definition des Tangentialraums) Tangentialvektoren der Fldche
sein.

Beweis. Sei v € R" ein beliebiger Vektor, und betrachte die Kurve
ct)y=x+tv
definiert auf ¢ € (—1,1). Dann ist ¢/(0) = v, und damit

Dy f(v) = Do f(c'(0)) = (f 0 ¢)'(0)
Die Kurve foc: (—1,1) — R3 hat die Eigenschaften, dass (f oc)(0) = f(x)
(da ¢(0) = x), und (f o c)(t) € SVt (da das Bild von f in S liegt). Damit
ist also (f o c¢) eine der Kurven, die in der Definition des Tangentialraums
T'¢(z)S vorkommen, und wir haben (f o ¢)'(0) € Ty(;)S. Damit haben wir
also
Dy f(v) € Ty,

und da v beliebig war, folgt die Aussage. O

3.1. Ableiten entlang Wegen. Die Kettenregel kann auch niitzlich sein,
um Differenziale von Flachenabbildungen zu verstehen, via Wegen.

Aussage 3.2. Sei S C R3 eine Fliche, und nehmen wir an, dass es fir je
zwei Punkte p,q € S eine Ct Kurve ¢ : [0,1] — S gibt mit ¢(0) = p,c(1) = q.
Sei auflerdem f S — R"™ eine differenzierbare Funktion. Dann ist f kon-
stant genau dann wenn d,f = 0 fir allep € S.

Idee: d,f = 0 heifit dass sich f in Richtung von Wegen in S nicht andert.
Da man von jedem Punkt p zu jedem Punkt ¢ entlang eines Wegs kommt,
fihrt das dazu dass f selbst konstant ist.

Beweis. Wenn f konstant ist, dann ist auch (f oc) konstant fiir alle Kurven
¢, und hat damit Ableitung 0. Eine Richtung ist damit klar.

Sei jetzt d. f = 0 fiir alle x € S, und seien p, g zwei beliebige Punkte. Nehme
eine Kurve ¢ wie in der Voraussetzung. Dann haben wir

(foc)(t) = (dey /)(' () =0
wobei die erste Gleichung aus der Definition des Differentials folgt, und
die zweite aus der Voraussetzung. Also (aus Analysis) ist f o ¢ konstant,
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und damit f(p) = f(c(0)) = f(e(1)) = f(q). Da p,q beliebig, ist also f
konstant. 0



4. LOKALE BERECHNUNGEN: TANGENTIALRAUME UND ERSTE
FUNDAMENTALFORM

4.1. Aus Karte. Angenommen, wir haben eine Karte ¢ : U — V einer
Flache. Dann koénnen wir die Tangentialraume und die erste Fundamental-
form einfach aus der Karte ausrechnen:

_ 99| 09
Ty(u)S = span <6x1 s u) ,
99

¢
9ij(u) = <8$1 a362u>

Zum Beispiel: wir kénnen die obere Halbsphére als Graph parametrisieren:

S={(z,y,2), 2 +y* + 2 =1,2 > 0}

hat Karte

¢:{(z,y), 2" +y* <1} = S, (z,y) = (z,y,V/1— 22— y?)

Dann berechnen wir:

1 0
99| _ 0 99| _ 1
81‘ (:v,y) X ay (z,y) Y

/1—a2—y2 1—a2—y2

und wir bekommen daraus:

1 0
T(z,y,2)S = span 0|, 1
z y
Tz Tz
oder
u
T S = v ,u,v € R
z

Fir die erste Fundamentalform bekommen wir

22
+7>922 =4/1+ 2,912 ) = g21(u) = *y-

4.2. Aus Gleichung. Falls S = f~1(0) als Urbild eines reguliren Werts
gegeben ist, dann kénnen wir die Tangentlalraume einfach ausrechnen als

T,S = (gradf)(p)*
Zum Beispiel fiir die Sphiire S? ist f(z,y, 2) = 22+y?+22—1, und grad f(p) =
2p. Also ist
T,5% = p* = {q € R (¢,p) = 0}.

(daraus kann man dann auch eine explizite Darstellung wie oben herleiten).
In dieser Beschreibung ist es aber nicht ohne weiteres moglich, die erste
Fundamentalform zu beschreiben — die Funktionen g;; machen nur in einer
Karte Sinn.



5. LOKALE BERECHNUNGEN: EINHEITSNORMALENFELDER UND
WEINGARTENABBILDUNG

5.1. Aus Karte. Angenommen, wir haben eine Karte ¢ : U — V einer
Flache. Dann konnen wir ein lokales Einheitsnormalenfeld N ausrechnen
mithilfe des Kreuzprodukts:

1 ¢
Ny(d(u)) =

@} I oy
Oxo ”

99

X —_—
" 6902

u
I3 am

(alternativ kann man natiirlich auch einfach einen Einheitsvektor “raten”,
der auf beiden Ableitungen der Karte senkrecht steht).

Jetzt konnen wir die Ableitung der Gaufl-Abbildung relativ leicht ausrech-
nen. Namlich: zunéchst bestimmt man die partiellen Ableitungen

ONg(d(u)) INg(P(u))
8u1 ’ 8UQ

(das sind zwei Vektoren im R?), und dann schreiben wir sie als Linearkom-
bination der Tj,)S-Basis von oben. Die resultierenden vier Zahlen sind
die Eintrage der Matrix, die die Weingartenabbildung beschreibt. Siehe die
Rechnung zu Rotationsflichen im Miniskript fiir ein Beispiel.

5.2. Aus Gleichung. Falls S = f~1(0) als Urbild eines reguliren Werts
gegeben ist, dann funktioniert

N(p) =

1
Terads ) &4 @)

immer als Einheitsnormalenfeld. Ahnlich wie oben ist es nicht direkt er-
sichtlich, wie man hieraus die Weingartenabbildung bestimmt.
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