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Alle Antworten sind zu begründen.

Aufgabe 45
Entscheiden Sie, ob für die nachfolgende Funktionenfolge

(a) (an)n∈N mit an : {z ∈ C : |z| < 1} → C, an(z) :=
n∑

k=0

zk;

(b) (bn)n∈N mit bn : R→ R, bn(x) := cos
(

x
n+1

)
;

(c) (cn)n∈N mit cn : [−1, 1]→ R, cn(x) :=
(
x+ 1/n

)2;
(d) (dn)n∈N mit dn : R→ R, dn(x) :=

n∑
k=0

2k sin
(
3−kx

)
;

punktweise oder gleichmäßige Konvergenz vorliegt.
Hinweis zu (d): Zeigen und verwenden Sie, dass | sin(x)| ≤ |x| für alle x ∈ R. (2+2+2+4 Punkte)

Aufgabe 46
Sei z ∈ C. Zeigen Sie, dass

lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n

=
∞∑

n=0

zn

n!

gilt.
Hinweis: Entwickeln Sie

(
1 + z

n

)n mit dem Binomischen Lehrsatz. (10 Punkte)

Aufgabe 47
a) Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten der Reihe

∞∑
n=1

zn

n2

für alle z ∈ C. (4 Punkte)
b) Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten der Reihe

∞∑
n=1

zn

n

für alle z ∈ C, |z| = 1.
Hinweis: Nutzen Sie wieder die Identität

∑N
n=1 anbn = SNbN +

∑N−1
n=1 Sn(bn − bn+1) für zwei komplexe

Folgen (an)n∈N, (bn)n∈N, mit Sn =
∑n

k=1 ak. (6 Punkte)

Aufgabe 48
Zeigen Sie, dass für die Nullstellen der Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion in C gilt:

sin−1{0} = {kπ : k ∈ Z}

cos−1{0} = {(k + 1

2
)π : k ∈ Z}

exp−1{0} = ∅.

Zeigen Sie außerdem
exp−1{1} = {2kπi : k ∈ Z}.

Hinweis: Betrachten Sie zunächst alle Nullstellen in R und nutzen Sie dann die Eulerformel um die
Lösungen von exp(z) = 1 zu finden und das Ergebnis auf alle Nullstellen in C zu erweitern. (10 Punkte)

Abgabe: Bis Montag, 25. 01. 2015, 10:00 Uhr in den Übungskästen 31 bis 34 im 1. Obergeschoss.


