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Aufgabe 1. [20 Punkte|

Fiir jedes = € R seien

Zeigen Sie:

(a)

f(x)? — g(x)* =1 fiir alle z € R. |2 Punkte]

Beweis. Ausmultiplizieren zeigt, dass nur die gemischten Terme iiberleben, welche wegen
ee”" =1 addiert den Wert 1 ergeben. O]

f'(x) = g(z) und ¢'(x) = f(z) fiir alle z € R. |2 Punkte]

Beweis. Ableiten von f und g d&ndert wegen der Kettenregel jeweils nur das Vorzeichen des
zweiten Summands, also f/'(z) = (e*—e ") /2 = g(x), sowie ¢'(x) = (e"+e*)/2 = f(x). O

Es gilt f(x) > 0 fiir alle x € R und g(z) > 0 fir alle z > 0. [2 Punkte]

Beweis. Da e*” > 0 fiir alle z € R ist f(z) > 0 fiir alle x € R. Fiir z > 0 ist e < 1 < ¢”
(denn exp ist streng monoton steigend, 1/ exp streng monoton fallend), also g(x) > 0. O

Die Funktion g besitzt eine Umkehrabbildung, g~ : R — R. |3 Punkte]
Beweis. Wegen ¢’ = f > 0 ist g streng monoton steigend und somit injektiv. Wegen
lim, , g(z) = —lim, o €* = —oo und lim,_,, g(x) = lim,_,,, €* = oo und der Stetigkeit
von g (e*? ist stetig), ist g(R) = R und ¢ somit auch surjektiv. ]
Es gilt (¢7!)(z) = ﬁ fiir alle x € R. |3 Punkte; Sie diirfen annehmen, dass g~' stetig
differenzierbar ist.|
Beweis. Mit dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion gilt
1 1
—1y/

g €Tr) = =

= 5T@) T @)
Wegen f(g~ (a) j:\/ g(g 24+ 1= ++v2%2+ 1 und der Tatsache, dass g streng mo-
noton steigt und darum seine Umkehrfunktlon ebenfalls (Satz 1.51), d.h. (¢7*) > 0 (Satz
4.17), folgt die Aussage. O

Angenommen hy, ho,: R — R sind differenzierbare Funktionen mit k) (x) = hi(z) Vo € R
und hy(a) = hy(a) fir ein a € R, dann gilt by = hy. [4 Punkte]

Beweis. Setzen wir H := hy — hy, dann gilt H'(z) = 0 fiir alle x € R. Somit ist H (nach
Satz 4.17) konstant. Es folgt H(x) = H(a) = hi(a) — he(a) = 0 Vo € R, also hy = hy. O

Es gilt g7!(x) = In(z + V22 + 1) fiir alle x € R. [4 Punkte]
Beweis. Wir benutzen (f) und berechnen zunéchst die Ableitung der rechten Seite:

d 1 x 1

— In(z+va22+l) = ——— (1 + ) =

dx ( ) Vw21 Vai+l Va?+l
Da aufserdem g(0) = 0 = In(1) = In(0++/0%2+1) folgt die Aussage aus (f).




Aufgabe 2. [20 Punkte|

(a)

Berechnen Sie fol z"dz fir n € N und finden Sie zwei Funktionen f,g : [0,1] — R mit

fo z)da # fo 2)dz [ g(x) dz (mit Beweis). [2 Punkte]

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fol x"dx = n+r1
Wéihlen Wir nun f(z) = z = g(z), so ergibt sich folf(x fo r)dr und
i f@)g@)de = e =3 £ 4 1 0

Zeigen Sie, dass

cos(a — b) + cos(a + b)

cos(a) cos(b) = 5

fir alle a,b € R. [4 Punkte|

Beweis. Unter Benutzung des Additionstheorems cos(z 4 y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
mit a = x und y = +b folgt

cos(a — b) 4 cos(a + b) = 2 cos(a) cos(b)
denn sin(—b) = —sin(b), cos(—b) = cos(b).
Alternativ: Wegen e + e~ = 2 cos(b) und
cos(a — b) + cos(a + b) = Re (ei(”_b) + e(a+b>) = Re (e(e™™ + €”)) = 2cos(b) Re (¢")
folgt die Aussage aus €™ = cos(a) + isin(a). O
Beweisen Sie, dass

2 1 ,n=m

_/0 cos(nx)cos(mx)der = Opy = { 0 ntm

™

fir alle m,n € N. [6 Punkte]

Beweis. Aus (b) folgt 2 cos(nz) cos(maz) = cos((n—m)z)+cos((n+m)x). Aus dem Haupsatz

folgt [ cos(ax)dz = Lsin(am) fir jedes a > 0 und somit

/07r cos((n+m)x)dx = ! sin((n+m)m) =0,

n+m

sowie

" T o, n=m
/0 cos((n—m)x)dx = { 0  nitm
wobei wir benutzt haben, dass sin(kr) = 0 fiir alle k € Z, cos(0) = 1 und [ dz =n. O

Sei nun f(x) :== ij:l a, cos(nzx) fir N € Nund ay,...,ay € R. Zeigen Sie, dass
2 ™
= —/ f(z)cos(mz)dx  Vme{l,...,N}.
T Jo

[4 Punkte; Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass fab SN fala)dr = N f: fo(z)dx
falls a < b und f1,..., fy integrierbare Funktionen auf [a, b] sind.]



Beweis. Aus der Linearitit des Integrals und (c) folgt

/f cos(mx dx—g p— /cos nx) cos(mz) dz =

wobei die letzte Gleichung direkt aus der Definition von d,,, folgt und aus der Tatsache,
dass genau ein Term in der Summe dem Fall n = m entspricht (denn 1 < m < N). [

mn—am

||M2

Sei nun g(x) := 32 b, cos(nx), fiir by, ..., by € R. Beweisen Sie, dass

2 / " f@)g(a)dr = > oty

wobei f die Funktion aus Teilaufgabe (d) ist. [4 Punkte]

Beweis. Aus der Linearitidt und Teilaufgabe (d) folgt

Alternativ: Aus Teilaufgabe (c) folgt

N N N
/ f(z)*dr = Z Z oy Gy — / cos(nzx) cos(mx) dx © Z an, Z o Opp, = Z a

n=1 m=1 n=1 m=1 n=1



Aufgabe 3. [20 Punkte|

Im Folgenden bezeichne (a,, ),y stets eine Folge reeller Zahlen. Sei B die Menge aller beschrank-
ten, reellen Folgen, d.h.

B = {(an)neN ’ 3C > 0 mit |a,| < C Vn € N} :

und N := {(an)nen| lim, . a, = 0} die Menge aller Nullfolgen. Weiter sei

L = {(an)nGN ‘ Z |an| < OO} , b= {(an)neN ‘ Z jan|* < OO} :
n=1 n=1

Begriinden Sie unter Verwendung der aus der Vorlesung bekannten Aussagen iiber konvergente
Folgen und Reihen:

(a)

N C B |2 Punkte]

Beweis. Da konvergente Folgen beschrinkt sind, sind dies insbesondere auch Nullfolgen,
d.h. aus (a,), € N folgt (a,), € B und damit N C B. O

N # B |2 Punkte|

Beweis. Die Mengen stimmen nicht iiberein, da es beschrankte Folgen gibt, die nicht gegen
0 konvergieren, z.B. alle konstanten Folgen, oder auch beschrankte Folgen ohne Grenzwert,
wie z.B. a, = (—=1)". O

[y C Nund l; C N [5 Punkte]

Beweis. Ist (a,), € 11, dann konvergiert die Reihe Y > | a, (absolut). Aus der Vorlesung

wissen wir, dass ein notwendiges Kriterium hierfiir ist, dass (a,), eine Nullfolge ist, also
Iy C N. Genauso ist (a?), eine Nullfolge, falls (a,), € l. Da /- stetig ist, folgt lim,, |a,| =
Vlim,, a2 =0, d.h. (a,), € N und deshalb auch I, C N. O

[y C B und Iy C B |2 Punkte]
Beweis. Die Aussagen folgen direkt aus (a) und (¢): l1,lo C N C B. O
I, C I, [5 Punkte; beachten Sie, dass im Allgemeinen 32 |an|? # (320, |an|)? ]

Beweis. Sei (an), € l;. Wir wollen zeigen, dass dann auch (ay,), € lo, d.h. dass > 7 | |a,|?
konvergiert. Wegen l; C B ist (a,), beschriankt, d.h. es gibt C' > 0 mit |a,| < C fur alle
n € N. Es folgt fiir N € N

N N N o0
Z |an|* = Z |anlan| < CZ |an| < Cz |an| < o0
n=1 n=1 n=1 n=1

Somit ist die Folge der Partialsummen (Zf:[:l |a,|*)n beschriankt und somit konvergent, da
monoton steigend (positive Summanden). Also (a,), € l» und insgesamt [; C lo. O

l1 # ly |4 Punkte]

Beweis. Als Beispiel dient a,, = =, denn Y | - existiert (wurde in der Vorlesung gezeigt),
aber > L divergiert (harmonische Reihe), d.h. (a,), € ls, aber (a,), & 1. O



Aufgabe 4. [20 Punkte|

Fir N € N sei fy : R — R die Funktion

i\f: p2k+1 _x_x_3+x_5_...ix2N+1_
pr 3 5 2N +1
(a) Zeigen Sie, dass
o) = Ly - E2

1+22 14+ a2

|5 Punkte; Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass " n_, u* = l’ff\;ﬂ fir uw # 1.

Beweis. Wir benutzen die Ableitungsregeln fiir endliche Summen, Produkte und Potenzen
und berechnen

N p2k+1 "N
- [Sengm] =St S
k=0 k=0
wobei u = —x? # 1. Dann folgt fi(z) = 1?_?1 = 0 — (_ﬁ)x]zﬂ aus der Formel fiir
endliche geometrische Reihen. O]
(b) Beweisen Sie, dass arctan’(x) = 177 [3 Punkte; Hierbei ist arctan’(z) die Ableitung der

Umkehrfunktion von tan z. Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass tan’(x) = 1 + tan(z)?,
und dass arctan(x) differenzierbar ist.|

Beweis. Es gilt x = tan(arctan(z)) und somit (Ableiten beider Seiten)
2’ = 1 = tan’(arctan(z))-arctan’(z) = (1+tan(arctan(z))?)-arctan’(z) = (1+2?)-arctan’(x).
Das gewiinschte Ergebnis folgt, da 1 4 2% # 0. O

(c) Zeigen Sie (unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung),
dass
ey

fn(z) — fn(0) = arctan x —/ dt

o 1+t
fir alle z > 0. [5 Punkte|

Beweis. Nach Hauptsatz gilt fiy(x) — fo fn(t) dt. Unter Verwendung von (a), (b),
Hauptsatz und Linearitat des Integrals erhalten wir

f(@) — Fl(0) = / " pit) i

_/ dt _/z (—2)"H! y
o 12y 142

x (—t2)N+1
— arct — arctan(0) — [ ~— 21—
arctan(x) — arctan(0) /0 e

dt.

Das gewiinschte Ergebnis folgt, da tan(0) = 0 und somit arctan(0) = 0. O



(d) Sei von nun an 0 < x < 1. Beweisen Sie, dass

T (_tQ)N—H 1 2(N+1) 1
—th < t dt = ——.
o 1+t ; 2N +3

Schlussfolgern Sie, dass

arctanz = lim fy(z).
N—o00

fir 0 < z < 1. [7 Punkte]

Beweis. Aus der Dreiecksungleichung fiir das Integral folgt

T (_2)N+1 | (_g2)N+1)
e | [ o] < [0
o 1+t 0 1+ ¢2
(—tZ)N+1 2(N+1) z
Nun gilt |2 77| = S5 < *), und somit I (z) < [ * VT dt. Aus der Gebietsaddi-

tivitét folgt [} 2NVFD dt = [ 2NVHD de [1NHD df, Da 2V > 0 gilt [ 2N D dt > 0
aufgrund der Monotonie des Integrals, und wir schliefen I(z) < fol 2N+ d¢. Das ist die
gewiinschte Ungleichung.

Da t2N+3

- (N+1
2N+3

Stammfunktion von 2 ) ist folgt aus dem Hauptsatz, dass

! 1 0
0 2N +3 2N +3’

was den ersten Teil der Aufgabe abschliefst. Fiir die Schlussfolgerung berechnen wir nun

| fn(@) — arctan(z)] 27 | £y (z) — i (0) — arctan(z)|

—

©

x (_tQ)N-i-l
arctan(z) — / ~————dt —arctanz
0

1+ 2
:B(_t2>N+].
=] ———dt
/0 1+t2

(d) 1
— 2N + 3|

Bei der letzten Abschétzung handelt es sich um eine Nullfolge, und daher folgt limy fy(z) =
arctan(x). O



