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Ubungen zur Analysis 1
fiir Informatiker und Statistiker

fiir Zwischen den Jahren

Zum Begriff ’Probeklausur’: Die Klausur wird sich inhaltlich (da noch nicht alle Themen in der Vor-
lesung behandelt wurden) und vom Umfang deutlich von diesem Aufgabenblatt unterscheiden. Genauer
gesagt, wird die Klausur aus weniger, sowie inhaltlich klar abgegrenzten Aufgaben bestehen, sodass sie
jeweils genau wissen, was zu zeigen ist und welche Voraussetzungen Sie annehmen dirfen.

Folgende Aufgaben entsprechen also qualitativ aber nicht quantitativ mdéglichen Fragestellungen in der
Klausur. Die Bearbeitung dieser Aufgaben soll Ihnen einerseits eine Orientierung dafiir geben, wie der
Schwierigkeitsgrad der Klausur einzuschdtzen ist. Andererseits ist es eine gute Mdglichkeit, die freie Zeit
zu nutzen, um den bisherigen Vorlesungsstoff zu wiederholen. Sie werden feststellen, dass vor Allem das
Verstindnis von grundlegenden Konzepten der Analysis, sowie geringfiigige Rechenfertigkeiten gefordert
sind. Sie dirfen dabei alle in der Vorlesung bewiesenen Aussagen verwenden, wenn Sie diese korrekt
zitieren. Alle anderen Behauptungen sind zu beweisen.

Losungsvorschlag
1. Seien A und B Aussagen. Entscheiden Sie mithilfe einer Wahrheitstafel ob die Aussage
(ﬁA = (B A ﬁB)) s A

eine Tautologie ist. [2 Punkte]

Bewes.
cwers A B|-A4 -B BA-B|-A= (BA ﬂB)>
0 0] 1 1 0 0
0 1|1 o 0 0
1 00 1 0 1
1 1]0 o0 0 1

Fin Vergleich der ersten und letzten Spalte zeigt, dass die angegebene Aussage immer wahr
ist. Es handelt sich also um eine Tautologie. O

2. Sei X eine Menge und A, B Teilmengen von X. Zeigen Sie:
ACB & AUuB=B & AnB=A

Kommmen Sie dabei mit drei Implikationen aus. [4 Punkte]

Beweis. Wir erinnern zunéchst daran, dass fiir beliebige Aussagen X,Y und Z, die Aussa-
gen X @Y e Zund (X =Y)AN (Y = 2)A(Z= X) dquivalent sind. Wir wenden diese
Beobachtung an, mit X = (ANB=A4),Y =(AUB=B)und Z = (A C B).
(ANB=A) = (AUB =B):DaA=AnNBgilt AUB = (AN B) U B. Offenbar gilt
ANB C B, und somit AUB = (AN B)UJB C BUB = B. Die Umkehrung B C AU B ist
offensichtlich. Folglich gilt AU B = B.



(AUB = B)= (AC B): Offenbar gilt A C AUB, und da AU B = B, gilt also A C B.

(AcC B)= (AN B = A). Offenbar gilt AN B C A. Sei umgekehrt x € A. Dann z € B (da
A C B) und somit z € AN B. Also A C AN B. Folglich gilt A= AN B. O

. Schreiben Sie die Menge P(P({0})) in aufzéhlender Notation (d.h. {...}). [2 Punkte]
Lisung. Wir haben P({0}) = {0, {0}} und somit

P(P({0})) = P({0, {0}}) = {0, {{0}}, {0}, {0, {0}} }. O

. Beweisen Sie: sup { 22 |n € N} = 8L [3 Punkte]

Beweis. Wir schreiben a, = 2 und s = sup{an|n € N} (wobei méglicherweise s = 00). Wir

4n
haben 2}1 gg 23 = a3 und somit 831 < s. Um den Beweis abzuschlieflen ist es hinreichend,
dass a, < ag fiir alle n € N.
. 4 . .
Offenbar gilt a1 = l < ag und ag = 4212 = 1 < ag. Es geniigt nun zu zeigen, dass (a,), ab

n = 3 monoton fallt d.h. dass an11 < ay, fir alle n > 3. Zunéchst haben wir

anr1  (n+1)*4" 1 n4 1\ 1 ” !
a,  4Artl pt 4 n 4 n)

Wenn n > 3 gilt 1 —|— < % und somit (1 + %)2 < % = 1@6 < 2. Folglich gilt

1 n\*
Qn+41 :<1+ <
an, 4 n

2—1
4_5

d.h. apy1 < ay, fir alle n < 3, d.h. (ap)nen ist (streng) monoton fallend ab n = 3. Wegen
a1, as < ag folgt also a, < ag fiir alle n € N. O

. Seien (ay)ken und (by)xken reelle Folgen und n € N. Zeigen Sie:
(a) Ypqanby < 3(X 5y af + > p_1b}) [3 Punkte; Tipp: Zweite binomische Formel]

Beweis. Zunéchst sei daran erinnert, dass fir € R die Ungleichung z? > O gilt. Ange-

wandt auf x = a; — by, erhalten wir ak — 2a,by + b2 > 0, und somit apby < (ak + b2)
Die zu zeigende Ungleichung folgt durch Summlerung iiber k£ von 1 bis n. O
(b) Nehmen wir an, dass ay, # 0 # by, fiir mindestens ein k € {1,...,n} und definieren
b
= %,5 10| vk < n, (%)

n 1/2
(Xk= af) (k=1 %)
dann gilt Y p_ai =1=>7_, B2. [2 Punkte]

Beweis. Wir schreiben A = (2221 ai)l/ ? . AuBerdem sei daran erinnert, dass fiir alle
r € R, |z|? = 2% Dann haben wir

yet-2 () - maet- R

Der Beweis fiir (8)) ist analog. O



(¢) Seien nun ap und By wie in (%) durch (ag)keny und (bg)ren fir k < n definiert, dann
folgt >7_, o < 1. [1 Punkt]

Beweis. Wir haben
S o 2 4 (St 3ot 2
k=1 k=1 k=1

denn die Ungleichung in (a) gilt fiir beliebige reelle Folgen (ax)ken, (bk)ren, also auch
fiir (ax)ken, (Br)ren: O

(141)=1.

N

(d) Wir schlieffen Y 5_; agbp < (D5, ai)l/Z(Zzzl bi)l/z. [2 Punkte]

Beweis. Wir schreiben A = (3°}_; a?) Y2 4nd B = (>, bz)lﬂ, d.h. |ag| = Aoy und
|bi,| = Bk, wobei aj, und [ wie in (%) definiert sind. Dann gilt

(c)
Zakbk < Z ]ak] |bk‘ = ZAakBBk = ABZak/Bk < AB = (Z ai) (Z b%)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
und das ist die zu zeigende Ungleichung. O

6. Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt

k=1 Pl k
[4 Punkte; Tipp: Induktion]
Beweis. Wir schreiben a, = 211 % und b, = Y n%rk und verwenden vollstdndige

Induktion um zu zeigen, dass a,, = b, fiir alle n € N. Es gilt a; = % — % = % = by.

Induktionsschritt (1. Variante)
Zunichst haben wir a,11 — ap = Tlﬂ - m AuBerdem gilt

n+1 1 P n+2 1
b= — — bEEF 7
i ;n—i—l—i-k lz_;n—i-l (x%)

1 1 1 1

. _ 1
und somit bn+1 —bn = ST * aTE T AR T T 3
an, dass a, = b,. Dann gilt a1 = an + (ant1 — an) = by + (bpt1 — b)) = bpt1.

= ap+1 — Gp. Nehmen wir nun

Induktionsschritt (2. Variante - zu Fuf3)
Wir setzen n + 1 fiir n in die linke Seite der Gleichung ein, d.h. wir berechnen a,4; mithilfe
der Induktionsannahme a,, = b,, fiir ein n € N.

2(n+1) _ 2 _ — -
. _ Z (_1)k 1 _ z":(_l)k 1 +(_1)2n+1 1+ (_1)2n+2 1
e — K =k o + 1 2+ 2
- -
:anlé'bn
B z”: N SR S ’"‘z*:l 11
C Znt+k ontntl 20+2  ntk 242
n+2

_Z 1 N 1 2 (*—*)b . 1 1 _ b
_k_Qn—i—k‘ n+1 2n+2 ntl n+1 n+1 ntl [
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7. Beweisen oder widerlegen Sie: Sind (an)nen und (by)nen Folgen mit Hiufungspunkten a und
b, dann ist a + b ein Hiufungspunkt der Folge (an+bp)nen- [3 Punkte]

Beweis. Falsch. Sei a,, = (—1)" und b,, = (—1)""!. Dann gelten ag, = 1 und by, 1 = 1, und
somit ist 1 Haufungspunkt von (ay), und (by),. Andererseits gilt a,, + b, = 0, und diese
Folge hat 2 nicht als Hiufungspunkt. O

8. Zeigen Sie: Ist die Folge (ap)nen konvergent, so ist (apy1—an)nen eine Nullfolge. Warum ist
die Umkehrung dieser Aussage im Allgemeinen falsch? [5 Punkte]

Beweis. Wir erinnern an den folgenden Grenzwertsatz: Sind (ap)nen und (b )nen konvergente
Folgen, mit lim,, a,, = a und lim, b, = b, dann ist die folge (bp, — an)nen konvergent, mit
Grenzwert b — a. Sei (ap)nen wie in der Aufgabe, und b,, := a,+1. Dann ist offenbar (b,)nen
konvergent, mit selbem Grenzwert wie (a,)nen. Aus dem Grenzwertsatz schlieflen wir

lim (b, — a,) = lim b, — lim a, = lim a, — hm an = 0.

Die Umkehrung ist falsch. Sei a,, = % und s, = > p_; an. Es wurde in der Vorlesung bewiesen,
dass s, nicht konvergent ist. Allerdings gilt s, 11 — s = a1 = 5 +1 — 0 (wobei der letzte
Schritt wiederum in der Vorlesung bewiesen wurde). O

9. Beweisen Sie, dass fiir € R mit || < 1 gilt lim,,,oc nz™ = 0, d.h. 2™ konvergiert schneller
gegen 0, als %
[5 Punkte; Tipp: Benutzen Sie den binomischen Satz, d.h. (z+y)" = Y_3_, (7)aFy"~* fiir
alle z,y € R und n € Ny, um (1+h)" > "(n D 42 fiir alle h > 0 und n > 2 zu zelgen}

Beweis. Nach dem binomischen Satz gilt (1+h)" = >7_, (1)h*F = (5)h% = n(nfl) h?, wenn
h >0 und n > 2. Im Fall = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir O<|x]<1 ist h := | —1>0. Fir
n > 2 folgt

n 2

0 < |nz"| =nlz|" = (1h)" < (=12

Da die rechte Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert, folgt nach dem Einschachtelungsprinzip

lim,, nx,, = 0. O]

10. (a) Sei ¢ € C und n € Ny. Zeigen Sie mithilfe von vollstéindiger Induktion [3 Punkte]

n+1

Zq - 1—g
k=0

Beweis. Offenbar gilt >)_, ¢" = 1 = 174

T=g» Was die Formel fiir n = 0 beweist. Nehmen

wir nun an, dass >.7_, ¢" =1 1q . " fiir ein n € N. Dann gilt
n+1 IA 1—
qu = Zq +q n+1 1_ _|_qn+1
k=0 k=0 4
1— qn+1 + q”+1(1 _ q) 1— qn—i-l 4 qn—i-l _ qn+2 1— qn+2
1—gq N 1—g¢q - 1—g
Das ist die zu zeigende Formel fiir n + 1. O



(b)

Folgern Sie fiir |g| < 1, dass > 70" = (1 — ¢)~!. [3 Punkte]

Beweis. Sei s, = > p_,¢". Dann gilt nach Teil (a), dass s, = ! anH = 1% — g t! 11q

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass lim,, ¢" = 0 fiir |¢| < 1. Somit gllt durch mehrfache
Anwendung der Grenzwertsétze, dass

1 1 1
lim s, = lim —q" a = 7 im = —.
n—00 n—oo \ 1 —¢q 1—g¢q 1—q 1—gn—ooo 1—g¢q

Bemerkung: Im letzen Schritt haben wir die Konvergenz konstanter Folgen und die
Grenzwertsitze verwendet, ohne diese im Detail zu zitieren. Das erscheint ihrer Wich-
tigkeit im Argument und der Position in der Aufgabe angemessen. Die Verwendung der
Grenzwertsdtze ohne es zu erwdhnen, wiirde allerdings zu Punktabzug fithren. In der
Klausur miissen Sie selbst entscheiden, ab welchem Punkt sie Sétze unvollstandig zitie-
ren. Ein vollstdndiges Zitat kann nie schaden. O

k
Berechnen Sie Y 72 (i) . [2 Punkte]

2431
Beweis. Wir setzen q = 2+3 Wir haben |¢|? = \Qf;ZIQ = % < 1 und somit |q| < 1.
Folglich konvergiert die Reihe nach (b) gegen — = ﬁé‘f’z 2;32 =1- 3z O

Definieren Sie den Begriff Cauchy-Folge. [1 Punkt]

Lésung. Eine Folge (a,)nen komplexer Zahlen heifit Cauchy-Folge, wenn es fiir alle € > 0
ein N € N gibt, so dass fiir alle m,n € N mit m,n > N, gilt |a,—an,| < €. O

Seien (by)nen, (¢n)nen konvergente Folgen reeller Zahlen, und (sy,)nen definiert durch

n
c
Sp = by, + Zk—’;
k=1

Zeigen Sie, dass (sp)nen konvergiert. [6 Punkte]

Beweis. Wir erinnern an die folgende Sétze aus der Vorlesung: (1) Eine Folge (an)nen ist
genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist. (2) Sind (an)nen und (by)nen
konvergente Folgen, so ist auch (an + bn)nen konvergent. (3) Konvergente Folgen sind
beschrinkt. (4) Die Reihe S.°° | 2 ist konvergent.

Nach Satz (2) ist es hinreichend zu zeigen, dass die Folge (s, )nen konvergent ist, wobei
= > 4—1 7, und nach Satz (1) ist es hinreichend zu zeigen, dass die Folge eine
Cauchy-Folge ist. Da die Folge (¢, )nen konvergent ist, ist sie nach Satz (3) insbesondere

beschrénkt, d.h. es gibt C' > 0, sodass |¢,| < C fiir alle n € N.

Wir zeigen, dass (s}, )nen eine Cauchy-Folge ist. Sei dafiir e > 0. Da > nl—Q konvergent
ist, ist diese Reihe eine Cauchy-Folge, d.h. es gibt ein IV, sodass fiir n > m > N,

n=1n

k2 5
k=m+1

Dann gilt fiir n > m > N, dass
n
Ck;
> @

k=m+1

n

2 & 1 e

k=m+1 k=m+1

|5 — sl =

Die Folge (s, )nen ist somit eine Cauchy-Folge und der Beweis ist abgeschlossen. (Im mit
A markierten Schritt haben wir die Dreiecksungleichung n—m mal angewandt.) O
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12.

13.

14.

15.

Berechnen Sie Y 1 kzlﬁﬁ)z [6 Punkte; Tipp: Was ist (Ab)y := by—bg_1 fiir by := ﬁ(’]
2 2 n
Lésung. Wegen by—by 1 = "ot = — b2k und Y3, (Ab)y = by — by folgt
“ 142k 1
=b—-b, = 1——==
Z k2(k + 1)2 0 (n+1)2
und darum 77, #j_lﬁz = lim,, oo (1 — ﬁ) =1. O

Zeigen Sie die Konvergenz von > 00, (—1)"*la,, wobei a, :==n~!y/n+ 1. [5 Punkte]

Beweis. (an)nen ist eine reelle Folge positiver Zahlen. Um das Leibniz-Kriterium anwenden
zu konnen, miissen wir zeigen, dass (a,)nen eine monoton fallende Nullfolge ist. Zunéchst

gilt
\/n+i \/
0< TP e Y
n n n

2
n
Da die Wurzelfunktion 1/ : (0,00) — R stetig ist, konvergiert die rechte Seite gegen 0. Nach
dem Einschachtelungsprinzip ist (an)nen also eine Nullfolge.

Monotonie — Variante 1: Es gilt

ant1 _\ ntHltg g _ (n+1+ 57 )n? < (n+1+1)n> | n?42n 1
an n+1 1 (n+1)2 (n—f—ﬁ) = (n+1)2n n2+42n+1

n+

3=

also an41 < ay fiir alle n € N, d.h. (a,)pen ist monoton fallend.

Monotonie — Variante 2: Es ist a, = n_1/2(1+#)1/2, wobei beide Faktoren monoton fal-
lend in n sind: Die Wurzelfunktion /- ist eine monoton steigende Funktion, also ist die
Folge (y/n)n monoton steigend, und damit (1/y/n), monoton fallend; Genauso ist (1+-5)y,

monoton fallend, und damit ((1+n—12)1/ 2),, monoton fallend (denn wegen der Monotonie der
Wurzelfunktion folgt aus ant1 < an, dass \/an+1 < \/an). ]

Bestimmen Sie den Konvergenzradius von y_p 1’“2‘*,;2 z¥. [3 Punkte; Hinweis: Sie diirfen ver-

wenden, dass lim,, ¢/n =1 = lim,, {/a fiir alle a > 0.]

Losung. Es gilt lim supy, {“/ k2 _ 1 5 limy 00 VE+2 = %, denn fiir alle £ > 2
1< VE+2 < Ve+k = V2Vk
und limy, ¥/2 = 1 = limy, ¥k. Nach der Formel von Hadamard gilt also R = 2. ]

Ist die Funktion f auf Q, definiert durch

0, z
f.@—)R,xr—){L MOV
stetig? Beweisen Sie Ihre Aussage. [4 Punkte]

Lisung. Da v/2 & Q, ist f auf ganz Q definiert. Die Funktion ist stetig: Sei e > 0. Fiir z € Q
sei 0y := Lﬂ Dann ist §, > 0 und fiir alle y € Q mit |z —y| < d,, gilt | f(z)— f(y)| =0 < &,
denn entweder sind z,y > v/2 oder x,y < /2. 0



16.

17.

18.

19.

20.

Sei f: D — R stetig in y € D mit f(y) # 0. Beweisen Sie, dass f dann sogar in einer
Umgebung von y ungleich null ist, d.h. es gibt § > 0, sodass f(x) # 0 fir alle x € D mit
|z —y| <. [5 Punkte]

Beweis. Setze € := |f(y)|. Da f stetig ist, gibt es § > 0, sodass |f(y) — f(z)| < € fiir alle
x € D mit |[x — y| < 0. Aus der Riickwérts-Dreiecksungleichung (||a|—|b|| < |a—b| fir alle
a,b € R) folgt

F W = 1f @) < |If@)=1f (@) < [f(y)—f(@)],
also | f(z)| = |f(y)| —|f(y) — f(z)]. Wegen |f(y)| = € gilt somit fiir alle z € D mit |z —y| < ¢

[f@)| = e—|f(y)—flz)] > 0,
d.h. insbesondere f(z) # 0 falls |x — y| < 4. O

Beweisen Sie: Ist f : R — R stetig, dann ist auch |f| : R — R, x — |f(z)| stetig. [2 Punkte]

Beweis. Der Betrag |- | ist (Lipschitz-)stetig, denn ||z|—|y|| < |z — y| fiir alle 2,y € R. Da
Verkniipfungen stetiger Funktionen stetig sind, folgt die Stetigkeit von |f| = |- |o f aus der
Stetigkeit von f. m

Ist ¢, := 272(1+4)" dann gibt es fiir jedes n € N ein z,, € [0, 27) mit ¢, = e, [2 Punkte]

Beweis. Es ist |c,| = (vV2)™"|[1 +i|® = 1, denn [144] = V12412 = /2. Fiir n € N ist die
Polardarstellung von ¢, somit ¢, = |¢,| €™ = e fiir ein z,, € [0, 27). O

Zeigen Sie, dass es x € [1,2] gibt, sodass die Gleichung 23 = 22 + z + 1 erfiillt ist. [4 Punkte]

Beweis. Schreiben wir h(z) := 23 — 22 — 2 — 1, dann lautet die Gleichung h(z) = 0, d.h.
wir miissen zeigen, dass h im Intervall [1,2] (mindestens) eine Nullstelle hat. Es ist h(1) =
1-1-1—-1=-2und h(2) =8—-4—-2—-1=1,dh. (1) <0 < h(2). Da h stetig ist
(Polynom), gibt es nach dem Zwischenwertsatz also ein x € [1,2] mit h(xz) = 0. O

Sei D C Rund f: D — R eine Funktion.

(a) Geben Sie eine zur Definition dquivalente Formulierung der Aussage f ist differenzierbar
in a € D mit Ableitung f'(a), unter der Benutzung von Differenzenquotienten. Wann
nennt man f differenzierbar? [2 Punkte]

Losung. f ist differenzierbar in @ € D, genau dann wenn es ein offenes Intervall I C D
gibt, sodass a € I und fiir alle Folgen (zy,)neny mit limy, oo z, = a und x,, € D sowie
Ty # a Yn € N die Folge der Differenzenquotienten (W)n N konvergiert, und
zwar gegen denselben Wert, unabhéngig von der Wahl von (Z:n)n Dieser Grenzwert wird

dann Ableitung von f an der Stelle a genannt, und mit f’(a) oder %(a) bezeichnet, d.h.

f’(a) — lim f(zn) — f(a) )

n—00 T —Qa

Eine Funktion wird differenzierbar genannt, wenn sie in allen Punkten aus ihrem Defi-
nitionsbereich, d.h. in allen a € D, differenzierbar ist.

Bemerkung: Man schreibt auch % fiir die Ableitungsfunktion f’, d.h. %(az) = fl(x),
und manchmal auch % f(z) == f'(z). AuBerdem gilt

Py = 1 IO IOy, S~ @

r—a Tr— a h—0 ’

7



21.

wobei die Schreibweise z—a gerade bedeutet: Ein Ausdruck A(x) konvergiert genau dann
fiir z—a, wenn die Folge (A(zy,))nen konvergiert, fiir alle Folgen (z,, ) pen mit lim, z, = a
und z,, # a Vn. Aquivalent kann man jede solche Folge schreiben als z,, = a + h,,, mit
einer Nullfolge (hy,), mit h, # 0 fiir alle n € N (ndmlich h,, := z,, — a). O

Zeigen Sie mithilfe von (a), dass die Funktion g : (0,00) — R,z + 1 differenzierbar ist
und finden Sie die Ableitung ¢’ (ohne die Quotientenregel, direkt mit (a)). [3 Punkte]

Lésung. Fiir alle x € (0,00) und h # 0 gilt

g(z+h) —g(z) 1 1 1\ _laz—(z+h) 1
h ~h\z+h 2z) h z(xz+h)  z(x+h)
Ist nun (hy)nen eine Nullfolge mit h,, # 0 fiir alle n € N, dann folgt
. g(z+hy) —g(x) . 1 1
1 = — 1 _— = — —
ns0o hn, ns0o x(x + hy) x?

d.h. insbesondere ist ¢ differenzierbar auf (0, c0), mit ¢’(x) = —;12 fir alle x € (0,00). O
Berechnen Sie die Ableitung von f : R — R, f(x) = sin(x)* — cos(z)*. [3 Punkte]

Lésung. Anstatt mit der Produktregel ((fg) = f'g + fg', wobei f,g differenzierbare
Funktionen sind) die Ableitung von sin(x)* = sin(x)?sin(x)? (und dasselbe fiir cos(z))
auszurechnen, benutzen wir die dritte binomische Formel, um zu schreiben

flx) = (sim(:c)2 + cos(x)2)(sin(x)2 — cos(:c)Z) = sin(az)2 — cos(x)2,
denn sin(x)? + cos(x)? = 1. Wegen sin’(x) = cos(z) und cos’(z) = — sin(x) folgt mit der
Produktregel
f'(x) = sin'(x)sin(z) + sin(z) sin’(x) — cos’(z) cos(z) — cos(z) cos’ ()
= 2sin’(x) sin(z) — 2 cos’(x) cos(z) = 4sin(z) cos(z) O

Zeigen Sie fiir x € R und n € N

n
d [(1—g"t!
— kE _
[4 Punkte; Bemerkung: Man schreibt %f(m) := f'(z) firr die Ableitung von f an der
Stelle x.]
Beweis. Es ist
n n d
— k—1 _ —
sn—kax —a:z@ x—Zx
k=0 k=0
wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass im Allgememen gilt
d n n
23 ) = 3 ghia)
k=0 k=0

wobei go, ..., gy, differenzierbare Funktionen sind. Dies folgt per Induktion aus der ein-
fachen Identitit (f + g) = f' + ¢/, falls f, g differenzierbar. Mit der geometrischen
Summenformel (vgl. Aufgabe 10)

1 — "+l
ZZC 1-z

folgt die Aussage s, == di ! lx " fiir alle n € N. O

xz




(b) Zeigen Sie
2014

x
kot < ——
2
im Fall 0 <z < 1. [5 Punkte; Tipp: Benutzen Sie Aufgabe@um lim;, o0 Sp, zu berechnen.]

Beweis. Sei nun 0 < z < 1. Nach der Quotientenregel gilt

d1—a""  —(n+D)2"(1—2) - (1-2"")(=1)  1-2" —na" +na"t!

dr 1—2 (1—x)? N (1—x)?

Wegen lim,, 2" = 0 (da 0<z<1), Aufgabe [9] und Teil (a) folgt

> X
E kz* = lim s, = —
P n—00 (1 — x)

Nun ist kz* > 0 fiir alle k € N, also ist die Folge (>_}_, kz*),, streng monoton wachsend,
und daher gilt fiir alle N € N

M) =

kot < z:k:azk:L
— 2
P P (1-2)

insbesondere im Fall N = 2014. O



