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Aufgabe 8.1 [8 Punkte]

(a) Fiirallen € Nseia, = Wir wissen bereits, dass Y - | a,, konvergiert (6.4(iit)).

n(n+1)

Berechnen Sie limsup,, ., {/|a,|, sowie limsup,,_,, [*]. Ist das Wurzel- oder das
Quotientenkriterium anwendbar, um iiber die Konvergenz von Y, a, zu entschei-
den? [3 Punkte]

(b) Sei die Folge (ay,)nen definiert durch
0 = { 27" falls n gerade

227" falls n ungerade

Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe Y7 @, mit dem Wurzel-, Quotienten-
und dem Majorantenkriterium. [3 Punkte]

(¢) Zeigen Sie, dass y -, 3Z4+Zt§3 absolut konvergiert. [2 Punkte]

Aufgabe 8.2 [Raabekriterium; 8 Punkte]

(a) In dieser Aufgabe beweisen wir folgende Verfeinerung des Quotientenkriteriums: Ist
(an)nen eine Folge, sodass ng € N und 5 > 1 existieren, mit
s

<1l-—-— Vn = ng (%)
n

An+1

Qn

so ist die Reihe Y °7 | a, absolut konvergent.

n=1

Bemerkung: Man sagt, dass eine Aussage A(n) fast immer gilt, falls sie nur fiir endlich
viele n € N falsch ist, d.h. falls ein ny € N existiert, sodass A(n) fir alle n > ng gilt.

(1) Setzen Sie oy, := |a,| und zeigen Sie unter der Annahme von (x), dass fast immer
gilt: (B—1)a,, < (n—1)a,—nay 1 [1 Punkt]

(1) Folgern Sie, dass die Folge (nay41)nen ab einem bestimmten ny € N monoton
fallt. [1 Punkt]

(#i1) Folgern Sie, dass die Reihe Y > ((n—1)a, — na,41) konvergiert. [2 Punkte]

(iv) Schlieflen Sie den Beweis ab, indem Sie die absolute Konvergenz von > a,
folgern. [1 Punkt]
(b) Sei o > 1. Zeigen Sie die Konvergenz der Reihe Y > m
[3 Punkte; Tipp: Wihlen Sie ng > (a+1)?/(a—1) und zeigen Sie, dass dann fiir alle

n = ng die Ungleichung 1+ < 1-%H gilt ]




Aufgabe 8.3 [Leibnizkriterium; 8 Punkte]

(a) Untersuchen Sie > -, % auf Konvergenz und absolute Konvergenz. [2 Punkte]

(b) Beweisen oder widerlegen Sie: Ist (bg)gen beschrinkt und ».°  ax konvergent, so
konvergiert auch >~ | aby. [2 Punkte]

(c¢) Sei a, > 0 fiir alle n € N, sodass ng,n; € N existieren mit a, é% Vn > ng sowie

L L1 Vn > ny. Zeigen Sie, dass Soo2(—=1)*ay, konvergiert. [2 Punkte

(d) Fiir k € N sei a; = (k+1)~! falls k gerade, und a, = (k+1)~? falls k£ ungerade ist.
Priifen Sie die alternierende Reihe Y~ (—1)*a), auf Konvergenz. [2 Punkte]

Aufgabe 8.4 [Kondensationskriterium, 8 Punkte]

(a) Sei (an)nen eine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass fiir
alle k € N

2k+1
Qka2k+1 < Z a, < 2ka2k.
n=2k+1
Schlussfolgern Sie, dass >~ | a, genau dann konvergiert, wenn >~ 2"asn konver-
giert. [2 Punkte; Diese Aussage ist auch als Kondensationskriterium bekannt.]

(b) Fiir x € R mit & > 1 schreiben wir fiir alle y € R

l(y) = sup ({n € Njz" <y} U{1}).

Zeigen Sie, dass dieses Supremum existiert. Welche der folgenden Reihen konvergieren,
welche divergieren? Beweisen Sie ihre Aussage.

(1) X0t vnm (@) X0l v ()™ Dt TG

[6 Punkte; Tipps: Fiir (ii), zeigen Sie, dass 13(2") > [4(2") > n/2 — 1. Fir (i),
wenden Sie das Kondensationskriterium zweimal an.]

(") Aufgaben, die mit einem Ausrufezeichen versehen wurden, beinhalten ein sehr wichtiges
Konzept, welches unbedingt verstanden werden sollte.

Unmarkierte Aufgaben sind nicht weniger wichtig, sondern beruhen meist auf direkteren
Methoden, die nicht typisch fir die jeweilige Aufgabe sind, sondern hdufiger auftreten.

* Aufgaben, die mit einem Stern versehen wurden, sollten erst bearbeitet werden, wenn
der Rest des Blattes gelost wurde.

Werfen Sie Ihre (in Zweier- oder Dreiergruppen erstellte) Lisung bis spitestens 18 Uhr
am Dienstag, den 10.12.2013, in den gekennzeichneten Ubungskasten im ersten Stock
nahe der Bibliothek.

Weitere Informationen finden Sie unter http://www.math.lmu.de/ gottwald /13anallS/
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