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Aufgabe 11.1 [Regel von L’Hospital, 8 Punkte]

()

Es seien f, g :]a,b] — R differenzierbare Funktionen, miff|lim, ,,- | f(z)| = oo, sowie
lim, ;- |g(x)| = oco. Wir nehmen an, dass die Grenzwerte L = lim,_,,- f(z)/g(x) und
L' =lim, - f'(x)/¢'(x) existieren, und L, L € R\ {0}. Sei weiterhin f'(z) # 0 fiir
alle x € |a,b|. Zeigen Sie, dass L = L.

[5 Punkte; Tipp: Schreiben Sie fi(z) = 1/f(z), ¢1(x) = 1/g(z) fir = € ]a,b[, und
definieren Sie f1(b) = 0 = g1(b). Zeigen Sie, dass Satz 4.19 auf lim, ,,- g1(z)/ f1(x)
angewandt werden kann. Schlussfolgern Sie, dass L = L?/L'.]

Beweis. Wir schreiben fi(x) = 1/f(z), ¢g1(x) = 1/g(x) und definieren f,(b) = 0 =
g1(b). Da lim, ;- |f(x)] = oo ist fi : ]a,b] — R stetig. Selbiges fiir g;.

Da lim, ;- |f(z)| = oo konnen wir ohne Verlust der Allgemeinheit annehmen, dass
f(z) # 0 fir alle x € |a, b| (es existiert a < ¢ < b so dass fir x > ¢, [f(x)| > 1, und
wir konnen einfach a durch c ersetzen). Selbiges fiir g.

Wir haben f](z) = }{;()ﬁ) Da f(x) # 0 ist f; also differenzierbar. Selbiges fiir g;. Da

f'(x) # 0 (per Annahme) ist f](z) # 0. Nun verwenden wir Satz 4.19. Wir haben

L = lim @) = lim 9(2)
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nach den Grenzwertsidtzen (wir haben L’ # 0 per Annahme). Folglich ist Satz 4.19

anwendbar und liefert L = f:—? und somit L' = L (da L # 0 per Annahme). O

Es seien f, g : |a,00] — R differenzierbare Funktionen, mit lim, ., f(z) = 0, sowie
lim, o g(x) = 0. Wir nehmen an, dass lim, # existiert, und ¢'(x) # 0 fiir alle

(z)
x. Zeigen Sie, dass

lim @ = lim )

z=o0 g(z)  woo g/()

[3 Punkte; Tipp: Satz 4.19 angewandt auf fi(z) = f(1/x), und g1(z) = g(1/x).]

IMan schreibt & — b~, fiir z — b unter der Bedingung = < b. Analog z — b*, wenn = — b mit = > b.



Beweis. Wir nehmen ohne Verlust der Allgemeinheit an, dass a > 1. Wir schreiben
fi(z) = f(1/x), g1(x) = g(1/x). Dann sind fi, ¢; : ]0,b[ — R differenzierbar nach der
Kettenregel, wobei b = L. Wir definieren f1(0) = 0 = ¢,(0), die Funktionen bleiben
so stetig.

Es gilt f{(z) = =f /:S/ 2) yund analog fiir ¢g;. Folglich haben wir
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wobei wir im Letzen Schritt (*) benutzt haben, dass fir (z,) € ]0,b[, lim, z,, = 0 &
lim, 1/x, = oc.

Satz 4.19 liefert nun

lim J@) @ lim L) = lim J'@)
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Bemerkung 1: Die Annahmen in Aufgabe (a) sind sehr stark und koénnen deutlich ab-
geschwicht werden. Folgende Formulierung findet sich z.B. in Rudin, Satz 5.13: Seien
fyg:]a, b = R differenzierbar, mit lim,_,- f'(x)/¢'(x) = A € RU {£o0}. Sei weiterhin
lim, - |g(z)| = co. Dann gilt lim,_,,- f(z)/g(x) = A. Insbesondere impliziert also wie
in Satz 4.19 die Existenz von lim, .,- f'(x)/¢ (x) die Existenz von lim, .,- f(z)/g(z).

Bemerkung 2: Zusammen mit der Vorlesung, haben wir nun die Félle 2 fir z — a®t, sowie
% fiir z — b* und  — oo gezeigt. Die Regel von L’Hospital gilt aber auch im Fall > fiir
x — o0. Sie diirfen im Folgenden den Satz auf jede dieser vier Moglichkeiten anwenden.

Aufgabe 11.2 [8 Punkte]

(i) Sei ¢ € N. Zeigen Sie mithilfe von Induktion und der Regel von L’Hospital, dass

Beweis. [2 Punkte] Wir verwenden Induktion auf ¢. Fiir ¢ = 0 und =z > 0 gilt
exp(z) = >, L > z und somit lim,_ ﬁ = 0.
Sei nun ¢ > 1. Dann gilt lim, . 2?7 = oo = lim,_ o exp(x). Daher folgt aus
L’Hospitals Regel, dass

! gt

lim ——— = lim 2= 4
2500 exp(z) | 200 expl(z)

]

(ii) Seienn € Nund ag,ay,...,a, € R. Sei f(z) = >_,_, axz”. Zeigen Sie, dass fiir a € R

[2 Punkte; Tipp: Was ist f*+D(z)7]



Beweis. Sei g,(z) = z". Ein einfaches Induktionsargument zeigt, dass fiir & > n,
g®(z) = 0 fiir alle z. Insbesondere ist g, beliebig oft differenzierbar. Nach der
Summenregel ist also f beliebig oft differenzierbar, mit £V (z) = 0 fiir alle z. Die
Behauptung folgt nun direkt aus dem Satz von Taylor (4.22). H

(iii) Seien f,g : R — R differenzierbare Funktionen, mit f'(z) = g(x), ¢'(x) = —f(x),
f(0) =0 und g(0) = 1. Zeigen Sie, dass

f(z) = ,;(_ iy =)
g(x) = M<_1>k jgk), (= cos)

[4 Punkte; Tipp: Wenden Sie den Satz von Taylor an und verwenden Sie den Extrem-
wertsatz (3.13) um zu zeigen, dass das Restglied fiir n — oo gegen 0 konvergiert. |

Beweis. Offenbar sind f, g beliebig oft differenzierbar. Wir betrachten ein Intervall
|—a,a[. Aus dem Satz von Taylor (4.22) folgt, dass fiir € |—a, af

N k)
x) = Z / (O)xk + Ry(x),
k=0

wobel
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fir ein € € [—a, a] (tatsdchlich £ zwischen x und 0).

Aus f' = g,9' = —f und f(0) =0, g(0) = 1 folgt, dass f*)(0) = 0 und f**+1(0) =
(—1)*. Ich behaupte, dass lim,,_, R,(z) = 0. Wenn so, dann gilt

RN(x) =

' ' N f(k)(o) o0 2k+1
fla) = Jim f(r) = Jim 1> = :Z% 2k + 1)U
Sei C' > 0 so, dass fiir z € [—a,al, |f( )] < C und |g(z)] < C (Extremwertsatz).
Dann gilt |R,(z)] < H),x"“ “ 57 (da fOFY = £f oder f"1) = 4+g). Aber
lim,, o0 (nf: =0 (z. B da exp(a) konverg1ert).

Folglich gilt f(x) = sinz fiir alle € |—a,a[. Da a beliebig war, gilt es fiir alle
z € R. Ein analoges Argument funktioniert fiir g(x). O

Aufgabe 11.3 [8 Punkte] Sei f:R — R definiert durch

\/502 1+14+2
\/:L‘2 1+1—2x

fur alle z € R. [4 Punkte]

fx) =

(a) Zeigen Sie: f'(z) = ﬁ



Beweis. Da In'(z) = % erhalten wir durch Benutzung der Ketten-, Quotienten- und
Produktregel,
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fiir alle x € R. [

(b) Geben Sie explizit ein Polynom p dritten Grades an, sodass p*)(0) = f*)(0) fiir alle
k =0,...,3. [4 Punkte; Hinweis: Mit explizit ist gemeint, dass Sie einen Ausdruck
fiir p finden sollen, in dem nirgends f oder eine ihrer Ableitungen vorkommt.]

Lésung. Aus (a) folgt fiir die zweiten und dritten Ableitungen
d 1 x
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Wir haben also f(0) = Inl = 0, f'(0) = 1, f/(0) = 0, sowie f”(0) = —1. Wie
man leicht nachpriift, entspricht das Taylor-Polynom vom Grad N € N von f im
Punkt x, ]kV:() ! (kL(!zO) (z—x0)", (per Konstruktion) genau dem Polynom N-ten Gra-
des, dessen erste N Ableitungen an der Stelle xy mit denen von f (an der Stelle xg)

ibereinstimmen. Das gesuchte Polynom (hier im Fall zy = 0, N = 3) ist somit

p() = FO) + PO + 57" 00a + 2f"(0) =~ =

Aufgabe 11.4 [Allgemeineres Taylor-Restglied; 8 Punkte] Seien n € N, a,b € R mit
a < bund f : (a,b) — R eine (n+1)-mal differenzierbare Funktion, sodass fiir jedes
k =0,...,n die Grenzwerte lim, .+ f*(z) und lim,_,- f® (z) existieren. Nach Satz
4.22 (Taylor-Formel) kénnen wir fiir x, zg € [a, b] schreiben

") (2
f(z) = ka—(!)(x—xo)k+3n+1(x,xo).

Bemerkung: Man nennt diese Darstellung auch Taylor-Entwicklung von f im Punkt xg.
Der Term R, 11(z,xq), der im Allgemeinen als Taylor-Restglied bezeichnet wird, hat meh-
rere Darstellungen, z.B. die aus der Vorlesung bekannte Lagrange-Darstellung. Weitere



Darstellungen erhélt man durch Wahl des Parameters p in Gleichung (%) unten (im Fall
p = 1 spricht man von der Cauchy-Darstellung).

Zeigen Sie: Fiir jedes p € N gibt es ein £ € [a,b] zwischen x und xo, sodass gilt

Roi(z,30) = m(l’—f)"ﬂé (x_x())p (%)

n! x—E€

[ Tipp: Welcher Wert fiir p liefert die Lagrange-Darstellung? Benutzen Sie dieses Wissen
um den Beweis der Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied aus der Vorlesung entsprechend
anzupassen (genauer: die Wahl der Hilfsfunktion h).]

Beweis. Fiir p = n+1 lautet (%)

(n+1
Roii(x,z0) = ](CRT%? (z—x0)"

was genau der Form des Restglieds in Satz 4.22 enspricht (Lagrange-Darstellung). Der
Beweis fiir allgemeines p € N ist analog zur Vorlesung (siehe Skript Seite 110), wobei
statt h(t) = (z—t)" ™! die Hilfsfunktion h(t) = (x—t)? gewihlt wird (fiir festes x € [a, b]).
Das Resultat folgt dann aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz unter Beriicksichtigung
von h(z) =0, und I/(t) = —p (z—t)P~* (vgl. Skript). O



