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Lineare Algebra und Analytische Geometrie 11

2. Mai 2000

1 Determinanten

TAKAKAZU SEKI Kowa * Fujioka, Kozuke (Japan) Mérz 1642, 1 Edo (heute: Tokio) 24. 10.
1708, fithrt in einer Schrift von 1683 determinantenidhnliche Ausdriicke ein (in derselben Schrift
behandelt er auch magische Quadrate)

GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ, * Leipzig 21.6./1.7.1646, { Hannover 14.11.1716, erwéihnt
determinantendhnliche Ausdriicke in einem Brief an den Marquis de ’'Hospital vom 28.4.1693
GABRIEL CRAMER, * Genf 31.7.1704, { Bagnols-sur-Ceze 4.1.1752 (dort zur Erholung von den
Folgen eines Verkehrsunfalls): Introduction a l'analyse de lignes courbes algebriques 1750
CARL FRIEDRICH GAUSS: Disquisitiones arithmeticae 1801

Vorbereitung: Das Signum einer Permutation

Wiederholung. Eine Permutation ist eine Bijektion einer Menge auf sich, das heifit, eine
bijektive Abbildung, deren Quelle und Ziel iibereinstimmen. Ist A eine feste Menge, so
bezeichnet man die Permutationen 7 : A — A als Permutationen von A; wir bezeichnen
mit Aut(A) die Menge aller Permutationen auf A.

Eine spezielle Permutation von A ist die Identitat von A
idA:A— Aa— a;

die zu einer Permutation von A inverse Abbildung ist wieder eine Permutation von A,
ebenso ist die Verkettung von zwei Permutationen von A wieder eine Permutation von A.
Damit bilden die Permutationen von A mit der Verkettung als Verkniipfung eine Gruppe
(Aut(A), o).

Istn € Nund A = {j |7 € NAL1 < j < n},sosprechen wir von der symmetrischen Gruppe
von n Elementen, Bezeichnung: &,,. Die Gruppe &,, hat n! Elemente. Schreibweise fiir

Permutationen w € &,,:
_ 1 2 o n
=\ r) 72 ... w(n)

Beispiel fiir die Berechnung einer Verkettung:

1 2 3 4 o 1234\ (1234
2 31 4 342 1) \14 32
Manchmal ist es sinnvoll, Permutationen in der anderen Reihenfolge zu multiplizieren;

in diesem Fall schreibt die DIN-Norm 5473 (Zeichen und Begriffe der Mengenlehre) das
Symbol ® als Verkniipfungszeichen vor:

1 2 3 14 o 1234\ (1234 . 1 2 3 4
3 4 21 23 14) \(2314 3 4 21
Definition. Eine Permutation heifit Transposition, wenn sie zwei Elemente miteinander ver-
tauscht und alle {ibrigen festlaf3t.
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Regel. Eine Transposition ist zu sich selbst invers, das heif3t, ist 7 eine Transposition auf A,
so gilt:
T =T
und damit
=107 =1idA.

Lemma. Jede nichtidentische Permutation in &,, besitzt eine Zerlequng in ein Produkt von
hochstens n — 1 Transpositionen.
Beweis durch Induktion nach n. Der Induktionsanfang bei n = 1 ist trivial, da &; keine
nichtidentische Permutation enthélt. Zum Induktionsschlufl betrachten wir 7 € &,,,; und
definieren zunéchst 7 € &,,.1 durch

7t n+1), firj=n+1,
T(j)=¢ n+1, fir j =7 '(n+1),
7 sonst.

7 ist entweder die Identitdt oder eine Transposition und bringt das richtige Element an
den (n 4 1)-sten Platz. Nur definieren wir p = 7w o 7 und bemerken

pln+1)=mor(n+1)=n+1;

damit kénnen wir p als Permutation von n Elementen auffassen. Wir definieren p' € G,
durch

(7)) =p(y) fir alle j € {1,...,n}.
Nach Induktionsvoraussetzung ist p’ ein Produkt von hochstens n — 1 Transpositionen,

;o /
p =7T,0...0T

mit m < n — 1, wobei jedes 77 € &,, und zwar eine Transposition ist. Die 7/ lassen sich
nun umgekehrt als Elemente von &,,,; auffassen; wir setzen fir i € {1,... k}

N T, furjed{l,...,n},
Tl(ﬁ_{ n+1, firj=n+1.
Dann ist offensichtlich
P=TmO...0T]

also
MT=MTOTOT=pPOT=T,O...0oTy07. O

Diese Produktzerlegung ist nicht eindeutig bestimmt, aber es wird sich zeigen, dafi die
Anzahl der Faktoren entweder immer gerade oder immer ungerade ist.

Bezeichnung. Fiir n € N setzen wir

Jo={(,k)|(i,k) e N A1 <i<k<n}.

Definitionen. Es sei m € G,,.
1. Ein Paar (i, k) € J,, heifit Fehlstand oder Verstellung von 7, wenn 7(i) > w(k) ist.
2. Das Signum von 7 ist die Zahl

signm =[] sign(r(k)—7(i)) = (-1)7 =
(3,k)ETIn
. { +1, falls die Anzahl der Fehlstdnde von 7 gerade ist,

—1, falls die Anzahl der Fehlstéinde von 7 ungerade ist,

wobei f die Anzahl der Fehlstdnde von 7 bezeichnet.
3. 7 ist eine gerade Permutation, falls sign m = 1 ist, sonst eine ungerade Permutation.
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Beispiel. Die Transposition 7 € &,, vertausche jy und j;i, jo < 7;. Die Fehlstinde sind die
Paare (jo, k) € J, mit jo < k < j; und die Paare (i, j;) € J, mit jo < i < jy; dabei tritt
das Paar (jo, 71) zweimal auf. Damit ist die Anzahl der Fehlsténde 2 - (j; — jo) — 1, also
ungerade, das heift, sign 7 = —1.

Lemma. Fir alle m € &,, gilt:

oy k) —w(i)

Sign m™ = H ﬁ .
i<k
Beweis. Das Produkt auf der rechten Seite der Gleichung lauft iiber die Menge J,, als
Indexmenge. Wir setzen z(; 1) = m(k) — 7(i), ng ey = k — i und b py = 2¢.k) /N k) fiir alle
(i,k) € J. Dann ist

sign ™ = H bk
i<k

zu zeigen. Fiir einen Index (i, k) hat der Bruch b ) genau dann einen negativen Wert,
wenn (i,k) ein Fehlstand von 7 ist. Also ist das Produkt genau dann negativ, wenn
die Anzahl der Fehlstdnde von 7 ungerade ist. Damit hat das Produkt jedenfalls das
behauptete Vorzeichen. Es bleibt zu zeigen, dafl der Absolutbetrag gleich 1 ist. Dazu
bemerken wir zunéchst, daf§ die Abbildung f : J, — J,,

AN (771(i), 77 1(k)), falls 771(i) < 7 '(k),
(i k) { (- L(k), 7-1(3)), falls 7-1(3) > 7 (k)

bijektiv ist, denn die Zuordnung

AN (m(i), m(k)), falls (i) < m(k),
(i k) { (x(k), (), falls 7(i) > m(k)

liefert eine Umkehrabbildung. Damit kénnen wir in dem zur Diskussion stehenden Pro-
dukt die Zahler umsortieren und erhalten

H bii ) = H e,

n .
i<k ik (k)

Fiir jeden auf der rechten Seite auftretenden Bruch gilt nun

, ‘ -1 I
210 Zram| _ (@ (R) —7(xn (@) _

n(i,k) k—1 k—1

Satz. Das Signum ist ein Homomorphismus &,, — ({1,—1},-).
Beweis. Wir berechnen fiir 7, p € G,, zunéchst:

Hﬂ@p(kﬁ)—?op(i)

sign mop = | - =
_ qyroepk) —mop(i) p(k)—p() _
B 11 p(k) — p(3) k—i
_ qpreptk) —mop(i) . oo
T ke O

Es bleibt also
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zu zeigen. Dazu berechnen wir weiter

mo p(k) —mo p(i)
[l p(k) = p(i)

1<k

L [p meAR—mes)  pp mesth)—me s

o p(k) — p(i) - p(k) — p(i)
p(@)<p(k) p(i)>p(k)
B mop(k) —mop(t) ﬂop(k)—ﬂop(i):
- U s I w0
p(i)<p(k) p(i)<p(k)
7o p(k) —mo p(i)
p(ig(k) p(k) = p(i)

5. Mai 2000

Folgerungen. 1. sign (7~ !) =sign 7
2. Ist  Produkt von k Transpositionen, so ist sign ™ = (—1)*.
Beweis. 1. Wir berechnen

sign (77') = sign(nx!) -sign(r ' ow) =

= (sign(n'))?-sign 7 = sign 7.
2. trivial. O

Definition. Kern(sign)= 2, heifit alternierende Gruppe von n Elementen, besteht aus den
n!/2 geraden Permutationen.

Lemma. Fliir jede Transposition T € &,, gilt:
S, = A, UA,7 =, UTA, .

Beweis. Aus dem vorigen Satz folgt, dal die Mengen 21,7 = {n7 |77 € S, Am € 2, } und
U, = {rm |t € &, Aw € 2, } nur ungerade Permutationen enthalten, wihrend 2,, nur
aus geraden Permutationen besteht. Also sind die angegebenen Vereinigungen disjunkt.

Es bleibt zu zeigen, daf§ jedes 7 € &,, \ &, in 2,7 und 72, liegt. Fiir ein solches 7 gilt
nun aber wieder nach dem vorigen Satz n7, 7w € ,,, also

m=mo(rtor)=(moT)oT €AWyt

und
m=(tor)omr=71o(rom) €rN,. O
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Existenz und Eindeutigkeit der Determinante

KARL WEIERSTRASS, * Ostenfelde (Westfalen) 31.10.1815, 1 Berlin 19.2.1897

Motivation. Volumen fiir Parallelogramme, -epipede, -otope.

Begriindung fiir das Vorzeichen

Definition. Eine Abbildung det : K™" — K heifit Determinante, falls gilt:

1. det ist linear in jeder Zeile ;

2. det ist alternierend, das heifit die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Zeilen

verschwindet;

3. det ist normiert, das heif3t, es gilt det F,, = 1.

Eigenschaften. Ist det eine Determinante, so gilt fir

3]
a2
A= (aij) = A
Qp,
und B € K™™:
4. det(A- A) = \"-det A fiir alle A € K.
Beweis.
)\al
)\CLQ
AA = (/\Oéij) = )\al y
Aay,
also
)\a1 aq
)\CLQ /\CLQ
B : B : 2
det(AA) = det VR Adet v ) = A*det
Aay, Ay,
ay a1
a9 a2
— o= Ndet| © |)=---=A"det]|
a; a;
Aay, an,

5. a; =0 fiiremmiec{l,...,n} = det A=0;

a1
a2

)\CLZ'

Aay,
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Beweis.
a1 ai ai
a9 a9 (45}
= = : et . e D
4 0 0-0 0 0 0
Ap, ap, Qp,

6. Entsteht B € K™" aus A € K™" durch eine Zeilenvertauschung, so gilt:
det B= —det A.
Beweis. Es sei
(io, ko) € J = {(i, k)| (i, k) e N’ A1 <i<k<n}.

B entstehe aus A durch Vertauschung der ig-ten und der ko-ten Zeile. Dann gilt:

a1 a1 a1
iy + Qi Q4 Ak,
0 = det : = det : + det : =
iy + Qg iy + Qg @iy + Al
aq ay ay ay
A;, A;, A, A,
= det : +det : +det : +det : = 0+det A+det B+0. O
Qs Qg s Ak

7. Entsteht B € K™ aus A € K™" durch die Addition eines Vielfachen einer Zeile zu
einer anderen Zeile, so gilt:

det B=detA.

Beweis. Es seien (ig, ko) € {1,...,n} mit ig # ko und A € K. B entstehe aus A durch
Addition des A-fachen der ko-ten Zeile zur ig-ten Zeile. Dann gilt:

aq aq aq
iy + )\(lko Qjy ko
det B = det : = det : + Adet : =det A+0. O
Ak Qo Qo
G, Qp, an

8. beim Ausrdumen einer Matriz mittels elementarer Zeilenumformungen (Transfor-
mieren auf Zeilenstufenform) dndert sich das Verschwinden oder Nichtverschwinden
einer Determinante nicht.

Beweis. Folgende Zeilenumformungen kommen vor:
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10.

11.

(a) Vertauschung von zwei Zeilen; dies dndert das Vorzeichen, aber nicht das Ver-
schwinden.

(b) Multiplikation einer Zeile mit einem von Null verschiedenen Skalar; die Deter-
minante dndert wegen der Homogenitét in dieser Zeile um denselben Skalar und
wegen der Nullteilerfreiheit von K dndert dieser Proze das Verschwinden nicht.

(c) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile; dies dndert die
Determinante nicht. O

det(er)) = sign 7 fiir alle 7 € &,,.

Beweis. Jede Permutation ist eine Hintereinanderausfiihrung von Transpositionen.
Jede einzelne Transposition bewirkt eine Zeilenvertauschung und damit einen Vorzei-
chenwechsel. Die Anzahl der verwendeten Transpositionen ist gerade oder ungerade,
je nachdem, ob die sign 7 positiv oder negativ ist. O

A (obere oder untere) Dreiecksmatriz = det A = [];_, cv;. Beweis. Fall 1: Es gebe g
mit o, = 0. Dann 188t sich A durch elementare Zeilenumformungen, die den Betrag
der Determinante nicht #ndern, in eine Matrix A = (G;) mit a, = 0 tberfiihren.
Damit gilt:

|det A| = [det A| =0,

also

n
detA:O:aioio'--~:Haii'
=1

Fall 2: ay;; # 0 fiir alle i = 1,...,n. Sei A= &;; gegeben durch &;; = «;;/a;;. Dann
gilt:

detA:Haii-detfl.

i=1

Die Matrix A 148t sich durch elementare Zeilenumformungen, die den Wert einer De-
terminante nicht dndern, in die Einheitsmatrix FE,, iiberfithren, woraus sich det A = 1
ergibt.

9. Mai 2000

det A=0< (ay,...,a,) linear abhingig.

Beweis. ,=“: Sei det A = 0. Durch elementare Zeilenumformungen, die den Rang
der Matrix und das Verschwinden oder Nichtverschwinden einer Determinante nicht
dndern, werde in eine Matrix A von Zeilenstufenform iiberfithrt. Dabei handelt es sich
zungichst um eine untere Dreiecksmatrix. Aus det A = 0 folgt nun, daBl mindestens
ein Diagonalelement von A verschwindet. Damit ist der n-te Zeilenvektor von A der
Nullvektor, also

rang A = rang A < n,

und das bedeutet, dafl die Zeilenvektoren linear abhéngig sind.
L= Sel > Nia; = 0, aber nicht \; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n; ohne wesentliche
Einschrankung sei A\; # 0. Dann gilt

D e it
a2
0 = det : — M\ det A

an

woraus unmittelbar det A = 0 folgt.
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12. det A#0< Ae GL(n,K). O

13. det(A- B) = det A - det B.
Beweis. Fall 1: rang A <n =rangA- B <n =

det(A-B)=0=0-det B=det A-detB.

Fall 2: rang A = n = A ist Produkt von r Elementarmatrizen A; mit nichtverschwin-
dender Determinante:

A=A .. Ay Ay,

wobei jedes A; entweder die Form S;,(\) (Multiplikation der ig-ten Zeile) mit A # 0
oder die Form Qfg()\) (Addition des A-fachen der ko-ten Zeile zur ip-ten Zeile) hat:
1. Fiir ip € {1,...,m}, und X € K ist die Elementarmatrix S;,(A\) = (\;;) € K™™

durch
L, i=j#io,
Aij = A =] =lo,
0, sonst,
definiert.
2. Fiir ig, ko € {1,...,m} mit iy # ko ist die Elementarmatrix Q[°(\) = (\;;) € K™™
durch
1, 1=y,
/\ij: )\, Z:Z() undj:k‘o,
0, sonst,
definiert.
Der weitere Beweis ergibt sich nun durch Induktion nach r. r = 1: a) A = Ay =
Sio(A) =

det(A-B)=X-det B=detA;-B=detA-detB.
b) A=Ay = QR () =

det(A-B) =det B=detA;-det B=det A-detB.
SchluB von rauf r+1: A=Apyy - Ap oo Ag- Ay, A=Ap - Ay - A =
det(A- B) = det(A,yq - A- B) = det A,y - det(A - B) =
=det A, det A -det B = det(Ay41 - 121) -det B. O

14. Fir A € GL(n; K) gilt det(A™1) = (detA)™!.
Beweis. Aus dem Multiplikationssatz folgt:

det(A™')-det A=det(A™'-A)=detE, =1. O

15. det(A + B) # det A + det B im allgemeinen.

Hauptsatz. Zu jedem n € N gibt es genau eine Determinante.

det A = Z SIgN T+ Qyz(1) * -+ -+ Olp(n) -
TI'GGTL

Beweis. 1., 3. trivial
2. Sei A = (a;) mit a;, = ag,, 1 < iy < ko < n, und sei 7 die Transposition, die iy und kg
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vertauscht. Dann gilt G, =%, U 2,7 und damit

det A = Z sign - Oéhr(l) oL am(n) =

71'6677,

= Z sign T - Q1) nr(n) +
71'69171,

+ Z Sign T Qig(1) * -+ " Qnp(n) =
ﬂemnT

- Z sign 7 - Qir(1) * - - - On(n) +
Wemn

+ Z sign (71"7') *Qpr(1) - Qppr(n) =
wten

= Z sign 7 - A1) - Qpg(n) —
Wemn

— Z sign T Qipr(1) -« - " Opgr(n) =
71'69177,

= Z sign 7 - (ozhr(l) et Opp(n) — dgpr(1) © e - - anWT(n))'
ﬂEQ‘n

Weiter gilt
H Qin(s) — H Qinr(i) =
i=1 i=1

n

= H Qi (5) (Qigr (i) Vkom (ko) — igmr(io) Vkomr (ko)) =
i?fiif)fko
n

= H Qir (i) (ai(ﬂr(io)akoﬂ(ko) - aioﬂ(ko)akoﬂ(io)) =0,
i#li?)?ko

da aufgrund der Voraussetzung a;, = ax,

aioﬂ'(io) - akoﬂ(io) und akoﬂ'(ko) - aioﬂ'(k:())

ist. O
Abkiirzung.

Q11 v Oap Q11 . (ap
= det

Qp1 0 Opp Qn1 - Qpp

Spezialfille. n =1: A= (a11) = |A| = an
n=2.

Q11 Q12
A= = ‘A’ = (¥110i99 — (19021 -
Qg1 Qgg

SARRUssche Regel. (Anstelle einer Homepage: PIERRE-FREDERIC SARRUS, geboren 10. Mérz
1798 in Saint-Affriques im Departement Aveyron (Siid-Frankreich), 1815 als Student nach
Montpellier, 1821 dort Promotion - mit einer stark ins Physikalische gehenden Arbeit -
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1823 ,agrégé des sciences” (eine Art Priifung zum gymnasialen Oberlehrer oder eine Art
Habilitation war) zuvor 1822 Lehrer fiir Mathematik und Physik am Gymnasium in Pe-
zenas, 1827 Lehrer nur fiir Mathematik in Perpignan, 1829 Mathematik-Professor an der
Fakultat der Akademie in StraBburg - die Universitit Straflburg wurde 1790 aufgehoben
und 1803 als Akademie fiir protestantische Theologie wiedergegriindet und erst 1872 wie-
der zur Universitat - 1839 oder 1840 Dekan bis 1852, 1840 Ritter der Ehrenlegion, 1858
emeritiert, am 20. November 1861 in Saint-Affriques verstorben.)

Q11 Q12 0q3
A= Qg1 Qa2 (g3 =
Q31 (Qrzg (33

Al = Q11 Qipoi33 + QU12Qip3i31 + Qi3 Qi3g —

—Q1302031 — (11332 — (X201 (X33 .

12. Mai 2000

Satz. det A = det A’
Beweis. Berechne
det A' = Z sign 7 - (1)1 - - - - Qr(nn
8,

und beachte sign 7 = sign 7!, sowie
Qr()1 " -+ " Qrp)yn = Ag=1(1) * - -+ * Appr—1(n),

woraus sich
det A" = Z sign 7! - Qir—1(1) " - Qpri(y) = det A
16,
ergibt. O

Lemma. Fiir zusammengesetzte Matrizen gilt

A C B
det(0 A2>—detA1-detA2.

Beweis. Ay € K™™ Ay € K™™ ny + ny = n. Fiir die Berechnung von det A sind nur

solche Permutationen relevant, die die Menge {1,...,n;} in sich iiberfiithren: Ist 7 € &,
gegeben mit m(ig) > ny fiir ein ip < ny, so gibt es ein iy > ny mit 7(i;) < ny, also
Qi (i) = 0 und damit wird aqr@1) - ... - Qurn) = 0. Es sind also nur die Permutationen

zu beriicksichtigen, die im Bild der injektiven Abbildung ¢ : &,,, x G,,, — &,, liegen, die
gegeben ist durch

N 7Tl<i)7 1§Z§n1
¢(7T177T2)(2) - { ny +7TQ<Z — n1)7 ny < 7 S n

Wir setzen ¢, : 6, — G,

. m(), 1<i<n
@(Wl)(l):{ Zl() n1<2<7lz )

CI)Q : 6n2 - Gn
N I1<i<my
(I)2<7T2)(Z) = { ny _|_ﬂ-2(2' — nl), n<t<n
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und erhalten
(71, ma) = P1(my) 0 Pa(m2),

sowie
sign ®(my, my) = sign my - sign o .

Damit ergibt sich det A in der gewiinschten Form. O

Bezeichnungen. Es seien n € Nmit n > 1, A € K™, ¢, j' € {1,...,n}. A}, bezeichnet
die Matrix in K"~ 1"~1 die aus A durch Streichen der #'-ten Zeile und j’-Spalte entsteht.
Ferner definieren wir Ay = (aj;) € K™" durch

o, furi## ¢ und j # j',
a =< 1, fir i =4 und j = j,
0, sonst.

Es gilt o
det Ai/j’ = (—1)Zl+‘jl det A;’j’ .

Beweis. Durch ¢/ — 1 Zeilenvertauschungen und j' — 1 Spaltenvertauschungen entsteht aus

Ay die Matrix
( ) )
0 Ajy

det Ai’j’ = (—1)i/+j/ det ( (1) ?4;/j/ ) = (—1)i/+jl det A;/j/ . g

Damit gilt

Definition. Es sei A € K™, Die zu A komplementire Matrix A = (&;) € K™" ist gegeben
durch
6[@']' = det Aji .

Bezeichnung. Weiter setzen wir fir A = (a',...,a") € K™", 7’ € {1,...,n} und b € K™
A b) = (ab,. a7 b ad T an),

das heifit A(j’,b) entsteht aus A, in dem die j'-te Spalte durch b ersetzt wird.
Dann gilt fiir alle ¢’ € {1,...,n}

det A(j,, €i/) = det Ai’,j’ .

Beweis. Ay entsteht aus A(j/,¢”), in dem man von den j-ten Spalten, j # j' jeweils
e’ abzieht. Damit #indert man die Determinante nicht. O

PIERRE SIMON LAPLACE, * Beaumont-en-Auge 28. Marz 1749, t Paris 5. Mérz 1827, 1799
Innenminister, Férderer des Dezimalsystems.

Lapracescher Entwicklungssatz. Fir jedes A € K™, i, j € {1,...,n} gilt:
det A = Z(—l)ilﬂ'ai/j det A},
j=1
(Entwicklung nach der i'-ten Zeile) und

det A = Z(—l)”j/aij/ det A,
i=1
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(Entwicklung nach der j'-ten Spalte).
Beweis. Wir beweisen den Satz fiir die Entwicklung nach der j’-ten Spalte. Der andere
Fall ergibt sich durch Transponieren. Zunéchst bemerken wir:

k
aj’ _ Z Oéij/ei ’
i=1
woraus wegen der Linearitidt der Determinante in der j'-ten Spalte folgt:
det A = Z a;; det A( (7, e Z o det Az .
=1

Satz. Fir alle A e K™" gilt: . )
A-A=A-A=detA-E,.

Beweis. Wir berechnen die (i, k)-te Komponente von A - A:
n n
Z&ijajk = Zajk det Aji =
J=1 J=1

= Z o det A(i,el) =

j=1

= ZdetA(i,ozjkej) =
j=1
= det A(i,a") = dydet A. O
16. Mai 2000

Beispiel fiir den Laplaceschen Entwicklungssatz

34 0 2
g g E)l g = Entwicklung nach der zweiten Zeile
1 10 2
3 4 2 340
= —4-13 6 5|+2-13 6 0
11 2 110
= Entwicklung nach der dritten Spalte
3 4 2
= —4-|13 6 5H|=-44.
11 2

Anwendung auf Geichungssysteme: CRAMERsche Regel.
Fiir die eindeutige bestimmte Losung ¢ = (71,...,7,) = A7'b des Gleichungssystems
Ar =bmit A€ GL(n,K) und b € K" gilt:

_ det A(4, )
T T et A
Beweis. Aus dem vorherigen Satz folgt A~! mA auerdem haben wir

b= Zﬁjej ;
j=1
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also gilt:
N
1T Sdera™ T
1 n
= mZﬁ]detAﬂ =
=1

R .
= —ZﬁjdetA(i,e]) =
det A =

det A(i,b)
det A

Bemerkungen. Fiir groflere n ist die Bestimmung der Losung eines linearen Gleichungssy-
stems mit Hilfe der Cramerschen Regel, wenn iiberhaupt moglich, so doch im allgemeinen
viel aufwendiger als das Gaufische Elimminationsverfahren. Aber die Cramersche Regel
hat im Falle des Grundkorpers R eine tieferliegende Konsequenz: Sind die Koeffizienten
der erweiterten Matrix eines quadratischen Gleichungssystems stetige oder differenzier-
bare Funktionen von irgendwelchen Verédnderlichen, so hingt auch die Losung stetig oder
differenzierbar von diesen Verdnderlichen ab, solange nur die Koeffizientenmatrix inver-
tierbar ist.

Aus den Eigenschaften der Determinante ergibt sich:

GL(n,R) =det " (R\ 0);

damit ist GL(n,R) als Teilmenge von R™ offen. Aus der bewiesenen Eigenschaft der
komplementiaren Matrix folgt dann, dafl die Abbildung

GL(n,R) > R" A A~
unendlich oft stetig partiell differenzierbar, ja sogar ein C°*°-Diffeomorphismus
GL(n,R) — GL(n,R)
1st. O

Lemma und Definition. Es seien V' ein K-Vektorraum mit dimV = n < oo und f €
End(V). Fiir ein beliebiges Koordinatensystem ® : K™ — V. sei

det f = det(® o fo®)

gesetzt. Dann ist der Wert von det f unabhdingig von der Wahl von ®; er wird als Deter-
minante von f bezeichnet.
Beweis. Es sei U ein weiteres Koordinatensystem fiir V und A = ®=! o U, Dann gilt:

det(U'o foW) = det((PoA) ' ofo(PoA)) =
= det(A o (@ o fod)oA) =
= det(A™')-det(® o fod) -detA =
= (det A)™'-detA-det(dtofod) =
= det(dlofod). O

Bemerkung. Fiir einen Endomorphismus f : R* — R" gibt |det f| die durch f bewirkte
Inhaltsverinderung an. Der von den Einheitsvektoren e! aufgespannte Kubus wird in das
von den Vektoren f(el), ..., f(e") aufgespannte Parallelotop abgebildet, dessen Inhalt
gleich dem Betrag von det(f(el),..., f(e")) ist.
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Definition. Es sei V' ein reeller Vektorraum mit dim V' = n < oo. Die Basen ={v, ..., v, } und
B = {01,...,0,} von V heilen gleichorientiert, wenn die Determinante der Transforma-

tionsmatrix des Basiswechsels, das heifit die darstellende Matrix der Abbildung Cbg oDy,

positiv ist. Andernfalls heiflen 8 und B entgegengesetzt orientiert.

Lemma. ,gleichorientiert ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen von V. mit
genau zwei Aquivalenzklassen.
Beweis. 1. Reflexivitét: Die Transformationsmatrix ist F,,, hat also die Determinante 1.
2. Symmetrie: Die in Frage stehenden Transformationsmatrizen sind invers zueinander,
haben also gleiches Vorzeichen.
3. Transitivitat: Das Produkt zweier Transformationsmatrizen mit positiver Determinan-
te hat positive Determinante.
Zwei zu einer Basis entgegengesetzt orientierte Basen haben beziiglich dieser Transforma-
tionsmatrizen mit negativer Determinante; deren Produkt hat dann aber wieder positive
Determinante. O

Definitionen. Es sei V ein reeller Vektorraum mit dimV = n < oo. Eine Aquivalenzklasse
gleichorientierter Basen heifit Orientierung von V; die Angabe einer Orientierung erfolgt
im allgemeinen durch Angabe eines Représentanten. Ein orientierter Vektorraum ist ein
Paar (V, or), bestehend aus einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V' und einer
Orientierung or von V.
Die positive Orientierung von R™ ist die Orientierung, die die kanonische Basis enthélt.

Zu gegebenen Vektoren v = (Ag, Ao, A\3) und w = (1, p2, pt3) definiert man das Vektorpro-
dukt als die formale Determinante

€1 €2 €3
VX W= )\1 )\2 )\3 =
M1 M2 M3
'/\2 )\3 ‘/\1 )\3 ‘/\1 )\2
= €1 — 63 =
Ko fi3 H1 M3 H1 e

= (Aopts — Azpiz)er + (Mg — Apg)es + (Aipio — Agpin)es .

Lemma. Sind v und w linear unabhingige Vektoren des R3, so ist (v,w,v x w) eine zur
kanonischen Basis gleichorientierte Basis von R3.



