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Kapitel 1

Euklidische und unitare
Vektorraume

Bisher wurden Vektorrdume iiber beliebigen Kérpern K untersucht. In diesem
Kapitel schrinken wir uns auf Vektorrdume iiber R oder C ein. Wir kénnen
dann Lingen und Winkel (zumindest iber R) von Vektoren definieren und
den Begriff der Orthogonalitidt von Vektoren einfiihren.

Literatur: das Kapitel basiert hauptséchlich auf den entsprechenden Ka-
piteln in [1} [3].

Notation 1.0.1.
o K bezeichnet einen der Kirper R oder C, d.h. K € {R,C}

o fiir a € K ist @ die komplex Konjugierte, d.h. wenn o = a + bi, mit
a,b € R, dann ist @ =a — bi. (Im Fall K =R gilt also @ = «). Weiters
schreiben wir a = Re(«), b = Im(«) fiir Real- und Imagindrteil.

o fiir a € K ist || der gewdhnliche Absolutbetrag, d.h.

la| = Vaa = v/Re(a)? + Im(a)2.

1.1 Innere Produkte

Sei V ein K-Vektorraum. Wir wollen Begriffe einfithren, die die Lénge eines
Vektors oder den Winkel zwischen zwei Vektoren beschreiben.

Definition 1.1.1. Se: V ein K-Vektorraum. Fin inneres Produkt oder Ska-
larprodukt auf V' ist eine Abbildung (-,-) : V xV = K, (v,w) — (v,w), die
fiir alle v,v1,v2,w € V und a € K folgende Bedingungen erfiillt:
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. Linear im ersten Argument:

(v1 4+ v, w) = (v, w) + (v2,w) und (v, w) = alv,w)

Hermitesch: (v,w) = (w, v)

(
Positiv definit: (v,v) >0 und (v,v) =0< v =0.

Das Paar (V,{(-,-)) heifit ein innerer Produktraum, im Fall K = R ein eu-
klidischer Raum, im Fall K = C ein unitdrer Raum. Wir werden oft darauf
verzichten, das innere Produkt explizit anzugeben und kurz V' fir den euklidi-
schen oder unitdren Raum (V,(-,-)) schreiben.

Bemerkung 1.1.2.

1.

Jedes innere Produkt ist semilinear im zweiten Argument, das heif§t fiir
ay, o € K,v,wy,we €'V gilt

(v, 01wy + agws) = ar(v,wr) + az(v, w).

Beweis: aus 1. und 2. folgt

(v, Wy + awe) = (w1 + avws, v) = a7 (wy, v) + ag(ws, v)

- (X71<U, w1> + @(Uv ’LU2>~

Fiir K =R bedeuten 1. und 2., dass (-,-) eine symmetrische Bilinearform
ist. Fin inneres Produkt eines R-Vektorraums ist also eine symmetrische
positiv definite Bilinearform.

Sei K = C. Eine Sesquilinearform (sesqui = eineinhalb) ist eine Ab-
bildung V- x V. — C, die linear im ersten und semilinear im zweiten
Argument ist. Ein inneres Produkt ist also eine hermitesche positiv de-
finite Sesquilinearform.

Fiir den Nullvektor 0 € V und v € V' gilt stets (0,v) = (v,0) = 0.
Beweis: (0,v) = (0 + 0,v) = (0,v) + (0,v). Also (0,v) = 0. Analog
(v,0) = (v,040) = (v,0) + (v,0).

Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit Basis {v1, ..., v,}.
FEin inneres Produkt (-,-) auf V ist durch die Werte (v;,v;), 1 <i,j <n
eindeutig bestimmt. Firv =" | av; und w =Y. byv; gilt

(v, w) = Z Z aiFj<U¢, vj).

i=1 j=1
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Beispiel 1.1.3.

1. Sei K =R und V = R". Firv= (v,...,0,),w = (wy,...,w,) € R"

definieren wir ein inneres Produkt durch

n
(v, w) = Zviwi.
i=1
Wenn wir v,w als Spaltenvektoren betrachten, gilt also (v,w) = v'w.

Dieses innere Produkt heiffit das Standardskalarprodukt auf R™.

2. Sei K=C und V =C". Firv=(vy,...,05),w = (wy,...,w,) € C"
definieren wir ein inneres Produkt durch

n
(v,w) := ZUZE
i=1
t

Wenn wir v,w als Spaltenvektoren betrachten, gilt also (v,w) = v'w,
wobei W := (Wi, ..., Wy). Dieses innere Produkt heifst das Standardska-
larprodukt auf C™.

Die Konjugation der w; ist notwendig, um positive Definitheit zu errei-

chen. Es gilt
n n
(v,0) =) v = |u> >0,
i=1 i=1

mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0. Aufgrund dieser Konjugation
ist (-, ) im zweiten Argument nicht linear sondern semilinear.

3. Sei V. =C([0,1],K) der K-Vektorraum der stetigen Funktionen von [0,1]
nach K. Dann definiert

1
@mzﬁf@mw

ein inneres Produkt auf V.

Beweis: 1. und 2. sind klar. Fiir 3. sehen wir, dass

1
%ﬁ=ALWW&z&

da |f(t)|* > 0 fiir allet € [0,1]. Wenn f # 0, gibt es eint mit | f(t)|? > 0,
und da mit f auch |f(-)|? stetig ist, folgt (f, f) > 0.
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4. Set L V. — W eine injektive lineare Abbildung zwischen K-
Vektorrdumen und (-,-) ein inneres Produkt auf W. Dann definiert

(v, W), := (L(v), L(w))

ein inneres Produkt auf V. (Injektivitat von L wird fir den Nachweis
der positiven Definitheit bendtigt.)

5. Matrizversion des letzten Beispiels. Sei A € M(m,n;K) vom Rang n.
Sei (-,-) das Standardskalarprodukt auf K™. Dann definiert

(v,w)a = (Av, Aw)
ein inneres Produkt auf K. Wir bemerken, dass
(v,w) 4 = (Av) (Aw) = v (A*A)w.
6. Konkreter Spezialfall des letzten Beispiels. Sei V. = K2, (-,-) das Stan-
dardskalarprodukt, und A = <1 (1)> Dann ist
(v, w)a = ((v1,v1 +v2), (W1, w1 +w2)) = viwy + (v1 + ve) (W1 + W3)
ein inneres Produkt auf K.

7. Weiterer Spezialfall. Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum und
W C V ein Untervektorraum. Dann ist die Einschrinkung des inne-
ren Produkts (-,-) auf W x W ein inneres Produkt auf W .

Wir kénnen ein inneres Produkt verwenden, um die Lénge eines Vektors,
sowie den Abstand zwischen Vektoren zu definieren.

Definition 1.1.4. Sei V' ein euklidischer oder unitirer Raum und v,w € V.
Dann st

[o]] == v/ (v, v)

die durch das innere Produkt induzierte Norm von v. Weiters ist
d(v,w) := [[v — w||

der Abstand zwischen v und w.
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Beispiel 1.1.5. Fir V. =R" und (-,-) das Standardskalarprodukt erhalten wir

[oll =

i=1

Nach dem Satz von Pythagoras ist das der tbliche Begriff der Linge eines
Vektors.

Lemma 1.1.6 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Sei V' ein euklidischer
oder unitdrer Raum und v,w € V. Dann gilt

(v, w)| < vl - [wl],
mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Fiir w = 0 lautet die Ungleichung 0 < 0. Wir nehmen also an, dass
w # 0. Fir o, 8 € K gilt

0 < {av + Bw, av + pw) = aa(v,v) + aB{v,w) + alw,v) + BB{w,w). (1.1)
Mit a := (w,w) und 3 := —(v,w) ist die rechte Seite gleich
lwlI*[]1* = flwl* (v, w) (v, w) = [lwl* (v, w) (v, w) + [[w]* v, w){v, w)
=llwl (ol llwl® = v, w)[?).
Wir dividieren durch ||w|? > 0 und sehen so, dass (1.1 dquivalent zu
0 < [[ol*[lw]* = |{v, w)|* (1.2)

ist. Wurzelziehen zeigt die geforderte Ungleichung.

Gilt Gleichheit in (1.2)), dann auch in (1.1, also av + fw = 0. Sind um-
gekehrt v, w linear abhéngig, dann gibt es v € K mit v = yw (da w # 0),
also

lollllw]l = VA3 {w, w)v/(w, w) = yl{w, w) = |y{w, w)| = (v, w)].
O

Korollar 1.1.7. Sei V' ein euklidischer oder unitirer Raum. Die Norm |||
hat fiir alle v,w € V, a € K die Figenschaften

1. o] >0 und |v|| =0 v=0
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2. |lewl| = |e - o]
3. o+ wl < foll + .
Weiters hat der Abstand d(-,-) fir alle v,w,z € V die Eigenschaften
4. d(v,w) >0 und d(v,w) =0 v=w
5. d(v,w) = d(w,v)
6. d(v,z) < d(v,w) + d(w, z).

Beweis. 1. ist dquivalent zur positiven Definitheit von (-, ). 2. gilt, da [|av|| =
aa(v,v) = |al||v||. Fir 3. berechnen wir mit Lemma und der Tatsache,
dass z +Z = 2Re(z), dass

lo +w]* = (v +w,v+w) = [[v]* + (v, w) + (w, v) + ||w]|?
= [[vll* + 2Re((v, w)) + [[w|® < [[ol|* + 2[{v, w)| + [[w]®
< |ol* + 2llvll[lwll + [lwl® = (o]l + [lwl])*.

4. folgt aus 1. und 5. folgt aus 2. Weiters folgt 6. aus 3., da
dv,z) =lv—w+w—z| <|jv—w|+ ||lw—z| =dv,w) + d(w, z).
O

Definition 1.1.8. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||| : V — R mit
den Eigenschaften 1.,2.,3. aus Korollar [I.1.7 heifit Vektornorm auf V, und
das Paar (V,||-||) heifit normierter Raum.

Sei V jetzt eine beliebige Menge. Eine Abbildung d : V x V. — R mit den
FEigenschaften 4., 5., 6. aus Korollar heifst Metrik, und das Paar (V,d)
heifft metrischer Raum.

Bemerkung 1.1.9.

1. Wir haben also gezeigt, dass jedes innere Produkt auf einem K-
Vektorraum V eine Norm ||| und eine Metrik d(-,-) auf V induziert, und
daher jeder euklidische oder unitire Raum auch ein normierter Raum
und ein metrischer Raum ist.

2. In den Ubungen werden wir sehen, dass nicht jede Norm auf einem K-
Vektorraum V' durch ein inneres Produkt induziert ist.

Wir haben gesehen, wie wir mit inneren Produkten Léngen (Norm) und
Absténde zwischen Vektoren definieren kénnen. Was ist mit Winkeln?
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Beispiel 1.1.10. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Fir v,w € V' gilt laut
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung, dass
(v, w)

< <L
[[ol[{fwll

FEs gibt also ein eindeutiges ¢ € [0, 7] mit

(v, w)

cos(¢) =

[vllljwll

Wir nennen ¢ den Winkel zwischen v und w, und schreiben ¢ = £(v,w).

Im Fall V = R? mit dem Standardskalarprodukt stimmt das mit dem Win-
kelbegriff aus der Analysis iiberein: fir v,w € R? mit |jv| = ||w| = 1 (d.h.
v, w liegen am Einheitskreis) gibt es eindeutige av, B € [0,2m) mit

v = (cos(a), sin(a)) und w = (cos(f), sin(B)).

Wir kénnen annehmen, dass B > «, denn falls nicht, kénnen wir v, w vertau-
schen. Der durch v,w eingeschlossene Winkel ¢ € [0, ) ist dann

= B—a falls B — a € [0, 7]
C\2r—(B—a) falls f— € [r,27).
Andererseits gilt aufgrund des Additionstheorems fiir den Cosinus, dass
(v, w) = cos(a) cos(B)+sin(a) sin(B) = cos(f—a) = cos(2r—(S—a)) = cos(¢).

Fiir beliebige v,w € R? sei

dann liegen V', w' am Einheitskreis, und £(v,w) = L(v',w’).

Im letzten Beispiel ist genau dann £ (v, w) = 7/2 (also 90°), wenn (v, w) =
0. Das motiviert folgende Definition von Orthogonalitét (die auch im Fall
K = C gilt).

Definition 1.1.11. Sei V ein euklidischer oder unitdrer Raum.
1. Vektoren v,w € V heiflen orthogonal, wenn (v,w) = 0.

2. Eine Menge M C V wvon Vektoren heifit orthogonal, wenn je zwei ver-
schiedene Vektoren aus M orthogonal sind.
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3. Fine Menge M C V heifit orthonormal, wenn M orthogonal ist und
lvll = 1 fir jedes v € M gilt. Fin v mit ||v|]| = 1 heif$t normiert.

4. Eine Orthogonalbasis (bzw. Orthonormalbasis) von V ist eine Basis von
V' die orthogonal (bzw. orthonormal) ist.

5. Fir M C V ist das orthogonale Komplement (auch: der Orthogonal-
raum) zu M definiert als

M+ :={veV|{v,m)=0 fir allem € M}.

Bemerkung 1.1.12. Das orthogonale Komplement jeder Teilmenge von V
ist ein Untervektorraum von V. Wenn v € V, bezeichnen wir {v}* auch als
das orthogonale Komplement (oder den Orthogonalraum) zu v und schreiben
vt statt {v}+.

Beispiel 1.1.13.

1. Der Nullvektor 0 € V ist orthogonal zu jedem Vektor und ist der einzige
Vektor mit dieser Eigenschaft.

2. Sei V. =K" mit dem Standardskalarprodukt. Dann ist die Standardbasis
von K™ eine Orthonormalbasis.

3. Sei V. =1K? mit dem Skalarprodukt (v, w) = viwy + (v1 + ve) (W1 + W3)
aus Beispiel[I.1.3. Dann ist die Standardbasis nicht orthogonal, denn es
gilt {e1,ea) =1-0+1-1=1.

Die Basis {(1,0), (1,—2)} ist eine Orthogonalbasis, aber nicht orthonor-
mal:
<(170)7 (1a —2)> =1-1+1- (_1) =0
L) = VITTFT T =2
1(1,-2)]| = /I-1+ (1) (—1) = V2.

Wir kénnen diese Basis normieren (d.h. jeden Vektor durch seine Norm
dividieren), um die Orthonormalbasis {(1/v/2,0),(1/v2,—v/2)} zu er-
halten.

4. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B = {vi,...,v,}
eine Basis von V. Wir definieren ein inneres Produkt auf V, fir das
B eine Orthonormalbasis ist: sei {e1,...,e,} die Standardbasis auf K",
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(+,+) das Standardskalarprodukt auf K", und L : V' — K" der Vektorrau-
misomorphismus mit L(v;) = e;. Dann hat das innere Produkt

(v, W) = (L(v), L(w))
die gewiinschte Eigenschaft. Tatsdchlich gilt (vi,vj)1, = (s, €5) = 0ij.

Lemma 1.1.14. Sei V ein euklidischer oder unitdrer Raum und sei
{v1,...,v,} eine orthogonale Menge von Vektoren v; # 0. Sei

V= AU1+ -+ A, (1.3)
eine Linearkombination der v;, dann gilt

_ <U7Ui>
2

fiir alle 1 <1i <mn.
Beweis. Wir bilden das Skalarprodukt der Gleichung (1.3)) mit v;:

<U, Ui> == Z /\j <Uj, ’UZ'> = >\z <Ui, ’UZ'>.

i=1

Korollar 1.1.15. Sei V' ein euklidischer oder unitirer Raum.
1. Jede orthogonale Menge M C V mit 0 ¢ M ist linear unabhingig.

2. Sei{vi,...,v,} eine Orthonormalbasis von V und v € V.. Dann gilt
n
v = Z(v, (Y
i=1

Beweis. Zur ersten Aussage: Fiir jede Linearkombination
Avr+ -+ Ny =0
von paarweise verschiedenen Vektoren v; € M gilt laut Lemma dass

Ai = L)’Ug) =0.
v

Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus Lemma O
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In Beispiel[I.1.13|haben wir gesehen, dass es zu jeder Basis B eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums V ein inneres Produkt gibt, fiir das B eine
Orthonormalbasis ist. Der néchste Satz zeigt, dass jedes innere Produkt auf
V' so entsteht.

Satz 1.1.16 (Orthonormalisierungssatz von Gram-Schmidt). Sei V' ein
endlich-dimensionaler euklidischer oder unitarer Raum und W C V ein Un-

terraum. Dann kann jede Orthonormalbasis {w1,...,w;} von W zu einer Or-
thonormalbasis {wi, ..., wy, w11, ..., w,} von V erginzt werden.
Beweis. Ergénze {wi,...,w;} zu einer Basis {wi,...,w;, vi11,...,0,} von
V. Wir konstruieren nacheinander Vektoren wjyq,...,w,, sodass fir al-
le I < i < mn, gilt, dass {wj,...,w;} eine Orthonormalbasis von
Spanng (w1, ..., W, V41, .-, ;) ist.

Fiir i = [ ist das bereits der Fall. Sei also ¢ > [+ 1 und nehme an, dass wir
Wit1, - .-, W;—1 bereits konstruiert haben.

Dann konstruieren wir w; wie folgt: setze

W; = V; — (vi,w1>w1 — ... — <vi,wi,1>wi,1.

Dann ist {wi,...,w;—1,w;} wieder eine Basis von Spanng(wi,...,w;—1,v;),
und es gilt (W;,w;) = (vi, wj) — (vi, wj)(wj,w;) =0 fir 1 < j <i—1. Wir
miissen w; also nur noch normieren, und wahlen daher

1

il

w; - w;.

O]

Bemerkung 1.1.17. Der Beweis von Satz ist konstruktiv. Er liefert
uns ein Verfahren zur Bestimmung einer Orthonormalbasis von V' aus einer
gegebenen Basis.

Korollar 1.1.18. Jeder endlich-dimensionale euklidische oder unitdre Raum
V' hat eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wende Satz [1.1.16] auf den Unterraum W = {0} an, der die leere
Menge als Orthonormalbasis hat. O

Beispiel 1.1.19. Wir betrachten R* mit dem Standardskalarprodukt. Gegeben
sei der Unterraum V = Spanng{vi, va, v3}, mit

2 1 0
0 3 )
0 4 0
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Wir bestimmen eine Orthonormalbasis von V. Dazu starten wir mit der Basis
{v1,v2,v3}.
i = 1: {v1} ist bereits eine Orthogonalbasis von Spanng(vi), also setzen
wir
1
W), i= 57— V1 =
vl

o O O

um eine Orthonormalbasis {w1} zu erhalten.
it = 2: Wir berechnen

1 1 1 1 1 1 0
- 3 3 0 0 3 0 3
w2::v2—<v2,w1>w1: 0 —< ol 1o > 0 = ol " 1o = 0
4 4 0 0 4 0 4
Mit
0
U SR 7
9 1= - Wy =
[l 0
4/5
ist dann {wy,wa} eine Orthonormalbasis von Spanny (v1, va).
i = 3: Wir berechnen
w3 := v3 — (v3, w1)wr — (V3, W)W
0 0 1 1 0 0 0
N CA N I A B R N R N 7
13 31’10 0 31’ 0 0
0 o/ \o/ \o 0o/ \a/5) \a/5
0 0 0
s| (o5 | 165
13 0 - 3
0 12/5 —12/5

Da ||| = 1/256/25 + 9 + 144/25 = \/25 = 5 gilt, setzen wir

0
16/25
3/5
~12/25

I
ws 1= ¢ Wy =

Die gesuchte Orthonormalbasis von V ist {wy,wa,ws}.
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Satz 1.1.20. Sei V' ein euklidischer oder unitirer Raum und W C 'V ein
endlich-dimensionaler Untervektorraum. Dann gilt

1. Sei {wy,...,wy} ein Erzeugendensystem von W und v € V. Falls
(wi,v) = 0 fiir alle 1 < i <n gilt, dann folgt bereits v € W,

2. W ist ein Komplement von W, d.h. V=W & W+,
3. (WhHt =w.

Beweis. Zu 1. Fiir jedes w € W gibt es a; € K mit w = aqwy + ... + qqw;.
Also folgt
(w,v) = aq(wy,v) + -+ oqg({wy,v) = 0.

Zu 2. Seiv € WNW+, dann (v,v) = 0, also v = 0. Daher gilt W N W=+ =
{0}.

Wir miissen noch zeigen, dass V = W 4 W=. Sei dazu v € V. Falls v € W,
dann gilt insbesondere v € W + W+. Sei also v ¢ W. Laut Korollar [1.1.18
gibt es eine Orthonormalbasis {wi,...,w;} von W. Laut Satz [1.1.16| konnen
wir diese zu einer Orthonormalbasis {wi,...,w;,w} von Spanng (W U {v})
erginzen. Dann gilt (w;,w) = 0 fiir 1 <4 <[, also w € W+. Insbesondere ist

v = (v,w)wy + ...+ v, w)w + (v,w)w € W+ W,

Wir haben gezeigt, dass V = W+ W+ und WNW+ = {0}, also V = WaW+.
Zu 3. Nach Definition ist
(WHt ={veV | (v,w) =0 fir alle w € W},
Daher ist offensichtlich W c (W=)+. Sei umgekehrt v € (W)L, Wegen 2.
gibt es w € W, w € W mit v = w + w. Dann gilt
0= (@,v) = (@, w) + (@, @) = [|o]?,

also w = 0 und daher v =w e W. O

1.2 Innere Produkte und Dualraum

Der Dualraum eines K-Vektorraums V' wurde in der Linearen Algebra 1 de-
finiert als V* := L(V,K), der Raum aller linearen Abbildungen V' — K.
Fiir endlich-dimensionales V' wurde gezeigt, dass V =2 V*, allerdings wurde
kein kanonischer Isomorphismus konstruiert. Fiir euklidische Rédume, also R-
Vektorrdume mit einem inneren Produkt (-,-), kann man einen kanonischen
Isomorphismus angeben.
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Dazu betrachten wir allgemeiner einen euklidischen oder unitdren Raum
V. Da das innere Produkt linear im ersten Argument ist, erhalten wir fiir jedes
w € V eine lineare Abbildung

Ly:V = K, Ly):=(v,w).

Also gilt L,, € V*. Wir zeigen, dass im endlich-dimensionalen Fall jedes Ele-
ment von V* diese Form hat.

Satz 1.2.1. Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum,

und L € V*. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor w € V', sodass
L=1"L,, dh.
L(v) = (v,w) fir allev e V.

Beweis. Sei {vi,...,v,} eine Orthonormalbasis von V', und setze

=3 Lo
=1

Dann gilt fiir 1 < j < n, dass

n

Lu(vs) = (v, w) = ) L(vi)(vj, vi) = L(v){vj,05) = L(vy)-
=1

Da L,, und L auf einer Basis {ibereinstimmen, gilt also L = L,,. Zur Eindeu-
tigkeit, sei L., = L,s. Dann gilt fiir alle v € V, dass

0= Ly(v) — Ly (v) = (v,w —w').
Insbesondere gilt das fiir v = w — W', also ||w — w'|| = 0, also w = w'. O

Korollar 1.2.2. Wir betrachten einen endlich-dimensionalen euklidischen
oder unitiren Raum V und die Abbildung ® : V — V*, w > Ly,.

1. Die Abbildung ® ist ein Semiisomorphismus, d.h. eine bijektive semili-
neare Abbildung.

2. Fliir euklidische Rdume (d.h. K =1R) ist ® ein Isomorphismus.

Beweis. Laut Satz ist @ bijektiv. Weiters gilt fiir v, wi, w2 € V, aq, a9 €
K,
D (1w + agws)(v) = (v, vqwy + aews) = aq (v, wy) + @2 (v, we)
= 51(1)(11)1)(11) + 52(1)(11)2)(2)),

also ®(aywy + agwsy) = a1 ®(wy) + aa®(wsy). Somit ist P semilinear, daher im
Fall K = R linear. OJ
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Beispiel 1.2.3. Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdiume stimmt Satz[1.2.]]
nicht immer. Sei V = Clz|, der C-Vektorraum der Polynome, mit dem inneren
Produkt

1
(p,q) = /0 p(t)q(t)dt.

Sei zy € C. Wir betrachten die lineare Abbildung L : V — C, L(p) = p(20).
Angenommen, es gibt ¢ € V, sodass L = L, d.h.

L(p) = (p,q) firallepeV
gilt. Fiir jedes p € V' gilt L((x — 29)p) = (20 — 20)p(z0) = 0, also

o:uw—mmwwu—mmﬂwil@—mmwﬂmn

Wir wdhlen p = (t — z0)q und erhalten

0= [ = 0T a0 = |z~ 0l
Daher ist (x — z0)q = 0. Da (z — 29) # 0, folgt ¢ = 0. Dann gilt
L(p) = (p,0) =0 fir allep € V.
Das ist ein Widerspruch, da z.B. L(1) = 1.

Wir kénnen die Abbildungen L,, verwenden, um zu jeder linearen Abbil-
dung L : V — W eine adjungierte Abbildung L* : W — V zu finden.

Definition 1.2.4. Sei L : V — W eine lineare Abbildung zwischen eukli-
dischen oder unitiren Rdumen. Fine Abbildung L* : W — V heifit zu L
adjungiert, wenn

(L(v),w) = (v, L*(w))  fir alleveV,weW
gilt.

Beispiel 1.2.5. Sei V = KHLEV = K™ mit den Standardskalarprodukten. Fiir
A € M(m,n;K) sei A* := A € M(n,m;K) die komplex konjugierte trans-

ponierte Matriz, das heiffit A* = (@j;)1<j<n. Wir nennen A* die adjungierte
1<i<m
Matrix zu A.

Dann ist die lineare Abbildung Lax : W — V, w — A*w adjungiert zur
linearen Abbildung La :V — W, v Av. In der Tat gilt

(Av,w) = (Av)'w = v' A = VAW = v A = (v, A%w).
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Auch im allgemeinen (endlich-dimensionalen) Fall gibt es immer eine ad-
jungierte Abbildung, und diese ist eindeutig durch L bestimmt.

Satz 1.2.6. Seien V, W endlich-dimensionale euklidische oder unitdre Rdaume,
und sei L : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es eine zu L adjungierte
Abbildung L* : W — V. Diese ist eindeutig bestimmt und linear.

Beweis. Fiir jedes w € W ist die Abbildung f,, : V — K, fi,(v) = (L(v),w)
linear, also f,, € V*. Es gibt also nach Satz ein eindeutiges v,, € V mit
fw = Ly, = (-, vy). Wir setzen L*(w) := v,,. Dann gilt

(L(v), w) = fu(v) = (v;00) = (v, L*(w)),

also ist L* zu L adjungiert. Falls L : W — V eine weitere zu L adjungierte
Abbildung ist, dann gilt fiir alle v € V,w € W, dass

(v, L(w)) = (L(v), w) = (v, L*(w)),

also (v, L(w) — L*(w)) = 0. Insbesondere gilt das fiir v = L(w) — L*(w), also
|L(w) — L*(w)|| = 0, also L(w) = L*(w). Das zeigt die Eindeutigkeit.

Wir miissen noch zeigen, dass L* linear ist. Sei v € V, wi,wy € W,
a1, a9 € K. Dann ist

(v, L*(cqwy + agws)) = (L(v), cqwy + agws) = a1 (L(v), wr) + aa(L(v), wa)
= a1({v, L*(w1)) + az(v, L* (w2)) = (v, a1 L* (w1) + aa L™ (w2)).

Daher (v, L*(ajwy + asws) — a1 L*(w1) — asL*(w2)) = 0. Wir wéhlen
v = L*(a1w1 + CMQTUQ) — alL*(wl) — azL*(’wg),
dann ||v|| =0, also v = 0. Das zeight die Linearitét. O

Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit Basen By =
{vi,...,vn} bzw. By = {wi,...,wy}. Wir erinnern uns an die Definition
der darstellenden Matriz einer linearen Abbildung L : V. — W beziiglich
Bv, BW als

1<j<n

LBy By = (aij)i<icm  mit  L(v) = Y ajjw;.
=1

Wir koénnen die darstellende Matrix der adjungierten Abbildung beziiglich
Orthonormalbasen von V und W &hnlich wie in Beispiel berechnen.
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Lemma 1.2.7. Secien V,W endlich-dimensionale euklidische oder unitdre
Riume mit Orthonormalbasen By = {v1,...,v,} bzw. By, = {wi,...,wn}.
Sei L :V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

(L] Bw v = L]y By, -

Beweis. Sei

L]y iy = (aij)1<i<m € M(m,n;K),

1<j<n
[L¥] By, By = (bji)1<j<n € M(n,m;K).
1<i<m
Dann gilt
m n
L(v;) = Zaljwl und  L*(w;) = Z by,
1=1 =1
also

aij = aj{wi, wi) = (L(vg), wi) = (v, L*(wi)) = > b{vy, vr) = bys.
=1 =1

O]

Lemma 1.2.8. Seien U,V, W endlich-dimensionale euklidische oder unitdre
Rdaume. Fiir lineare Abbildungen Lo :U — V, L1,Ly : V — W und o € K gilt

1. (L1 + Lo)* = L} + L}
2. (aLy)* =alj
3. (L) = Ly.
4. (LyoLo)* = Lo L.
Beweis. Seien Ag € M(n, k;K), Ay, A2 € M (m,n; K). Dann gilt offensichtlich
(A1 + Ay)" = AT+ A5, (ady)" =@A], (A))" = A

Aus der Linearen Algebra I ist weiters bekannt, dass (A;A4p)! = A{AY, also
folgt auch (A;Ag)* = AA;. Die Aussagen des Lemmas folgen nun nach Wahl
von Orthonormalbasen fiir U, V, W aus Lemma [1.2.7]

Natiirlich lassen sich die Aussagen auch direkt beweisen. Wir zeigen bei-
spielsweise 4. Fiir u € U,w € W gilt

(L1 © Lo)(u), w) = (L1(Lo(w)), w) = (Lo(u), Li(w))
= (u, Lg(Li(w)))) = (u, (Lg o L7)(w)),
also (L 0 Lo)* = Ljo L. O
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Bemerkung 1.2.9. Sei V' ein endlich-dimensionaler unitirer Raum und L :
V — V ein Endomorphismus. Dann ist L* ebenfalls ein Endomorphismus.
Wir betrachten die Endomorphismen

1 1
Li:= 5(L—i— L*)  und Ly := Z(L — L.

Dann gilt L7 = L1, L5 = Lo, und
L=L7+iL5.

Die Adjunktion L — L* wverhdlt sich also wie die komplere Konjugation, und
die Endomorphismen Ly, Lo wie Real- und Imagindrteil einer komplexen Zahl.
Endomorphismen L mit L* = L sollten sich zu beliebigen Endomorphismen
also wie R zu C verhalten.

Definition 1.2.10. Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder
unitarer Raum.

1. Ein Endomorphismus L : V' — V heifit selbstadjungiert, wenn L* = L.

2. Eine Matriz A € M(n,n;R) heifit symmetrisch, wenn A' = A.

3. Fine Matriz A € M(n,n;C) heifft hermitesch, wenn A* = A.
Bemerkung 1.2.11.

1. Ein Endomorphismus L : V — V ist genau dann selbstadjungiert, wenn
(L(v),w) = (v, L(w))  fir alle v,w € V
gilt.

2. Fin Endomorphismus L : V — V ist genau dann selbstadjungiert, wenn
die darstellende Matriz [L|p beziiglich einer Orthonormalbasis B von V
symmetrisch (im Fall K = R) bzw. hermitesch (im Fall K = C) ist.

Lemma 1.2.12. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitirer
Raum und L : V — V selbstadjungiert. Dann gilt

1. Alle Figenwerte von L sind reell.
2. FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

3. Wenn V # {0}, dann hat L hat mindestens einen Eigenwert.
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Beweis. Zu 1. Sei v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A, d.h. v # 0 und
L(v) = Av. Dann gilt

Mv,v) = (A, v) = (L(v),v) = (v, L(v)) = (v, \) = Xv,v),

also A = X und daher X € R.
Zu 2. Seien A # p und v, w € V mit L(v) = Av und L(w) = pw. Dann gilt

A, w) = (,w) = (L(v), w) = (v, L(w)) = (v, jw) = Tlv,w) = (o, w).

Da A # u, folgt (v,w) = 0.

Zu 3. Sei zuerst K = C. Da V' # {0}, gilt dim¢(V) > 1, also ist das
charakteristische Polynom von L nicht konstant. Somit hat es eine Nullstelle
in C, und diese ist ein Eigenwert von L.

Sei jetzt K = R. Sei dimg (V') =n > 1. Sei B eine Orthonormalbasis von V/
und A = [L]p € M(n,n;R) die Matrix, die L beziiglich B darstellt. Wir zeigen,
dass das charakteristische Polynom x1 = x4 = det(A— X -I,,) mindestens eine
reelle Nullstelle hat. Da L selbstadjungiert ist, ist A symmetrisch. Wir kénnen
A auch als komplexe Matrix betrachten, also als Element von M (n,n;C).
Dann ist das charakteristische Polynom immer noch x 4. Da A symmetrisch ist
und nur reelle Eintrége hat, ist A hermitesch. Daher ist die lineare Abbildung
L:C" - C", v — Av selbstadjungiert. Sie hat mindestens einen Eigenwert,
dieser ist laut 1. reell. Daher hat y 4 eine reelle Nullstelle. O

Satz 1.2.13 (Spektralsatz). Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer
oder unitdrer Raum und L : V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus.
Dann hat V' eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von L.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber n = dimg (V). Fir n = 0 ist die
Aussage trivial.

Sei also n > 1. Laut Lemma hat L einen Eigenwert \; € K. Sei
vy ein Eigenvektor zu A\; mit [[vi]| = 1. Sei W := Spanng(v1). Dann gilt
V =W @ W, also dimg (W) = n — 1. Weiters gilt L(W+) ¢ W+, da fiir
we W,

(v, L(w)) = (L(v1),w) = (Avr,w) = A {vg,w) = 0.

Wir wissen bereits, dass W+ mit der Einschrinkung des inneren Produkts
(-, auf V auf W x W+ wieder ein euklidischer oder unitéirer Raum ist.
Da L(W+) c W+, definiert die Einschrinkung L|y,. : W+ — W+ einen
Endomorphismus von W+, und dieser ist immer noch selbstadjungiert. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es also eine Orthonormalbasis {vs,...,v,} von
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W+, die aus Eigenvektoren von Ly 1 besteht. Natiirlich sind v, ..., v, auch
Eigenvektoren von L, und {vj,vs,...,v,} ist eine Orthonormalbasis von V =
W oWt O

Bemerkung 1.2.14.
1. Insbesondere ist L diagonalisierbar.

2. Fiir symmetrische bzw. hermitesche Matrizen A € M (n,n;K) besagt der
Satz folgendes. Es gibt eine Matrix U € M(n,n;K), deren Spalten ei-
ne Orthonormalbasis von K™ (mit Standardskalarprodukt) bilden, sodass
U~'AU eine Diagonalmatriz ist.

Beweis: Die durch A beziiglich der Standardbasis dargestellte lineare Ab-
bildung L4 : K" — K", v — Av ist selbstadjungiert, daher gibt es eine
Orthonormalbasis {u1, . .., u,} von K", die aus Eigenvektoren von A be-
steht. Seien A1, ..., A\, die zugehdrigen Eigenwerte und U die Matrix mit
Spalten uq, ..., uy. Dann gilt

UL AU = diag(\y, ..., \n),

wobei  diag(Ai1,...,\n) die Diagonalmatriz mit Diagonaleintrigen
Alyeen, Ay ist.

Matrizen U wie in der letzten Bemerkung haben besondere geometrische
Bedeutung, die im folgenden Abschnitt behandelt wird.

1.3 Unitire Abbildungen

Eine unitdre Abbildung zwischen zwei euklidischen oder unitdren Raumen ist
eine lineare Abbildung, die mit den Skalarprodukten kompatibel ist. Solche
Abbildungen erhalten insbesondere Normen von Vektoren und Winkel zwi-
schen Vektoren. Beispiele sind Drehungen und Spiegelungen im R?.

Definition 1.3.1. Seien V,W euklidische oder unitdre Rdume. Eine lineare
Abbildung L :' V — W heifst unitir, wenn

(v,w) = (L(v), L(w))  fir alle v,w € V
gilt.
Bemerkung 1.3.2. Sei L : V — W eine unitire Abbildung.

1. Firv eV gilt ||v|| = || L(v)|.
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2. L ist injektiv.
3. Ist L ein Isomorphismus, so ist L™ ebenfalls unitdr.
Beweis. 1. ist offensichtlich, 2. folgt, da
Lw)=0<||L(v)[|=0<|v|| =0« v =0.
Fiir 3., sei L(v) = 0, L(w) = w. Dann
(L7(E), L7 @) = (v, w) = (L(v), L(w)) = (5, ).
O

Lemma 1.3.3. Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer
Raum und L : 'V — V ein Endomorphismus. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

1. L ist unatdr

2. LoL*=idy =L*oL

3. L bildet jede Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis ab

4. L bildet eine Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis ab
Beweis. (1.=2.): L ist injektiv, also ein Isomorphismus. Es gilt fiir v,w € V

(L(v),w) = (L(v), (L(L™(w))) = (v, L™ (w)),

also L™! = L*.

(2.=3.): Sei {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann gilt

(L(v3), L(v;)) = (vi, L*(L(vy))) = {vi, vj)-

Also ist {L(vi),...,L(v,)} genau dann eine Orthonormalbasis, wenn
{v1,...,v,} eine ist.

(3.=4.): trivial.

(4=1.): Sei {v1,...,v,} eine Orthonormalbasis von V, sodass

):
{L(v ), ..., L(v,)} auch eine Orthonormalbasis ist. Fiir das innere Produkt
() = (L(), L()) auf V" gilt

(v, vj)r = (L(vi), L(v5)) = bij = (i, vy)-

Da ein inneres Produkt durch seine Werte auf einer Basis vollstéandig bestimmt
ist, folgt (-,-)r = (-,-), also

(L(v), L(w)) = (v,w) fiir alle v,w € V.
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Satz 1.3.4. Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitiarer Raum.
Dann bildet die Menge

U(\V):={L:V — V| L unitir}

mit der Hintereinanderausfihrung eine Gruppe, genannt die unitédre Gruppe
von V. Die Menge

SU(V):={L € U(V) | det(L) =1}
ist ein Normalteiler von U(V'), genannt die spezielle unitire Gruppe von V.

Beweis. Jeder unitire Endomorphismus ist injektiv, also invertierbar. Daher
gilt U(V) € GL(V). Sind L1, Ly € U(V) dann gilt fiir alle v,w € V

(L1 0 L2)(v), (L1 o Lo)(w)) = (L2(v), La(w)) = (v, w),

also ist L1 o Ly € U(V). Wir haben bereits gesehen, dass fiir L € U(V) auch
—1 ¢ U(V) gilt, also ist U(V) eine Untergruppe von GL(V). Als Kern des
Homomorphismus det ist SU(V') ein Normalteiler. O

Bemerkung 1.3.5.

1. Wir werden oft das Verkniipfungssymbol weglassen und L1 Ly statt L1oLsy
schreiben.

2. Fir L € U(V) gilt immer |det(L)| = 1. Denn fiir eine Orthonormalbasis
B gilt

1 = det(idy) = det(Z*L) = det([L"L]5) = det([L]5[L] )
= det([L]p)det([L]B) = det([L]tB) det([L]R)
— det([Z]p) det([L]s) = | det([L])[* = | det(L) [

Jetzt betrachten wir die analogen Begriffe fiir Matrizen.

Definition 1.3.6. Wir betrachten den K™ mit dem Standardskalarprodukt.
FEine Matriz A € M(n,n;K) heifst orthogonal (im Fall K = R) oder unitir
(im Fall K = C), falls die lineare Abbildung

Ly:K"—= K" ve— Av

unitdr 1st.
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Lemma 1.3.7. Wir betrachten K™ mit dem Standardskalarprodukt. Fiir eine
Matriz A € M (n,n; K) sind folgende Aussagen dquivalent.

1. A ist orthogonal bzw. unitdr
2. A¥*A=1,=AA*
3. Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von K™

Beweis. (1.=-2.): Wir wissen bereits aus Beispiel dass L 4= = L%. Wenn
Ly : K" — K" unitér ist, folgt also Lg«g = L+ o Ly = L% o L5 = idg», und
daher A*A = I,,. Analog AA* = I,,.

(2.=3.): Sei a; die i-te Spalte von A, und schreibe A = (a;5), A* = (bi;),
mit b;; = aj;. Weiters sei A*A = I, = (¢j;), mit ¢;; = 6;;. Dann ist

n
(@i, a5) = ajaj = § ity = Y bty = G = 0ij = bij.
=1

(3.=1.): Seien {ai,...,a,} die Spalten von A. Dann gilt La(e;) = a;.
Daher bildet L 4 die Orthonormalbasis {e1, ..., e,} auf eine Orthonormalbasis
ab, und ist daher unitér. O

Definition 1.3.8. Wir definieren die folgenden Matrizengruppen, jeweils mit
der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung.

={Ae Mn,nR

) ) | A orthogonal} orthogonale Gruppe der Ordnung n.
U(n) :={A € M(n,n;C)

)

) =

| A unitdr} unitdre Gruppe der Ordnung n.
n):={A4A € O(n) | det

(A) = 1} spezielle orthogonale Gruppe der Ordnung n.
={A € U(n) | det(A) = 1} spezielle unitire Gruppe der Ordnung n.

Bemerkung 1.3.9.

1. O(n) und U(n) sind Gruppen, da sie durch die Abbildung A +— La
mit U(K™) identifiziert werden. Genauso werden SO(n) und SU(n) mit
SU(K™) identifiziert.

2. Fir A€ O(n) und A € U(n) gilt |det(A)| = 1.

Lemma 1.3.10. Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer
Raum und L : 'V — V ein Endomorphismus. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

1. L st unitdr
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2. Fir jede Orthonormalbasis B von V' ist die Matriz [L]g unitir
3. Fiir eine Orthonormalbasis B von V ist die Matriz [L|p unitdr

Beweis. (1.=2.): Sei B eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt mit Lemma
2.7
[L5[L]p = [L*]B[L]p = [L"Llp = [idv]s = In,
und analog [L]g[L]}; = I,. Also ist [L]p unitér.
(2.=3.): trivial.
(3.=1.): Sei B eine Orthonormalbasis, sodass [L]p unitér ist. Dann gilt

[L*L]p = [L|B[L7]5 = [L]B[L]E = In,
also L*L = idy. Analog LL* = idy. O

Mit unserem neuen Verstidndnis unitdrer Matrizen konnen wir die Matrix-
version von Satz [1.2.13| wie folgt formulieren.

Korollar 1.3.11 (Matrixversion des Spektralsatzes). Sei A € M (n,n;K) eine
symmetrische bzw. hermitesche Matriz. Dann gilt

1. A hat n reelle Eigenwerte Ai,...,\, (gezihlt mit geometrischer Viel-
fachheit).

2. WennK =R, dann gibt es U € SO(n), sodass U'AU = diag(A1, ..., \n).
3. Wenn K = C, dann gibt es U € SU(n) mit U* AU = diag(A1,..., An).

Beweis. Da A* = A, ist der Endomorphismus L 4 : K" — K" selbstadjungiert.
Nach dem Spektralsatz gibt es eine Orthonormalbasis B = {uy,...,u,} des
K", die aus Eigenvektoren von A besteht. Sei U := [idgn|p g die Matrix des
Basiswechsels von B zur Standardbasis F, d.h. die Spalten von U sind die
Vektoren uy, ..., u,. Dann ist U € O(n) (bzw. U € U(n)), da die Spalten von
U eine Orthonormalbasis bilden.

Weiters gilt |det(U)| = 1. Falls det(U) # 1, ersetze u; durch u} :=
det(U)~! - uy, dann ist auch B’ := {u),ug,...,u,} eine Orthonormalbasis
und fiir die Matrix U’ := [idg»] g g gilt det(U’) = 1.

Wir kénnen also annehmen, dass U € SO(n), bzw. U € SU(n). Sei \; der
Eigenwert des Eigenvektors u;. Dann gilt A; € R fiir 1 <¢ < n, und

U_IAU = [idKn]EJ; . [LA]E,E . [idK"]B,E = [LA]B,B = diag()\l, e ,)\n)

Wir wissen bereits, dass U~! = U* fiir U € U(n), also auch U~ = U fiir
U € O(n) gilt. O
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Einfache Eigenschaften unitdrer Endomorphismen:

Lemma 1.3.12. Sei V' ein euklidischer oder unitirer Raum und L :' V — V
ein unitdrer Endomorphismus. Dann gilt:

1. Fiir alle Figenwerte X\ von L gilt |\| = 1.
2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von L sind orthogonal.

Beweis. Zu 1. Sei v ein Eigenvektor von L zum Eigenwert A\, dann gilt
A2 (v, v) = A (v,v) = (w, \v) = (L(v), L(v)) = (v,v).
Zu 2. Seien v, w Eigenvektoren zu Eigenwerten A # p von L. Dann gilt
Ao, w) = (L(v), L(w)) = (v, w).
Da pfi = |u| = 1, folgt 7 = p~* # A1, also A\fi # 1. Daher (v, w) = 0. O

Wir bestimmen die unitdren Endomorphismen von euklidischen Réumen
der Dimensionen 2 und 3.

Lemma 1.3.13. Die Gruppe O(2) besteht aus den Matrizen
(cos o —sin a> <cos o  sina )
. und . ,
sina cosa sina  —cosa
fir a €0, 2m).

Beweis. Sei A eine der gegebenen Matrizen. Dann bilden die Spaltenvektoren
von A eine Orthonormalbasis, also A € O(2).
Sei jetzt A € O(2). Dann gilt A'A = I,. Wir schreiben

_fa b ¢ [a ¢ ¢, (a®+c* ab+cd
A_<c d>’ A_(b d)’ AA_<ab+cd V+d?)
Es gilt genau dann A'A = I, wenn
A+ =1, ¥»+d*=1, ab+ecd=0.

Aufgrund der ersten beiden Gleichungen gibt es o, § € [0, 27) mit

a=cosa, c=sina, b=sinf, d=cospf.
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Aus der dritten Gleichung folgt
0 = cosasin f + sin acos 8 = sin(a + ),
also a + 8 = mr, fiir m € Z. Wenn m gerade ist, gilt

b=sinp = sin(—a) = —sin«w

¢ = cos § = cos(—a) = cos a,

und A hat die erste Gestalt in der Aussage des Lemmas. Wenn m ungerade
ist, gilt

b =sin = sin(r — a) = sin«
¢ =cosf3 =cos(m —a) =—cosa,
und wir sind im zweiten Fall. O

Satz 1.3.14. Sei V ein euklidischer Raum mit dimpV =2 und L : V — V
ein unitarer Endomorphismus. Dann gilt einer der folgenden Fille:

1. Fir jede Orthonormalbasis B von V' gibt es a € [0,27), sodass

e = (e ome) (1.4)

sinav  cosa.

Fiir Orthonormalbasen B, B' von V und zugehérige o, o’ € [0,27) gilt
o = a oder o/ =27 — a.

2. Es gibt eine Orthonormalbasis B von V mit

me=(p °)- (15)

Bemerkung 1.3.15. Fiir V = R? haben die Matrizen aus Satz[1.3.1) fol-
gende geometrische Interpretationen: ist eine Drehung um den Winkel
a, und beziiglich einer Orhonormalbasis B = {vy, vy} ist eine Spiegelung
an der Geraden durch vy.

Beweis. (von Satz[1.3.14)) Zur Erinnerung an die Lineare Algebra I: die Matrix

<cosa —sin a) (1.6)

sina  cos«
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beschreibt eine Drehung des R? um den Winkel .. Sie hat, als komplexe Matrix
betrachtet, die Eigenvektoren

1 . . 1 . .
_; | zam Eigenwert cos a+1sina und ;| zum Eigenwert cosa—isina.

Die Matrix

sina  — cos«

<cosa sin > (17)

hat das charakteristische Polynom
x = (cosa — X)(—cosa — X) —sin(a)? = X? - 1= (X +1)(X - 1),

also die Eigenwerte +1.

Sei B eine Orthonormalbasis von V. Dann ist [L]p € O(2), also von der
Form oder .

Hat L die Eigenwerte 41, dann hat [L|p die Form (]E . Seien wi,ws
Eigenvektoren zu 1, —1, mit [jwi|| = |Jwz| = 1. Wegen Lemmall.3.12]ist B’ :=
{w1, w2} dann eine Orthonormalbasis von V', beziiglich der L die Darstellung

1 0
[L]B’ = <0 _1> hat.
Wenn L nicht die Eigenwerte £1 hat, mufl [L]p von der Form (1.6)), fiir

a € [0,27), sein. Angenommen, [L]p hat die komplexen Eigenwerte A;, Ao
mit {\1, Ao} # {—1,1}. Sei jetzt B’ eine weitere Orthonormalbasis von R2
Dann sind [L]|p/ und [L]p dhnlich zueinander, also sind sie auch als komplexe
Matrizen &hnlich, also hat auch [L]p die Eigenwerte A1, Aa. Sei o/ € [0, 27),

sodass ) y
cosa’ —sino
(L] = ( > :

sina’ cosa’

Dann gilt entweder

/ .. / . .
cosa’ +isina = A\ = cosa + isin«

cosa/ —isina’ = \y = cosa — isina,
oder
/ - . / - .
cosa +isina’ = Ay = cosa — isina
cosa’ —isina’ = \; = cosa + isina.

Im ersten Fall folgt o/ = «, im zweiten Fall folgt cosa’ = cosa und sina’ =
—sina, also o =27 — «. dJ
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Satz 1.3.16. Sei V' ein euklidischer Raum mit dimpV =3 und L : V — V
ein unitdrer Endomorphismus. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B von V
und o € [0,27), sodass

+1 0 0
[Llp=1| 0 cosa —sina
0 sina cosa

Beweis. Das charakteristische Polynom x, ist vom Grad 3, also hat es nach
dem Zwischenwertsatz eine reelle Nullstelle A;. Diese ist ein Eigenwert von L,
also A\; = £1. Sei v; ein Eigenvektor zu A; mit ||v1|| = 1. Sei W := Spanng(v1),
dann ist V = W @ W+, also dim W+ = 2. Es gilt L(W+) ¢ W+, da, fiir
we W,

A(v1, Lw)) = (L(1), L(w)) = {vr,w) =0,

also (vi, L(w)) = 0.
Die Einschrinkung L|y,. von L auf W+ ist immer noch unitér, also gibt
nach Satz [1.3.14] eine Orthonormalbasis B’ = {vs,v3} von W+, sodass [L]p

die Form
cosa —sina 1 0
. oder
sina cosa 0 -1
hat. Im ersten Fall setzen wir B = {v1,vg,v3}. Dann ist B eine Orthonormal-
basis von V = W @ W, und es gilt

+1 0 0
[Llp=1| 0 cosa —sina
0 sina cosa

Im zweiten Fall setzen wir, falls A = 1, B = {vs, v1,v2}, und erhalten

-1 0 O —1 0 0
L= 0 1 0]=|0 cosO —sin0
0 01 0 sin0 cosO
Im zweiten Fall, falls A = —1, setzen wir B = {vy, v1,v3} und erhalten
1 0 0 1 0 0
Llp=[0 -1 0 | =0 cosm —sinm
0 0 -1 0 sinm cosmw
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Bemerkung 1.3.17. Fiir V = R3 haben die Matrizen aus Satz|1.3.16| folgende
geometrische Interpretation. Sei B = {v1,va,v3} eine Orthonormalbasis von

R3. Fualls
1 0 0

[Llp= [0 cosa —sina|,
0 sina cosa

ist L eine Drehung um den Winkel o um die Achse Spanng(v1). Falls

-1 0 0
[Llp=1]1 0 cosa —sina|,
0 sina cosa

ist L eine Drehspiegelung, d.h. eine Komposition aus einer Drehung um
den Winkel o um die Achse Spanng(vi) und einer Spiegelung an der FEbe-
ne Spanng (ve, v3).

Insbesondere ist L genau dann eine Drehung, wenn det(L) =1, also L €
SU(R?).

Fiir Matrizen: eine Matriz A € M(3,3;R) stellt beziiglich einer Ortho-
normalbasis genau dann eine Drehung des R® dar, wenn A € SO(3). Analog
stellt A € M(2,2;R) genau dann eine Drehung des R? dar, wenn A € SO(2).
Allgemein nennt man daher SO(n) auch die Drehgruppe, und ihre Elemente
Drehungen, oder Drehmatrizen.

Korollar 1.3.18 (Satz vom Fufiball). Bei jedem Fuflballspiel gibt es zwei
Punkte auf der Oberfliche des Balls, die sich zu Beginn der ersten und der
zweiten Halbzeit, wenn der Ball genau auf dem AnstofSpunkt liegt, an derselben
Stelle im umgebenden Raum befinden.

Beweis. Jede Drehung des Fufiballs hat 1 als Eigenwert. O

1.4 Anwendung: Hauptachsentransformation

Definition 1.4.1. Fine (reelle) quadratische Form ist eine Funktion
Q:R"—=R
Q($1,...,l‘n) = Z cijxixj,

1<i<j<n
wobei ¢;; € R fiir 1 <i<j < n.

Beispiel 1.4.2. Die Mengen {x € R? | Q(x,y) = 1} beschreiben oft Kurven
im R%.



1.4. ANWENDUNG: HAUPTACHSENTRANSFORMATION

1. 22 4+ y?> =1 (Kreis)

15

0.5

\ |
7

15

2. 22 —y?> =1 (Hyperbel)

\

1

[S]
s
=}
[N]

3. xy =1 (gedrehte Hyperbel)

29
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[N
Ha
=}
2]
~N

4. 1722 — 122y + 8y? = 1 (gedrehte Ellipse)

0.4

0.2}

0.2F

0.4

L L L L
0.4 0.2 0 0.2 0.4

Wie kann man die Form und die Drehung aus der Gleichung ablesen?

Beispiel 1.4.3. Die Mengen {(x,y,2) € R® | Q(z,y,2) = 1} beschreiben oft
Flichen im R3.
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1. 202 +2y% + 22 = 1 (Ellipsoid)

1.5

0.0

-1.5
-1.0 1.0

0.0 0.0

1.0 -1.0

2. 222 + 2y — 22 = 1 (Einschaliges Hyperboloid)

5.0

0.0

Vin
S o

5.0

5.0 -5.0

31
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3. 20 — 2y% — 22 = 1 (Zweischaliges Hyperboloid)

10.0-10.0

4. 4x? — 6y + 6y% — yz + 22 = 1 (gedrehtes Ellipsoid)

1.3

0.0

-1.3
-1.0 1.0

0.0 0.0

1.0 -1.0
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Gleiche Frage: Wie berechnet man Form und Drehung aus der Gleichung?

Bemerkung 1.4.4. Jede quadratische Form ldsst sich durch eine symmetri-

sche Matriz darstellen: sei x = (x1, ...

)t Es gilt

x1
¢
= E cijrix; = (x1,...,2n)AQ =z"Agzx,
1<i<j<n &
fir
C12 Cln
C11 2 B Cij . .
Q2 o 5 wenn 1 < j
2 .
Ag ;o dohoajii=qcy;  wenni=j
Cji . .
cin 5+ wenn i > j.
c
9 nn

Die Matriz Ag € M(n,n;R) ist symmetrisch.

Satz 1.4.5 (Hauptachsentransformation). Sei @ : R™ — R eine quadratische
Form mit Matriz Ag. Dann gibt es L € SUR™), sodass Qo L : R — R die
Form

n
(X1, ., xn) — Z/\ZIZZ
i=1

hat, wobei Ai,...,\, € R die Figenwerte von Ag (mit geometrischer Viel-

fachheit) sind.

Beweis. Laut Spektralsatz hat Ag Eigenwerte Aq,..., A, € R (mit geome-
trischer Vielfachheit), und es gibt eine Matrix U € SO(n), sodass UtAU =
diag(A1, ..., Ap).
Setze L := Ly : R" = R, 2 — Uz. Dann ist L € SU(R") und es gilt
(Qo L)(z) = Q(L(x)) = Q(Ux) = (Ux)' Ag(Uz) = 2"(U'AQU)x
A1

n
= gt T = g )\Zm?
An i=1

O
Bemerkung 1.4.6. Fiirn = 2 heif$t das: die Drehung L des R? transformiert

{(z,y) eR* | Ma® + Noy® =1} 2u Cg:={(z,y) €R*| Q(z,y) = 1}.
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In anderen Worten: L dreht die Koordinatenachsen von R? auf die Hauptach-
sen von Cg.
Daher hat Cg eine der folgenden Gestalten:

1. M\, A9 <0: leere Menge

2. M\, e > 0: Ellipse mit Hauptachsen 1/v/A1,1/v/ A2

3. M2 < 0: Hyperbel mit Hauptachsen 1/v/A1,1/v/ A2

4. A1 >0 und Ay =0 oder Ay =0 und Ay > 0: Zwei parallele Geraden

Ahnlich lassen sich auch im Falln = 3 die Mengen {(z,y,2) | Q(z,y, 2) = 1}
i Normalformen drehen.

Beispiel 1.4.7. Wir rechnen nach, dass die Kurve
C ={(z,y) | 172? — 122y + 8y*> = 1}

tatsichlich eine gedrehte Ellipse ist, wie das Bild in Beispiel [1.].9 vermuten
lisst. Fiir Q(x,y) = 1722 — 122y + 8y? gilt

17 —6
to= (1)
Das charakteristische Polynom von Ag ist
Xao = (17— X)(8 = X) — 36 = X* — 25X + 100 = (X — 5)(X — 20).

Die Figenwerte sind also \y = 5, Ay = 20, daher handelt es sich um ei-
ne Ellipse. Die Drehung, die 5z + 20y> = 1 zu C transformiert, ist jenes

. )
U € S0(2) mit Ut AU = <0 20

Figenvektoren von Ag zu A1, Aa.

. o 12 -6 ull o 1 1
o o -3 —6 U192 . —2
0= (AQ — 20]2)U2 = (6 12> <u22> = Uy = < 1 > .

Daher .
1 =2
=02 7)

Der Drehwinkel ist also ¢ = arctan(2) ~ 1.11 ~ 63.43°.

>. Die Spalten uy,us von U sind normierte

Sl
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1.5 Anwendung: QR-Zerlegung

Sei A € M(m,n;K), b € K™. Wenn m > n, ist das lineare Gleichungssystem
Az = b nicht fiir jedes b € K™ losbar. Mann will oft eine Ndherungslésung
finden, fiir die Ax — b moglichst klein ist.

Definition 1.5.1. Wir betrachten K™ mit dem Standardskalarprodukt. Sei
A € M(m,n;K), b € K™. Der Vektor zo € K" heifit Losung zu Az = b im
Sinne der kleinsten Fehlerquadrate, wenn

||Azo — b|| = min || Az — b]|.
zeKn"
Beispiel 1.5.2 (Regression).  Gegeben  seien  (viele)  Punkte
(0,Y0)s - - - » (Tmy Ym) € R%. Wir wollen eine Funktion der Form, z.B.,
f(@) = co + c12 + cax® 4 333 + c4e” + cssin(z) + cg cos(x)

finden, deren Graph diese Punkte mdglichst gut approximiert. Das heifst, wir
wollen Y"1, (f(xi) — yi)? minimieren. Die Koeffizienten cy, ..., c € R lassen
sich als Ldosung im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate des folgenden linearen
Gleichungssystems bestimmen:

€o
C1

1 2 22 23 €® sin(z1) cos(xy) Co Y1
c3 | =

1 oz, 22, 22, e sin(z,) cos(zm,) C4 Ym
c
c

Wie bestimmt man so eine Losung? Zum Beispiel iiber die QR-Zerlegung
der Matrix A.

Definition 1.5.3. FEine rechte obere Dreiecksmatrix ist eine Matrix A =
(aij)1<i<m € M(m,n; K) mit a;; = 0 fir alle Indizes i > j.

1Z5<n
Satz 1.5.4 (QR-Zerlegung). Sei A € M(m,n;K) mit Rang A = n. Dann
gibt es eine orthogonale bzw. unitire Matriz Q € M(m,m;K) und eine rechte
obere Dreiecksmatriz R € M (m,n;K) mit A= QR.

Beweis. Seien a1, ...,a, € K™ die Spalten von A. Diese bilden eine Basis des
Spaltenraums im A von A. Der Orthonormalisierungssatz von Gram-Schmidt
liefert uns w1, ...,w, € K™, sodass, fir 1 < j <n,

{wi,...,w;} eine Orthonormalbasis von Spanng(a,...,a;) ist.
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Insbesondere gibt es r;; € K, sodass

J

(Ij: E rijwi.

=1

Wir erginzen {wi, ..., w,} zu einer Orthonormalbasis
{wi, ..., Wy, Wny1,..., Wy} von K™ Dann ist die Matrix @ € M(m,m;K)
mit Spalten wi, ..., w,, orthogonal bzw. unitér.

Sei R € M(m,n;K) mit Eintrégen r;; fir ¢ < j und 0 sonst. Dann ist R
eine rechte obere Dreiecksmatrix, und A = QR. Zur Veranschaulichung:

il T2 ot Tin
0 72 -+ 1o
(@1, .yap) = (Wi, ..., Wy, Wygly.eo W) | O Tnn
0 -+ . 0
0 - -~ 0

O

Bemerkung 1.5.5. Der Beweis liefert eine Methode zum Bestimmen einer
QR-Zerlegung von A. In der Praxis werden auch andere Methoden verwendet.

Satz 1.5.6. Sei A € M(m,n;K) mit RangA = n und b € K™. Sei Q €
M (m,m;K) unitir und R € M(m,n;K) eine rechte obere Dreiecksmatriz,

sodass A = QR. Schreibe

Qb= (2) eK™ R= (](?) € M(m,n;K),

mit c € K", d € K™, R € M(n,n;K).

Dann hat das lineare Gleichungssystem Rx = c eine Lésung o € K", und
xq st eine Ldosung im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate von Ax = b.
Beweis. Da @ invertierbar ist, gilt

Rang R = Rang R = Rang QR = Rang A = n,

also gibt es zg € K™ mit Rzo = c.
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Sei x € K”. Dann gilt

Az — b = [QRz — Q@B = [Q(Rx ~ QD) = Rz — Qb
=g )2 ()17 = 1w = e + -l = .

Fiir x = xo gilt ||Azo — b||% = ||d||>. O
Bemerkung 1.5.7.

1. Das Gleichungssystem Rxo = c lisst sich schnell durch Riickeinsetzen
losen, da R bereits in oberer Dreiecksform ist.

2. Die Methode funktioniert auch wenn m = n und liefert dann eine ez-
akte Losung. Die Losung von Ax = b wird als Lésung von Rx = Q*b
bestimmt.

Beispiel 1.5.8. Bestimme eine Losung im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate
zu Ax = b, mit

1
, b=10

0
Zuerst bestimmen wir eine QR-Zerlequng von A, dazu orthonormalisieren wir
die Spalten mit Gram-Schmidt. Es ist

1 1 1

w = —Fa1 = —= 0 s
la™ ™ V2

das gibt uns die erste Spalte von Q. Da a1 = /2wy, ist die erste Spalte von R
gleich (v/2,0,0)t. Weiters

2 2\ 4, (1 ; /1 2 L (1 1
wy= (1] —=([1],—=(0o])—=(0o]=(1]-V2—=|0|=|1
0 o) V2\1) V24 0 V2 \4 1

Die zweite Spalte von Q) ist also

1 1

=Tl = —=
a2~ V3 |

w2
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Da
ag = Wy + \[2101 = \/ng + \/§w1,

ist die zweite Spalte von R gleich (v/2,/3,0)¢, also
V2 V2
R=[0 V3].
0 0

Zur Bestimmung der dritten Spalte von @ erginzen wir {wi,wa} zu einer
Orthonormalbasis von K3. Sei az := (0,1,0), dann ist {wy,ws, a3} eine Basis
von K3. Dann

0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
wy=(1]—-([1],—=[O0])—= (O] —(|1], 1) 1
0 0 V2 1 V2 1 0 V3 -1 V3 1
0 1 1 1 -1
0 -1 1
also
1 1 _21
W3 = 7z ;W3 = —=
fasl ™~ V6 \ 5
Daher ist
B .
V23 V6
Q=1 # % |
UG
V2 V3 V6
und wir haben eine QR-Zerleqgung von A bestimmt. Nun gilt
L0 BN [+ 1
2 2 2 1
o I GO S B ) O B zz<f>
1 2 1 1 :
v v/ W\ v
Wir losen das System Rz = ¢, also
(%) ()= (2)
' =11
0 \/g X9 ﬁ
und erhalten
1 L1 V2 1
To==, T11=—"F7|—42—"7|==
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Die Lésung im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate zu Ax = b ist also x¢g =
(1/6,1/3)t. Es gilt

12\ oy (1)
10 3 0

also || Azg — b||* = % = ||d||?, wie erwartet.

1.6 Normale Endomorphismen

Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum. Laut Spek-
tralsatz gibt es fiir jeden selbstadjungierten Endomorphismus L : V' — V eine
Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von L. Gilt auch die Umkehrung?

Korollar 1.6.1. Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum und L :
V — V ein Endomorphismus. Dann ist L genau dann selbstadjungiert, wenn
V' eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von L hat.

Beweis. =: Spektralsatz. <: Sei B = {v1,...,v,} eine Orthonormalbasis von
V', sodass v; ein Eigenvektor zum Eigenwert \; € R von L ist. Dann gilt
[L]p = diag(\1, ..., \n). Es folgt [L*]p = [L])ly = [L]p, und daher L* = L. O

Fiir unitdre Rdume gilt die Umkehrung nicht unbedingt, denn fiir A; € C
ist diag(A1, ..., A,) nicht selbstadjungiert, wenn nicht Aj,..., A\, € R. Es gilt
aber zumindest

A1 A1 AL A1

)\n Xn Xn )\n

Daher folgt: wenn V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von L hat, gilt
LolL*=L*oL.

Definition 1.6.2.

1. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum. Ein
Endomorphismus L : V — V heifit normal, falls

L*oL=LolL"

2. Eine Matrix A € M (n,n;K) heifit normal, falls
A*A = AA™.
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Bemerkung 1.6.3.
1. Selbstadjungierte und unitire Endomorphismen sind normal.

2. Sei B eine Orthonormalbasis von V. Dann ist L : V. — V genau dann
normal, wenn [L]|p normal ist.

Lemma 1.6.4. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer
Raum und L :' V — V ein normaler Endomorphismus.

1. Fir alle v € V ist |L(v)| = ||L*(v)]|.

2. ker L = ker L*

3. Sei v € V ein Figenvektor zum FEigenwert A von L. Dann ist v ein
Eigenvektor zum Figenwert A von L*.

4. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von L sind orthogonal.

Beweis. Zu 1.:

(L(v), L(v)) = (v, (L o L)(v)) = (v, (L o L*)(v)) = (L*(v), L*(v)).

Zu 2.

L(v) =0 < [[L(v)][| =0 < [|[L*(v)] = 0 & L*(v) = 0.
Zu 3.
IL*(v) = Xo[|* = (L*(v) = Xv, L*(v) — Av)

v)) = Mv, L(v)) = ML(v), v) + A\ (v, v)

(L*(

= (L*(v), L*(v)) = ML*(v),v) = Mo, L*(v)) + A\ (v, v)
( (
( — M, L(v) = M) = ||L(v) — \v||*> = 0.

Zu 4.: Seien A # pu Eigenwerte von L mit Eigenvektoren v, w. Dann
Av,w) = (L(v), w) = (v, L*(w)) = (v, iw) = p{v, w).
Da A # p, folgt (v, w) = 0. O

Satz 1.6.5 (Spektralsatz). Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder
unitdirer Raum und L : 'V — V ein Endomorphismus. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
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1. L ist normal und das charakteristische Polynom xp zerfdllt in Linear-
faktoren.

2. V besitzt eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von L.

Beweis. 1.=2.: Induktion nach n = dimg V. Der Fall n = 0 ist trivial. Sei
n > 1 und gelte die Aussage fiir alle V, L mit dimg V' <n — 1.

Dann hat x, eine Nullstelle A; € K, diese ist ein Eigenwert von L. Sei v; ein
zugehoriger Eigenvektor mit ||v1]| = 1. Dann ist {v1} eine Orthonormalbasis
von W := Spanng (v1). Da V. =W @ W+, gilt dimg W+ = n — 1. Weiters gilt
LWL c W, da fiir w e W,

<L(w),’01> = <’LU,L*(’01)> = <w7X1U1> = )\1<w,v1> =0.
Ahnlich gilt auch L*(W+) ¢ W, da fiir w € W+,
(L*(w), v1) = (w, L(v1)) = M {w,v1) = 0.

Also sind die Einschréinkungen Ly, L*|;,+ Endomorphismen von W+, und
(Llyy1)* = L*|yo. Insbesondere ist auch L*|y,1 normal. Fiir jede beliebige
Basis B’ = {ws,...,w,} von Wt ist B := {vy,ws, ..., w,} eine Basis von V,
und die darstellende Matrix von L hat die Form

s = <Aol [Lh&b) ‘

Daher folgt x7, = (A1 — X) XLy - Mit x, zerfillt also auch XLl in Linear-
faktoren. Daher erfiillt L]}, 1 alle Bedingungen in 1., und laut Induktionsvor-
aussetzung besitzt W+ eine Orthonormalbasis {v, ...,v,} aus Eigenvektoren
von L|y 1. Diese sind auch Eigenvektoren von L, und {vi,...,v,} ist eine
Orthonormalbasis von V.

2.=1.: L ist diagonalisierbar, also zerfillt y, in Linearfaktoren. Sei B eine
Orthonormalbasis aus Figenvektoren von L zu den Eigenwerten Aq,...,A,.
Dann gilt, wie schon zu Beginn des Kapitls bemerkt,

/\1X1
[LoL*|p=I[L|B[Llp = = [L]B[Llp = [L" o L],

also ist L normal. O

Fiir Matrizen folgt sofort folgende Version.
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Korollar 1.6.6 (Spektralsatz fiir Matrizen). Sei A € M (n,n;K) dann sind
dquivalent:

1. A ist normal und xa zerfdllt in Linearfaktoren.
2. Es gibt U € O(n) bzw. U € U(n) und Ai,..., \, € K, sodass

A1
U*AU =
An

Beweis. 2. ist dquivalent dazu, dass V eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren von A hat: fiir U wie in 2. bilden die Spalten von U so eine Or-

thonormalbasis, und wenn {uj,...,u,} eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren von A ist, dann ist die Matrix U mit Spalten wuq,...,u, ortho-
gonal bzw. unitdr und, mit den zugehorigen Eigenwerten Aq,...,A,, gilt

U*AU = U tAU = diag(\1,..., ). (Details wie im Beweis von Korollar
1.3.11) 0



Kapitel 2

Bilinearformen und
quadratische Formen

Wie betrachten wieder Vektorrdume iiber einem beliebigen Koérper K.
Literatur: das Kapitel basiert hauptsiichlich auf [2].

2.1 Bilinearformen

Definition 2.1.1. Sei V ein K -Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist eine
Funktion 8 :V xV — K, die linear in beiden Argumenten ist. Das heifst, fiir
alle vi,v9,w € V und o € K gilt

B(Ul + U27w) = B(’Ulvw) + ﬁ(’UQ,’UJ), B(Oﬂ]l,?ﬂ) = Oéﬁ(’l)l,w)
B(w,v1 +v2) = B(w,v1) + B(w, v2), B(w, avi) = a B(w,vy).
Die Bilinearform (8 heifst
e symmetrisch, wenn B(v,w) = B(w,v) fir alle v,w € V

e schiefsymmetrisch (bzw. antisymmetrisch), wenn S(v,w) = — B(w,v)
fir alle vyw eV

e alternierend, wenn [(v,v) =0 fir allev € V.
Bemerkung 2.1.2.

1. Sei 'V ein euklidischer Raum, dann ist das innere Produkt (-,-) eine
Bilinearform. Unsere Hauptmotivation zur Betrachtung allgemeiner Bi-
linearformen ist eine Verallgemeinerung von inneren Produkten in zwei
Richtungen:

43
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a) auf andere Korper, wichtig z.B. in Zahlentheorie, Algebra, algebrai-
scher Geometrie

b) iber R, aber mit schwdcheren Voraussetzungen (z.B. keine positive
Definitheit), wichtig z.B. in der Physik (Relativititstheorie)

2. Aus der Linearen Algebra I ist bereits bekannt:

a) B alternierend = [ schiefsymmetrisch,
b) falls char K # 2: 8 schiefsymmetrisch < [ alternierend,
c¢) falls char K = 2: 8 schiefsymmetrisch < (3 symmetrisch.

3. Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis {v1,...,vp}.
Fine Bilinearform [ auf V ist durch die Werte f(vi,vj), 1 < 4,5 < n
eindeutig bestimmt. Firv =" | av; und w =Y., byv; gilt

n n
Blo,w) =D aib; Blvi, v;).
i=1 j=1
Beispiel 2.1.3.

1. Sei V ein euklidischer Raum und L : 'V — V ein Endomorphismus.
Dann ist 5(v,w) := (v, L(w)) eine Bilinearform.

2. Sei A € M(m,n; K) und V.= K". Fiir Spaltenvektoren v,w ist
B(v,w) := vt Aw eine Bilinearform.

3. In der speziellen Relativitdtstheorie modelliert man die Raumzeit unter
Anderem als R* mit der symmetrischen Bilinearform

ﬂ(% Y) = T1Yy1 — T2Y2 — T3Y3 — T4Y4.

4. Sei V' endlich-dimensional. Auf dem Vektorraum Endg (V') der Endo-
morphismen von V ist eine Bilinearform durch

6(L1, L2) = Spur(L1 o LQ)
definiert. Diese ist symmetrisch, da Spur(L; o Ly) = Spur(Lg o Lq).
5. Sei V. =C(R,R), der Raum der stetigen Funktionen auf R. Dann ist

1
B(f.g) = /0 F(Hg(t)dt

eine symmetrische Bilinearform. Diese ist kein inneres Produkt, da nicht
positiv definit.
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6. Seien L1,Ly : V. — W lineare Abbildungen und By, eine Bilinearform
auf W. Dann ist

B, w) = By (L1(v), La(w))

eine Bilinearform auf V.

7. Spezialfall W = K : Seien Ly, Ly € V*. Dann ist B(v,w) := Li(v)La(w)
eine Bilinearform.

8. Spezialfall V. C W: Sei B eine Bilinearform auf W, dann ist Bly =
Blvxy eine Bilinearform auf V.

Lemma 2.1.4. Sei char K # 2.

1. Jede Bilinearform [ kann eindeutig als B = 51+ By geschrieben werden,
mit B, symmetrisch und By schiefsymmetrisch.

2. Fine symmetrische Bilinearform [ ist vollstindig durch die Werte
B(v,v), v €V, bestimmdt.

Beweis. Zu 1. Angenommen,
ﬁ(% w) = Bl(va w) + ﬁ2(va w)a
mit B, symmetrisch, S, schiefsymmetrisch. Dann
/8(w7v) = /Bl(vvw) - /82(2}’ w)v
also
1 1
Bl(vaw) = i(ﬁ(v>w)+6(wﬂ-}))¢ 62(U7w) = 5(/8(1}710)_5(11]’0))‘ (21)
Daher sind 8, 85 eindeutig durch 8 bestimmt. Zur Existenz: definiere 1, 55

durch (2.1))

Zu 2. Wie fiir euklidische innere Produkte gilt fiir symmetrisches 3, dass

Bv, w) = %(ﬂ(v Fw, v+ w) — B, v) — Bw, w)).
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2.2 Bilinearformen und Matrizen

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Lineare Abbildungen kénnen
nach Wahl einer Basis von V' durch Matrizen dargestellt werden. Auch Bili-
nearformen lassen sich durch Matrizen beschreiben.

Wir haben bereits gesehen, dass jede Matrix A = (a;5)1<i j<n € M(n,n; K)
eine Bilinearform [ auf K" wie folgt definiert: fiir Spaltenvektoren v =

(01, o0)t w = (wy,...,w,)" € K", setze
n n
Blv,w) = v Aw = Zvi Zaijwj = Z a;jV;W;.
i=1  j=1 1<i,j<n

Nach Wahl einer Basis hat jede Bilinearform auf einem endlich-dimensionalen
K-Vektorraum diese Form.

Definition 2.2.1. Sei V ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum mit Basis
B ={vi,...,un}.

1. Sei B eine Bilinearform auf V. Die Strukturmatrix von g beziglich der
Basis B ist die Matriz

B]B == (B(vi,v5))1<ij<n € M(n,n; K).

2. Sei A = (aij)i1<ij<n € M(n,n;k). Die durch A beziiglich der Basis B
dargestellte Bilinearform auf V' ist definiert durch

5?(%%‘) =a;;  furl <i,j <n.

Bemerkung 2.2.2. Firv =x1vi + 4+ TpUp, W =y101 + -+ yYpvp €V

gilt also

Y1

BRw,w)= > my; Bloiv) = Y miyjai = (21,...,20)A |
1<i,j<n 1<i,j<n Un

Beispiel 2.2.3. Die alternierende und schiefsymmetrische Bilinearform

B((z1,22), (y1,y2)) = 21y2 — oy1 auf R? hat beziiglich der Standardbasis E

die Strukturmatriz
0 1
Ble = <—1 0> '

Satz 2.2.4. Sei V ein K-Vektorraum und Bil(V, K) die Menge der Bilinear-
formen auf V.
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1. Mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation ist Bil(V, K) ein K-
Vektorraum.

2. Ist V' endlich-dimensional mit Basis B = {v1,...,v,}, dann sind die
Abbildungen

oy :Bil(V,K) - M(n,n; K), Up: M(n,n; K) — Bil(V, K)
B [8]s A pY
zuetnander inverse Vektorraumisomorphismen.
Beweis. Zu 1. Fiir 81,85 € Bil(V, K) und o € K sind auch
B1+ By (v,w) = Bi(v,w) + Ba(v, w)
aByi: (v,w) = apf(v,w)

wieder Bilinearformen auf V. Diese Addition und Skalarmultiplikation erfiillen
offensichtlich die Vektorraumaxiome.

Zu 2. Beide Abbildungen sind offensichtlich K-linear. Weiters gilt, fiir 5 €
Bil(V,K)und 1 <i,j <n,

(\IIB © q)B)(/B)(UUUJ) = B[,Bg’]B(’Ui?Uj) = (i,j)—Eintrag von [B]B = B(U’L‘7Uj)v

also (¥p o ®p)(B) = B, und daher ¥p o ®p = idgyv,x)- Ahnlich gilt, fiir
A€ M(n,n; K),

(@5 0 Up)(A) = [85]5 = ((BX) (vi, vj)1<ij<n = (aig)1<ij<n = 4,
also @5 o Vg = idys(nn:K)- O
Definition 2.2.5. Sei A = (aij)i<ij<n € M(n,n; K).
1. A heifit schiefsymmetrisch, wenn Al = —A.
2. A heifit alternierend, wenn A' = —A und a; = 0 fiir alle 1 < i < n.

Lemma 2.2.6. Sei V ein endlich-dimensionale K - Vektorraum mit einer Bi-
linearform B. Sei B eine Basis von V. Dann gilt

1. B ist genau dann symmetrisch, wenn [5]p symmetrisch ist.
2. B ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn [B|p schiefsymmetrisch ist.

3. B ist genau dann alternierend, wenn [B]p alternierend ist.
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Beweis. Sei B = {’Ul, N ,Q}n} und [5]3 = (aij)lgid‘gn.

Zu 2. Wenn j schiefsymmetrisch ist, gilt a;; = B(v;,vj) = — B(vj,v;) =
—ajj, also ist auch [3]p schiefsymmetrisch. Sei umgekehrt [5]p schiefsymme-
trisch und v = x1v1 4+ -+ - + TRy, W = Y1v1 + - - - + Ynvy, € V. Dann gilt

B(v,w) = Z z;y; B(vj,v5) Z TiY;ai; = Z LY G

1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n
Z yiz; B(vj,v;) = — B(w, v).
1<ij<n

Der Beweis zu 1. verlauft genau gleich, nur ohne die Minuszeichen.

Zu 3. Wenn [ alternierend ist, ist 3, und damit [5]p auch schiefsym-
metrisch. Weiters gilt a; = S(vi,v;) = 0 fiir 1 < i < n. Sei umgekehrt A
alternierend und v = xqv1 + - - - + z,v, € V. Dann gilt

B(v,v) = E TiT 0 = E TiTji5 + E TiTja;j + E TiT Qi

1<4,5<n 1<i,5<n 1<i,j<n 1<7,5<n
1<J =] i>7
= E xia:jaij - E :cjxiaji =0.
1<i,j<n 1<i,j<n
1<J i>7

O]

Nach Wahl einer Basis von V sind also swowhl Endg (V'), der Raum der
Endomorphismen von V, als auch Bil(V, K), der Raum der Bilinearformen
auf V', isomorph zu M (n,n; K). Was geschieht bei Basiswechsel. Seien By, By
Basen von V. Fiir Endomorphismen wissen wir bereits, dass

(L], = [i[dv]p g, - (LB, - [i[dv]B,.5,-

Satz 2.2.7. Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit einer Bili-
nearform (. Seien B, By Basen von V. Dann gilt

[8]B, = lidv]s, 5, - (BB, - [idv]B,,B, -

In anderen Worten: sei C' die Matriz, deren j-te Spalte die Koordinaten des
j-ten Vektors in Bg beziiglich der Basis By enthdlt, dann ist

18], = C'[B),C.
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Beweis. Sei By = {vi,...,v,} und By = {w;, ..., w,}. Wir schreiben

1Bl = (aij)1<ij<n, [B1B, = (bij)1<ij<ns
idv ], B, = (Cij)i<ij<n, (BB, [[dk]B,,B; = (dij)1<ij<n
lidv]B,. 5, 1818, [idv] .5, = (fij)1<ij<n

Dann gilt

bij w“wj E ClkiVk, E Cl]Ul g CkiClj B(Ukvvl)

1<k, i<n

E ChiClj K = E Ckzg agicly = E Cridr = [ij-
=1 =1

1<k,l<n

Alternativ mit Koordinaten: Sei C' = [idy]p, B, die Matrix des Basiswechsels

und

/ /
V=2T1V] + -+ TpUp = 23w+ - + X, Wy

w:ylvl+"'+ynvn:yllwl'i_"‘"i_y;lwn-

Dann gilt z = Ca’, y = Cy/, also

also

2" [B]By = Bv,w) = 2" 8],y = (C2)[B]B, (CY') = 2" (C"[B]B,C)Y,
BB, = C*(B]B,C. O

Definition 2.2.8. Zwe: Bilinearformen 1,8, auf K-Vektorrdumen Vi, Vs
heiffen dquivalent, wenn es einen Isomorphismus L : Vi3 — V, g¢ibt, sodass

Bo(L(v), L(w)) = B1(v,w)  fiir alle v,w € V.

Bemerkung 2.2.9.

1.

Aquivalenz von Bilinearformen ist eine Aquivalenzrelation.

2. Zwei Bilinearformen B1, By auf K" sind genau dann dquivalent, wenn

Sie durch einen linearen Koordinatenwechsel ineinander ibergehen, d.h.
es gibt A € GL,(K), sodass

ﬂQ(Axv Ay) = 51(337 y)

3. Sei char K # 2. Dann ist jede symmetrische Bilinearform B auf V' durch

B(v,v), v € V, bestimmt. Es folgt: symmetrische Bilinearformen 31, B
auf Vi, Vo sind genau dann dquivalent, wenn es einen Isomorphismus
L : Vi — Va gibt, sodass Bo(L(v), L(v)) = B;(v,v).
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Beispiel 2.2.10. Betrachte auf R? die Bilinearformen

s = (5 %) saen =2 (5, 1)

Diese sind symmetrisch, und

2 9 1
Bi(x,x) = a1 — x5 = (x1 +x2) (21 — 22), Ba(z,2) = 5(331562 + z2w1) = 172,
Setze x| = x1 + 9, xh = x1 — x2, dann gilt

Ba(a!,a") = 2wy = (21 + 22) (21 — 22) = By (2, ),

also, fir A = <1 _11> € GLa(R), By(Ax, Ax) = B1(z,x). Daher sind B, und

Ba dquivalent.
Wie erkennt man Aquivalenz an den darstellenden Matrizen?

Satz 2.2.11. Seien 3,89 DBilinearformen auf n-dimensionalen K-
Vektorraumen Vi, Vo mit Basen B1, Bs.
Dann sind (1, By genau dann dquivalent, wenn es eine Matriz C € GL,(K)

gibt, sodass [Bs]B, = C*[B1]5,C

Beweis. Sei L : Vi — Vs, sodass [5(L(v), L(w)) = (v, w) fiir alle v,w € V}
gilt, d.h. die Bilinearformen 3, und 8, 1, : (v,w) = 62( ( ), L(w )) auf V stim-
men iiberein. Sei By = {wy, ..., w,} und setze B} := {L"Y(w1),..., L7 (w,)}.
Dann gilt

[51]31 = [/BQ,L]B{ = [52]327

da S (L™ (w;), L~ wj)) = By(wi, w;). Wir wihlen C' = lidv4 ]y, B, » dann

Ct[61]31c = [ﬁl]Bi = [BalB,

Sei umgekehrt C' € GL,,(K), sodass C*[3]5,C = [B4]B,- Sei B jene Basis von
Vi, sodass C' = [idy;|p; g, d.h. fiir By = {v1,...,v,} ist By = {w1,..., w,},
mit w; = Y - ¢ijv;.

Dann gilt [35]p, = [81]p;, also wihlen wir L : Vi — V5 als den Isomor-
phismus, der die Basis B von V; auf die Basis By von V3 abbildet. Es folgt

Ba(Lwi), L(w;)) = By (wi, wy).
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Bemerkung 2.2.12. Sind zwei Bilinearformen 1, 8y auf Vi, Va dquivalent,
dann unterscheiden sich die Determinanten von [B1]p, und [Bs|p, nur um
etnen quadratischen Faktor in K:

det(C"[3,]p,C) = det(C)* det[B] 5,

Jede Bilinearform auf V' definiert Homomorphismen V' — V*.

Definition 2.2.13. Sei V' ein K-Vektorraum mit einer Bilinearform . Wir
definieren die Abbildungen

Rs:V =V Lg:V >V
UH/B(')U)v UHﬁ(U,')-

Bemerkung 2.2.14.
1. Rg, Lg sind lineare Abbildungen V — V*, da 3 bilinear ist.

2. Die Abbildungen Bil(V, K) — Hom(V,V*), B +— Rg, B — Lg sind Iso-
morphismen von K-Vektorrdumen (siehe Tutoriumsblatt 5 fiir den Fall

Lg).
Die Strukturmatrix [3]p beschreibt auch die linearen Abbildungen Rg, Lg.

Satz 2.2.15. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B,
sei B* die zu B duale Basis von V*, und sei 8 eine Bilinearform aufV. Dann
gilt

(8l = [Rglz.p+, und [Bl5 = [LslB 5~
D.h. die Strukturmatriz [B]p stellt Rg : V. — V* beziiglich der Basen B und
B* dar.

Beweis. Sei B = {v1,...,v,}, dann ist B* = {Ly,...,L,}, wobei L; : V — K
durch L;(vj) = 6;; gegeben ist. Sei [8]p = (asj)1<i,j<n, [R3]B,B* = (bij)1<i j<n,
und [Lg]g B+ = (¢ij)1<ij<n. Dann gilt

B vj) = Rp(v)) Z%Lla

B(vjv ) = Lﬂ(vj) = chle'

=1
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Um b;; zu bestimmen, setzen wir v; in beide Seiten ein. Es gilt
n
aij = B(vi, vj) = Zblel(Uz’) = bij,
=1

aji = Bloj,vi) = Y ey Lav) = cij.
=1

Bemerkung 2.2.16.

1. Insbesondere gilt also: B ist genau dann symmetrisch, wenn Rg = Lg
und genau dann schiefsymmetrisch, wenn Rg = —Lg.

Wir wollen jene Bilinearformen § auf V' charakterisieren, fiir die Rz und
Lg Isomorphismen sind.

2.3 Nichtdegenerierte Bilinearformen und
Orthogonalitét

Definition 2.3.1. Eine Bilinearform B auf einem K-Vektorraum V heifst
nichtdegeneriert, wenn

fiir alle v € V' gilt: wenn B(v,w) =0 fir alle w € V, dann v = 0.
Anderenfalls heifit 5 degeneriert.

Bemerkung 2.3.2. Sei V' ein Euklidischer Raum. Dann ist (-,-) eine nicht-
degenerierte Bilinearform, da (v,v) >0 fir ve V ~ {0}.

Nichtdegeneriertheit ist eine Verallgemeinerung der positiven Definitheit
von inneren Produkten.

Das innere Produkt auf einem endlich-dimensionalen Euklidischen Raum
V induziert einen kanonischen Isomorphismus V' — V*. Gleiches gilt fiir nicht-
degenerierte Bilinearformen.

Satz 2.3.3. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einer Bili-
nearform 3. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. [ ist nichtdegeneriert

2. Lg:V — V* ist ein Isomorphismus
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3. fiir jede Basis B von V ist [5]p invertierbar

Beweis. 1.<2. Dadimg V' = dimg V™, ist Lg genau dann ein Isomorphismus,
wenn Lg injektiv ist.

Sei v € V. Da (v, w) = Lg(v)(w), gilt genau dann f(v,w) = 0 fiir alle
w € V, wenn v € ker Lg. Daher ist 3 genau dann nichtdegeneriert, wenn Lg
injektiv ist.

2.< 3. Sei B eine beliebige Basis von V. Da [8]p = [Lsl p- gilt

[B]p invertierbar < [LB]tB’ p+ invertierbar < [Lg]p p+ invertierbar

& Lg invertierbar.

O]

Korollar 2.3.4. Weitere dquivalente Bedingungen zu 1., 2., 3. aus Satz[2.3.5
sind:

4. Rg:V — V* ist ein Isomorphismus
5. fiir alle w € V' gilt: wenn B(v,w) = 0 fir alle v, dann ist w =0
6. fiir eine Basis B von V ist [B]p invertierbar

Beweis. 4.4 3. Fiir jede Basis B von V gilt [Rg]|p, g+ = [(]B.

4.<5. Analog zu 1.<2.

6.< 3. Die Richtung 3.=6. ist trivial. Fiir die Gegenrichtung, seien B, B’
Basen von V' und sei [§]p invertierbar. Dann ist auch

[8]5 = lidv ] plBlslidv]s, 5
invertierbar. O

Bemerkung 2.3.5. Da Bil(V, K) 2 Hom(V,V*), ist die Wahl einer nichtde-
generierten Bilinearform (8 auf V' nach Satz[2.3.3 dquivalent zur Wahl eines
Isomorphismus Lg : V — V*.

Beispiel 2.3.6. Seien p,q € Ng mit p+ q =n. Auf R" ist die symmetrische
Bilinearform

Bpo(®,y) = y1y1 + - + TpYp — Tpr1Ypt1 = — TptgYptg
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definiert. Wenn q > 0, ist 3, , kein inneres Produkt, da B3, ,(en,e,) = —1 < 0.
Fir die Standardbasis E = {e1,...,en} gilt allerdings

1

-1

Diese Matriz ist invertierbar, also ist 3, nichtdegeneriert. Der R™ mit einer
Bilinearform j3,, , wird oft pseudoeuklidischer Raum genannt. Wir werden se-
hen, dass jede nichtdegenerierte symmetrische Bilinearform auf R"™ dquivalent
zu genau einem By 4 ist.

Wir verallgemeinern den Begriff der Orthogonalitit von inneren Produkten
auf beliebige Bilinearformen.

Definition 2.3.7. Sei 8 eine Bilinearform auf einem Vektorraum V und
v,w € V. Dann heif$t v orthogonal zu w, wenn (v, w) = 0.

Bemerkung 2.3.8. Meistens wollen wir, dass Orthogonalitit symmetrisch in
v und w ist, also (v, w) = 0 genau dann, wenn S(w,v) = 0. Das gilt jedenfalls
fiir symmetrische Bilinearformen, da (v, w) = S(w,v) und fir schiefsymme-
trische Bilinearformen, da dann B(v,w) = — f(w,v).

Tatsdchlich ist Orthogonalitit sogar genau dann symmetrisch, wenn B sym-
metrisch oder schiefsymmetrisch ist (siche Ubung).

Definition 2.3.9. Sei 8 eine symmetrische oder schiefsymmetrische Biline-
arform auf einem Vektorraum V.

1. Eine Menge M C V heifit orthogonal, wenn je zwei verschiedene Vek-
toren v,w € M orthogonal sind.

2. Fine Orthogonalbasis von V ist eine Basis von V', die orthogonal ist.
3. Fir M C 'V heifst die Menge
M+ :={veV|pw,w) =0 firalew € M}
der Orthogonalraum von M.

Bemerkung 2.3.10.
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1. Der Orthogonalraum M ist ein Untervektorraum von V. Fir einen
Untervektorraum W C V ist jedoch auch im endlich-dimensionalen Fall
W nicht immer ein Komplement von W.

2. Sei B =0 die triviale Bilinearform. Dann M+ =V fiir alle M C V.

3. Wenn mehr als eine Bilinearform zugleich betrachtet wird, schreiben wir
M8, M*82 ... wm die Orthogonalriume zu unterscheiden.

Beispiel 2.3.11. Sei V = R? und W = Spanng(v1,v2), wobei vy = (1,0, 1),
Vg = (0, 1,0) evV.

1. Die Bilinearform Bq 1 (x,y) = m1y1 + T2y2 — 23y3 auf V ist nichtdegene-
riert, aber die Einschrinkung By 1 |w ist degeneriert: Es gill

Boi(vi,v1) =14+0—-1=0 und By;(vi,v2) =0+0+0=0,
also, fir w = aijv] + agve € W,
Ba(v1,w) = a1B2,1(v1,v1) + az By (v1,v2) = 0.

Wir sehen: die Einschrinkung einer nichtdegenerierten Bilinearform auf
einen Untervektorraum kann degeneriert sein. Genauere Untersuchung:
sei By = {v1,v2} die Basis von W. Wir erginzen By zu einer Basis
By = {vy,va,v3} von V, wobei vs = (0,0,1). Dann gilt

0 0 -1 0 0
ol = (0 10 ) €GLaK), Baalwle = () 1) ¢ GLa(E)
-1 0 1

2. Seien By, By wie oben, und B(z,y) := v122 + 22y2 auf R3. Dann

# GLa(K). 3lwls, = (g ) € GLa(K).

o O O

1 0
[ﬁ]B2 =101
0 0

Daher ist 5 degeneriert, aber B |w nichtdegeneriert.

Satz 2.3.12. Se:i V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit einer sym-
metrischen oder schiefsymmetrischen Bilinearform B. Sei W C V' ein Unter-
vektorraum. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Einschrinkung B |w ist nichtdegeneriert,
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2. Wnw+ = {0},
5. V=Waewt
Beweis. 1.<2. Es gilt
WAWt={veW| B w) =0 fir alle w € W}.

Daher ist 3 |y genau dann nichtdegeneriert, wenn W N W+ = {0}.

3.=2. trivial, da genau dann V = W & WL, wenn V. = W + W+ und
W nw = {0}.

2.= 3. Wir miissen noch zeigen, dass V = W + W, Betrachte die lineare
Abbildung

oW =W
w— Lg(w)|lw = B(w,)|lw : W = K.

Sei w € W. Dann ist w € ker ® genau dann, wenn S(w,v) = 0 fir alle v € W,
also ker ® = W N W+ = {0}. Daher ist ® ein Isomorphismus W — W*.
Sei v € V. Dann ist auch

Lg()lw = B(v,)lw : W = K,

eine lineare Abbildung, also Lg(v)|w € W*, und somit Lg(v)|lw = ®(w) fiir
ein w € W. D.h., fiir alle w’ € W gilt

Blv,w') = Ly(w)lw(w') = B(w)(w') = La(w)|w (w') = Blw, w'),

und daher B(v — w,w’) = 0 fiir alle w’ € W. Daher ist v — w € W+, und
v=w+(v—w) €W+ W O

Satz 2.3.13. Sei B eine nichtdegenerierte symmetrische oder schiefsymme-
trische Bilinearform auf einem K-Vektorraum V, und sei W ein Unterraum
von V. Dann qilt

1. dimg V = dimg W + dimg W+,

2. WHt =w,

3. Blw ist genau dann nichtdegeneriert, wenn B |y . nichtdegeneriert ist.
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Beweis. Zu 1. Wir betrachten die lineare Abbildung
OV W
v Lg()lw = Bv,)lw : W — K.
Es gilt
ker® = {v € V | B(v,w) = 0 fiir allew € W} = W+,

Weiters ist @ surjektiv: sei L € W*und B = {v1,...,v,} eine Basis von
W. Wir ergénzen B zu einer Basis B = {v1,...,Um,Um+1,---,Vn} von V.

Definiere L € V* durch

Lo fir1<i<
L) = H0) mwlsism
0 firm+1<i<n.

Dann gilt L|y = L. Da B nichtdegeneriert ist, ist Lg : V — V* ein Isomor-
phismus, also L = Lg(v) fiir ein v € V. Es folgt ®(v) = Lg(v)|w = L.
Nach dem Homomorphiesatz induziert ® einen Isomorphismus

V/Wt=wr,
also dimg V — dimg Wt = dimg W* = dimg W.
Zu 2. Da
(WHt ={ve V| w) =0 fir alle w € W},
folgt sofort W C (W)L, Weiters gilt
dimg (W)t = dimg V — dimg W = dimg W,
also folgt W = (W+)+.

Zu 3. Da W = (WH)L gilt Wn W+ =Wt n (W)L, und die Aussage
folgt aus Satz[2.3.12 O
Beispiel 2.3.14. Wir betrachten wieder die Bilinearform (21 auf R3, ge-
geben durch B2 1(x,y) = z1y1 + T2y2 — x3y3. Sei W = Spanng(vi,ve) mit
v = (1,0,1), va = (0,1,0), dann haben wir bereits gesehen, dass [f21 mnicht-
degeneriert, aber [Ba1|w degeneriert ist.

Wir berechnen W+: Fiir x € R gilt genau dann x € W, wenn

0=/po1(x,v1) =21 — 23

0= B2,1(x,v2) = x2.

Daher folgt W+ = Spanng(v1). Es gilt (wie erwartet) dimg V = dimg W +
dimg W, aber nicht V.=W & W+, da W- C W.
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Fiir alternierende Bilinearformen f3, die nicht konstant 0 sind, kann es keine
Orthogonalbasen geben: wére {v1,...,v,} so eine Orthogonalbasis, dann gilt
B(vi,vj) = 0 fiir alle ¢ # j. Da [ alternierend ist, folgt auBerdem 5(v;,v;) =0
fir alle 1 <i <mn, also 8 =0.

Im symmetrischen Fall gilt jedoch folgendes.

Satz 2.3.15. Seichar K # 2, sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum
und B eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann gibt es eine Orthogonal-
basis B von V.

Beweis. Beweis durch Induktion iiber n = dimg V. Fiir n = 0 ist die leere
Menge eine Orthogonalbasis, fiir n = 1 ist jede Basis eine Orthogonalbasis.
Sei n > 2 und gelte die Aussage fiir alle V, 5 mit dimg V <mn — 1.

Falls 5 = 0, die Nullabbildung, ist, ist jede Basis von V eine Orthogonalba-
sis. Sei 5 # 0. Da 3 vollsténdig durch die Werte (v, v) fiir v € V bestimmt ist
(Lemma [2.1.4)), gibt es v1 € V mit 5(v1,v1) # 0. Setze W := Spanng (v1). Da
B(v1,v1) # 0, ist B | nichtdegeneriert, also V = WaW+. Dadim W+ = n—1,
und da S |1 auch symmetrisch ist, gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine
Orthogonalbasis {vs, ..., v,} von W+. Dann ist {vy,...,v,} eine Orthogonal-
basis von V. 0

Bemerkung 2.3.16.

1. Sei B = {v1,...,v,} eine Orthogonalbasis von V. Dann gilt

ﬁ(vla Ul)
Bl =
B(Umvn)

2. Insbesondere folgt auch die Umkehrung von Satz[2.5.15: wenn V eine

Orthogonalbasis hat, ist B symmetrisch.

3. Insbesondere ist B genau dann nichdegeneriert, wenn [B(v;,v;) # 0 fiir
1 <1< n.

4. Im Gegensatz zu euklidischen Rdumen, existieren nicht immer Ortho-
normalbasen, also Orthogonalbasen B wvon V. mit (v, v;)) = 1 fir
1 < i < n (siehe ﬁbung}. Um eine Orthogonalbasis zu mormieren,
missen in K Quadratwurzeln aus B(v;,v;) existieren, also Lisungen zu

X2 = ﬂ(Uz‘,Ui).

Korollar 2.3.17. Sei char K # 2 und A € M(n,n; K) symmetrisch. Dann
gibt es eine Matriz C € GL,(K), sodass C*AC eine Diagonalmatriz ist.
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Beweis. Sei F die Standardbasis von K" und B eine Orthogonalbasis von K"
beziiglich der Bilinearform 8% (z,y) = 2'Ay. Dann ist [35]p eine Diagonal-
matrix, und

(8315 = lidkn ] 5 - [B4]E - idkn] e = [[dxn ] g - A - [idkn] 5,6
O

Bemerkung 2.3.18. Um C und die Diagonalmatrizc D = C*AC zu berech-
nen, kann man gleichzeitig Zeilen- und Spaltenumformungen anwenden. Zur
Erinnerung: elementare Zeilenumformungen von A ergeben sich durch Multi-
plikation von links mit Elementarmatrizen E.

1. Addition des \-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile: I, + AE;; (I, mit
Eintrag X an Stelle (i,7))

2. Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile: Multiplikation mit T;; (I, mit
i-ter und j-ter Zeile vertauscht)

Elementare Spaltenumformungen sind Zeilenumformungen von A, und da
(EAY = AE!, ergeben sich diese durch Multiplikation von links mit Et. Wenn
wir A durch simultane Anwendung derselben Zeilen- und Spaltenumformungen
diagonalisieren kénnen, ergibt sich also

D=E. - E'AE,-- - E, = (Ey-- E)'A(Ey--- Ey), alsoC =E--Ej,.

Wir erhalten folgendes Verfahren: wende simultan Zeilen- und Spaltenum-
formungen auf A an, um eine Diagonalmatriz D zu erreichen (dabei ist uner-
heblich, ob zuerst die Zeilen- oder die Spaltenumformung durchgefihrt wird).
Wende die Spaltenumformungen auflerdem auf I, an, um C zu erhalten.

Beispiel 2.3.19. Wir suchen C € GLo(Q), sodass CtAC' eine Diagonalmatriz
1st, wobet
(0 1/2
A= (1/2 0 ) :
Wir formen um

(e ) (1) =Gl )60 =60 ) ()
- 4)G )
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Also gilt C*AC = D, fiir

Siehe auch Beispiel |2.2.10

2.4 Quadratische Formen

Wir haben reelle quadratische Formen auf R” als Funktionen @ : R® — R der
Form

Q(Q?) = Z CijXiZj, Cij € R,

1<i<j<n

definiert. Nun betrachten wir quadratische Formen auf beliebigen K-
Vektorraumen, fiir char K # 2.

Definition 2.4.1. Sei char K # 2 und V' ein K-Vektorraum. Fine quadrati-
sche Form auf V ist eine Funktion Q : V — K, sodass

1. Q(av) = a®>Q(v) fir allev eV, a € K,

2. Die Funktion Bg:V xV — K,
1
Bo(v,w) = S(Qv +w) — Qv) - Q(w))
ist eine Bilinearform auf V.

Bemerkung 2.4.2.

1. Die Bilinearform B¢ ist symmetrisch.

2. Es qilt
Qlv+w)=QW) + Q(w) + QﬁQ(v, w). (2.2)
Lemma 2.4.3. SeiQ : V — K eine quadratische Form aufV und vy, ..., v, €
V. Dann gilt

Qi+ +wvy) =Qv1) + -+ Qvy) +2 Z Bao(vi,v;).

1<i<j<n
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Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 1 klar. Gelte die Aussage fiir n — 1 Sum-
manden. Dann gilt mit (2.2) und der Induktionsvoraussetzung

Q(Ul + -+ Un) = Q('Ul + -+ fUnfl) + Q(Un) + 25@(”1 + -+ Unflavn)
=Q)+-+Qun1)+2 D Bolviv)+Qun) +2 > Bolvi,vn)

1<i<j<n—1 1<i<n

:Q(U1)+"‘+Q(Un)+2 Z BQ(UZ"U]')'

1<i,j<n
O

Wenn char K # 2, sind symmetrische Bilinearformen und quadratische
Formen auf einem K-Vektorraum V' im Wesentlichen dasselbe.

Definition 2.4.4. Sei V ein K-Vektorraum.

1. Wir bezeichnen den Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen auf
V' mit Bilgym (V, K).

2. Sei char K # 2. Wir bezeichnen den Vektorraum der quadratischen For-
men auf V mit Quad(V).

Bemerkung 2.4.5. Beide dieser Mengen sind tatsdichlich Vektorrdume mit
punktweiser Addition und Skalarmultiplikation. In den Ubungen haben wir im
Fall dimg V = n < oo gezeigt, dass dimg Bilgym (V, K) = n(n +1)/2.

Satz 2.4.6. Seichar K # 2 und V' ein K-Vektorraum.
1. Sei B € Bilsym(V, K). Dann ist

Qg:V—>K
v = B(v,v)

eine quadratische Form auf V.
2. Die Abbildungen

¢ : Quad(V) — Bilgym (V, K) VU : Bilgym(V, K) = Quad(V)
Qg B—Qp

sind zueinander inverse Isomorphismen.
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Beweis. Zu 1. Fir g € Bilgym(V, K) gilt

Qplav) = Bav,av) = aQﬁ(v,v) = aleg(v).

Weiters gilt

1
Bo,w) = L (B +w,0 -+ w) — B(v,v) ~ Blw, w)
1
= 5(Qp(v+w) = @p(v) = Qp(w)) = Bg, (v, w),
also ist B¢ 5 = B bilinear.
Zu 2. Die Abbildungen ®, ¥ sind K-linear (nachrechnen). Wir haben so-

eben gesehen, dass (¢ o ¥)(8) = B, = B fiir alle § € Bilyym(V, K) gilt, also

(I) (6] ‘1’ = idBﬂsym(V,K)'
Sei umgekehrt @ € Quad(V'), dann gilt

1
Qp,(v) = Bo(v,v) = 5(Q2v) = 2Q(v)) = Q(v),
also QgQ = @, und somit (Vo ®)(Q) = Q, also ¥ o & = idquad(v)- O
Dadurch, dass wir quadratische Formen mit Bilinearformen identifizieren,
konnen wir sie beziiglich einer Basis B von V auch wieder durch Matrizen

darstellen.

Definition 2.4.7. Sei () ecine quadratische Form auf einem endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V. Sei B eine Basis von V. Die Q beziiglich
B darstellende Matrix [Q]p € M(n,n; K) ist die Strukturmatriz von Bg
beziiglich B, das heift

Q] = [Bgle € M(n,n; K).
Bemerkung 2.4.8.
1. Da B¢ symmetrisch ist, ist auch [Q]p symmetrisch.

2. Sei B=A{v1,...,v0,} und v=1x101 + -+ + v, € V. Dann gilt

Beweis: Q(v) = Bg(v,v) = 2'[Bg]pr = 2'[Q]px.
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3. Sei B ={v1,...,v,}. Dann gilt
[Q]B = (aij)lgi’jgn wobez’ Qi = Q(’UZ) und aij = B@(’UZ', ’Uj) fii?“ 7 75 j

Beweis a;j = Bg(vi,vj) fir alle ,7, da [Q]p = [Bgls, und Bg(vi,vi) =
Q(vi).

In Koordinaten beziiglich einer fixen Basis sehen alle quadratischen For-
men wie quadratische Polynomfunktionen aus.

Satz 2.4.9. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und Q : V — K

eine Funktion. Sei B = {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. Q ist eine quadratische Form
2. Es gibt ¢;; € K, sodass
Q(.I1U1 + -+ anvn) = Z CijTiTj
1<i<j<n

fir alle z1,...,z, € K gilt.
Beweis. 1.=2. Sei [Q]p = (aij)i<i,j<n- Sel v = x1v1 + - - + 2pvy,. Dann gilt

Q) = 2'[Qlpz = Z ;i T;T;.

1<i,j<n
Da z;x; = z;z;, und a;; = aj;, setzen wir
Qi flir i = ]
Cij = v .
2a;; fiir i < j.

Dann folgt Q(v) = 31 << <y, CijTiT;-
2.=1.Sei v =ux1v1 + -+ + xpv,. Dann gilt

Q(v) = Z CijTiTj = Z aijxixj:xtAQa;,

1<i<j<n 1<i,j<n
wobei

€12 Cln
‘i 5t o Cij L
az o 5 wenn 1 < J
2 .
Ag = (a5) := : . ,  dh.oag;i=<¢; wenni=j
. . Cji . .
cin . 5+ wenn ¢ > j.

2 nn

(2.3)
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Definiere die Bilinearform g auf V' wie folgt: fiir x = x1v1 + - - - + Tpvp, sei

Bv,w) = z'Agy.

Dann gilt Q(v,v) = 2 Agz = B(v,v), also ist @ eine quadratische Form und
Bgo = 0. O

Bemerkung 2.4.10. Der Fall V = R", und B die Standardbasis, zeigt, dass
unsere beiden Definitionen von quadratischen Formen auf R™ tibereinstimmen.

Beispiel 2.4.11. Auf K3 betrachte die quadratische Form
Q(x1, 2, 3) = 23 + 2129 + 3.

Beziiglich der Standardbasis E gilt

= o O

und B¢ st gegeben durch

Bo(z,y) = 2'[Qlpy = z1y1 + T1y2 + T2y + T35

Viele Aussagen iiber quadratische Formen werden nun direkt aus bereits
bewiesenen Aussagen iiber Bilinearformen folgen. Zum Beispiel wissen wir
bereits, wie sich die Strukturmatrizen von Bilinearformen beziiglich verschie-
dener Basen verhalten.

Satz 2.4.12. Sei Q eine quadratische Form auf einem endlich-dimensionalen
K-Vektorraum V. Seien By, By zwei Basen von V. Dann gilt

[QlB, = lidv]g, 5, (@], idv]B,,B,-

Beweis. Es gilt [Q]p, = [Bg]s, und

[BolB, = lidv]s, 5, B0l idv]B,,B, -
0

Definition 2.4.13. Seien K-Vektorrdume Vi, Vo mit quadratischen Formen
Q1,Q2 gegeben. Dann heiffen Q1 und Qo Aquivalent, wenn es einen Isomor-
phismus L : Vi — Vo gibt, sodass Q20 L = Q1.
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Satz 2.4.14. Zwei quadratische Formen Q1, Qo auf K-Vektorraumen Vi, Vo
mit dimg V) = dimg Vo < oo und Basen By, By sind genau dann dquivalent,
wenn es C' € GL,(K) gibt, sodass

[Q2]3, = C'[Q1]5,C.

Beweis. Die Gleichung Q2 o L = Q1 gilt genau dann, wenn

B, (L(v), L(v)) = Bg, (v,v).

Da Bq,,Bq, symmetrisch sind, ist das dquivalent dazu, dass B, und B,
dquivalent sind. Da [Qi], = [Bg,]B,, folgt der Satz sofort aus Satz[2.2.11} [

Bemerkung 2.4.15. Im Beweis haben wir insbesondere gezeigt: Quadratische
Formen Q1, Q2 sind genau dann dquivalent, wenn die Bilinearformen g, Bg,
dquivalent sind.

Definition 2.4.16. Sei Q : V — K eine quadratische Form auf einem
endlich-dimensionalen K -Vektorraum V. Die Diskriminante von @, geschrie-
ben discr(Q), ist die Determinante einer darstellenden Matrix, betrachtet mo-
dulo Quadrate in K ~ {0}. (Das heifit, Zahlen ¢ und cd?, die sich nur um
einen quadratischen Faktor d?, mit d € K ~ {0}, unterscheiden, werden als
gleich betrachtet.)

Bemerkung 2.4.17.

1. Fiir Basen By,By von V gilt [Qlg, = C'Q]p,C, also det[Q]p, =
(det C)? det[Q]p,. Daher hingt die Definition der Diskriminante nicht
von der Wahl der Basis ab.

2. Aquivalente quadratische Formen haben dieselbe Diskriminante. Das

folgt aus Satz[2.4.1]

Beispiel 2.4.18. Wir betrachten auf K? die quadratische Form
Q(z,y) zaaz2—|—bxy—|—cy2, mit a,b,c € K.

Fiir die Standardbasis E von K? gilt also

Qle = <b?2 bf) ;

also folgt discr(Q) = ac — b*/4 = 4ac — b2.
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Satz 2.4.19. Seichar K # 2 und V ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum.
Sei Q eine quadratische Form auf V. Dann gibt es eine Basis B = {v1,...,v,}
von V', sodass @ die Form

n

Q(xiv1 + -+ xpvy) = Zaix?, mit a; = Q(v;) € K,
1=1

hat.

Beweis. Nach Satz hat V eine Orthogonalbasis B = {vi,...,v,}
beziiglich der Bilinearform . Dann gilt
Bo(v1,v1) Q(v1)
Qs = [Bgls = =
5@(”717”71) Q(vn)
Es folgt

Q(zro1 + -+ + zpvp) = 2'[Qlpz = Y Qvi)a}.

Bemerkung 2.4.20.

1. Wir nennen eine Basis B wie im Satz auch eine Orthogonalbasis von
V' beziiglich Q). Wir nennen eine Darstellung von @ wie im Satz eine
Diagonalisierung von Q.

2. Wenn B = {v1,...,v,} eine Orthogonalbasis von V beziglich Q ist, gilt
discr(@Q) = Q(v1) - - - Q(vy).
Fiir quadratische Formen auf K™ ergibt sich folgendes.

Korollar 2.4.21. Sei char K # 2 und
Q)= Y cymn;
1<i<j<n

eine quadratische Form auf K™. Dann gibt es ay,...,a, € K mit discr(Q) =
aj - - ay, sodass QQ dquivalent zur quadratischen Form

n

Q) =3 a?

=1

1st.
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Beweis. Sei B = {v1,...,v,} eine Orthogonalbasis von K" beziiglich ¢ und
A = [idgn]|p g die Matrix des Basiswechsels von B zur Standardbasis £. Dann
folgt

Q(Az) = Q(z1v1 + - - - + T5vp),

und die Aussage folgt aus Satz O

Beispiel 2.4.22. Wir diagonalisieren die quadratische Form
Qz,y,2) =zy +2xz+yz

auf K3. Beziiglich der Standardbasis E gilt

0 1/2 1/2
Qle=(1/2 0 1/2
12 1/2 0

Wir bestimmen C € GLy,(Q) und eine Diagonalmatriz D € M(n,n; K), sodass
C!'Q]gC = D durch simultane Zeilen- und Spaltenumformungen, und erhalten

1 -1 -1 1 0 0
c=1|1 1 -1}, D=0 -1 O
0 0 1 0 0 -1

Siehe Tutorium 6 fir ein dhnliches Beispiel. Daher folgt
Q(Cx) = 2*(C'[Q)pC)z = 2' D,

also

2 2

Qz—y—z,x+y—z2) =2*—y>— 22
Insbesondere gilt discr(Q) = 1.

Definition 2.4.23. Sei Q) eine quadratische Form Q) auf einem K -Vektorraum
V.

1. Q heift nichtdegeneriert, wenn die Bilinearform B¢ nichtdegeneriert ist.
Ansonsten heiffit QQ degeneriert.

2. Q heifit isotrop, wenn es v € V . {0} gibt, sodass Q(v) = 0.
Bemerkung 2.4.24.

1. Natiirlich gilt immer Q(0) = 0.
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2. Isotropie von Q hingt nur von der Aquivalenzklasse von Q ab.

Beweis: sei Qa0L = Q1 und @y isotrop. Dann gibt es x # 0 mit Q1(x) =
0. Da L ein Isomorphismus ist, gilt auch L(x) # 0, und Qa2(L(x)) = 0.
Wir haben gezeigt: Q)1 isotrop = Q2 isotrop. Durch Vertauschen der
Rollen von Q1 und Qo folgt die Aquivalenz.

3. Sei dimg V < oo. Dann ist Q genau dann nichtdegeneriert, wenn [Q|p
fiir eine Basis B invertierbar ist.

4. Sei dimg V. < oo. Dann ist Q genau dann nichtdegeneriert, wenn

discr @ # 0.
5. Nichtdegeneriertheit hingt auch nur von der Aquivalenzklasse von Q ab.

6. Jede degenerierte quadratische Form ist isotrop.
Beweis: Sei [ degeneriert, dann gibt es v € V N\ {0} mit Q(v) =
BQ(U, v) = 0.

Satz 2.4.25. Sei char K # 2 und Q eine quadratische Form auf einem K-
Vektorraum V' mit dimg V = 2. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. @ ist nichtdegeneriert und isotrop
2. diser Q = —1 (modulo Quadrate # 0)

3. Es gibt eine Basis B von V', sodass

@s=(y )

Beweis. 1.=2. Sei B = {v1,v2} eine Orthogonalbasis von V' beziiglich @, also
Q(zv1 + yva) = az® + by,

mit a,b # 0, da @ nichtdegeneriert ist. Da @ isotrop ist, gibt es xg,y0 € K,
(zo,y0) # (0,0), sodass

az + byg = Q(zov1 + yova) = 0. (2.4)

Es folgt zg,y0 # 0, und b = —a(z0/y0)?. Also

2
discr Q = ab = —a? <$U> =—1.
Yo
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2.=3. Sei wieder B = {vj,v2} eine Orthogonalbasis, also gilt (2.4) fiir
a,b € K. Da discrQ = —1, gibt es u € K ~ {0}, sodass abu? = —1, also

1
Q(zv1 + yva) = ax® — —2x2.
au

Wir ersetzen B durch die Orthogonalbasis B’ = {v1, uva}, sodass

Q=5 _))):

1 1 1 1
Qlavr + yurz) = az = —y* = a(e® — —y) = a(w — _y)(w + ~y)

= (e~ y)(a + 9) = (&'~ )& +y) =%~y
wobei
(0@ = )= () =6 ) C)

Beide Matrizen haben Determinante 2, sind also invertierbar. Sei

—1
1 -1 -l
A = (aijhi<ig<e = (1 1/a> <1 1>’

und B” = {w1,wa}, mit wy = aj1v; + aguve, we = ajava + aguva, d.h.
[idy]|pr pr = A. Dann gilt 2'wy + y'ws = xv1 + yuvs, also

Q(z'w1 +y'ws) = Q(zvr + yuvs) = 2" —y.

Qlpr = <(1) _01> :

3.=1. Sei B = {v1,v2}. Da [Q]p invertierbar ist, ist @) nichtdegeneriert,

und da z.B.
Q(v1 +v2) = (1 1) <(1) _01> <1> —12_12 = 0,

ist @) isotrop. O

Daher folgt

Beispiel 2.4.26. Die Quadratische Form Q(z,y) = ax? + bxy + cy? auf K>
hat Diskriminante discr Q = ac — b%/4 = 4ac — b?. Daher ist Q
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1. genau dann nichtdegeneriert, wenn b*> — 4ac # 0,

2. genau dann isotrop, wenn b*> — 4ac ein Quadrat in K ist,

3. genau dann nichtdegeneriert und isotrop, wenn b> — 4ac ein Quadrat in

K ~ {0} ist.

Uber R haben Sie in der Analysis Ableitungen definiert. Mann kann Ab-
leitungen auch fiir Polynome iiber beliebigen Kérpern rein formal definieren.
Definition 2.4.27. Die formale Ableitung auf K[X] ist die K-lineare Abbil-
dung

0

o KX = K[X]

n n
;0 Cwvie
p= ‘ZaiXZ — 73‘?; = Zmin L
1=0 =1
Bemerkung 2.4.28.

1. Diese Definition hat mnichts mit Grenzwerten zu tun, stimmt aber
natirlich fiir Polynomfunktionen iber K = R mit der Ableitung aus
der Analysis tberein.

2. Sei 'V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B = {vi,...,v,}
eine Basis von V. Wir konnen eine quadratische Form @ : V — K nach
allen Koordinaten partiell ableiten und erhalten so lineare Abbildungen
V — K: sei

Q(xiv1 + -+ + xpvp) = Z CijTiT;.

1<i<j<n

Dann

8@(x1v1+---+xnvn)_ 8 o
52 Gog 2 Ciatita

1<i<j<n

= Z CikXi + 2cppTE + E CkjTj.

1<i<k k<j<n

Beispiel 2.4.29. Sei Q(x,y) = ax? 4 bry + cy? auf K2. Dann gilt

9Q(z,y)
——= = 2ax +

. ax + by
7( Y) = bx + 2cy.

0y
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Satz 2.4.30. Seichar K # 2 und V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum
mit einer quadratischen Form Q. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. @ ist nichtdegeneriert

2. Es gibt keine Basis B = {v1,...,v,} von V, beziiglich der sich Q als
Polynom in n — 1 Variablen schreiben lisst, also

Q(xlvl + -+ $nUn) == Z cijxixj, (2.5)
1<i<j<n—1

3. Fiir jede Basis B = {vi,...,v,} von V ist x = 0 € K" die einzige
Lésung des linearen Gleichungssystems

0Q(z1v1 + -+ xpvy) , o OQ(x1v1 + - + THUy)

= 0.
(2.6)
Beweis. 2.=1. Sei B = {v1,...,v,} eine Orthogonalbasis von V. Dann gilt

ay

Qls = :

Gn

mit a; € K und Q(z1v1 + -+ + Tpvy) = Yoty a;z2. Wenn a; = 0 fiir ein
i gilt, dann kénnen wir (durch Vertauschen von v; und v,) annehmen, dass
i = n. Also ist Q(z1v1 + -+ + Tpvn) = Yo7 a;z? ein Polynom in n — 1
Variablen, was ausgeschlossen war. Daher folgt a; # 0 fiir alle 4, und daher
discr@Q =aq---ap # 0.

1.=2. Wir nehmen an, dass 2. nicht gilt, und zeigen, dass () dann de-
generiert ist. Sei B = {v1,...,v,} eine Basis von V fiir die (2.5) gilt. Sei

v=2x1v1 + -+ xpv, € V. Dann gilt Q(v,) = 0 und

Qv+wv,) = Z cijrizy = Q(v),

1<i<j<n—1

also

(Q(v +vn) — Q(vy) — Q) = 0.

DO | —

BQ(Unv U) =

Wir haben gezeigt, dass B¢ (vn,v) = 0 fiir alle v € V, also ist 3 degeneriert.
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1.<3. Sei B = {v1,...,v,} eine Basis von V und schreibe

Qv+ +apv) = D cyminy,
1<i<j<n

also

0Q(z1v1 + - -+ + THvp)
a:(}k

(:E):(Clk Cre Ch—1k 2¢cLk Ck+1,k an:)'x'

Also ist z = 0 genau dann die einzige Losung zu (2.6]), wenn die Matrix

2c11 €12 -+ cCin

co1 2c22 -+ Cop
C =

Cnl Cn2 ' 2cpn

invertierbar ist. Allerdings gilt, fiir die Matrix Ag aus (2.3), dass C = 24 =
2[Q] B, und daher det C' = 2™ discr Q. O

2.5 Symmetrische Bilinearformen und
quadratische Formen iiber R

Definition 2.5.1. Sei V' ein R-Vektorraum und B eine symmetrische Biline-
arform auf V.

1. B heifit positiv definit, wenn S(v,v) > 0 fir alle v € V ~ {0}.

2. B heifit negativ definit, wenn B(v,v) < 0 fir alle v € V ~ {0}.
Sei A € M(n,n;R) eine symmetrische Matriz.

3. A heifst positiv definit, wenn ' Az > 0 fiir alle z € R™ . {0}.

4. A heifst negativ definit, wenn x'Ax < 0 fiir alle x € R™ ~. {0}.
Bemerkung 2.5.2.

1. Sei B eine Basis von V. Dann ist 8 genau dann positiv (bzw. negativ)
definit, wenn [B)p positiv (bzw. negativ) definit ist.

2. FEine symmetrische Bilinearform auf V ist genau dann positiv definit,
wenn sie ein inneres Produkt auf V ist.
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Lemma 2.5.3. Sei V' ein R-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform (3,
und sei {v1,...,v,} eine Orthogonalbasis von V beziiglich 5. Dann gilt

B positiv definit < [(vi,v;) > 0 fir alle 1 <i <n.

Beweis. =: trivial
<: Sei v =x1v1 + -+ + xR, € V {0}, also x; # 0 fiir ein 7. Dann gilt

B(U,U) = .T% 5(“1)”1) +oe +:U721/8(Umvn) > 0.
]

Lemma 2.5.4. Sei A € M(n,n;R) symmetrisch, C € GL,(R), und D =
diag(dy,...,d,) eine Diagonalmatriz, sodass C*AC = D. Dann gilt

A positiv definit < d; > 0 fiur alle 1 < i <n.

Beweis. Die Spalten ci,...,¢, von C bilden eine Orthogonalbasis von R"
beziiglich der Bilinearform 8 4(x,y) = x'Ay. In der Tat gilt ¢; = Ce;, wobei
e; der i-te Einheitsvektor ist. Daher

d; wenni=j

Balci,cj) = C’Z?ch = egDej =
0 sonst.

Die Aussage folgt sofort aus Lemma [2.5.3] O

Wir zeigen weitere Kriterien fiir die positive Definitheit von symmetrischen
Matrizen.

Definition 2.5.5. Sei A = (aij)i1<ij<n € M(n,n;K) und 1 < k < n. Der
k-te fithrende Hauptminor von A ist die Determinante der Teilmatriz A% =

(aij)i<ij<k € M(k,k; K).

Satz 2.5.6. Sei A € M(n,n;R) symmetrisch. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. A ist positiv definit,
2. Alle Figenwerte von A sind > 0,

3. Alle fiihrenden Hauptminoren von A sind > 0.
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Beispiel 2.5.7. Wir weisen nach, dass die Matriz

2 -1 -1
A=1[-1 1 0
-1 0 2

positiv definit ist, die Bilinearform
(z,y) = ' Ay = 2z1y1 — 212 — Tay1 + Toy2 — T1Y3 — T3Y1 + 2T3Y3
also ein inneres Produkt auf R3 ist. Es gilt

det AN =20

2 -1

(2) —
det A\ = ‘_1 1

’:2—1:1>0
-1 -1

2 -1
1 0 =-142=1>0.

(3) — - _1.
det A det A 1 ‘ 1 1‘

[+
Beweis. (von Satz[2.5.6) 1.<2. Laut Matrixversion des Spektralsatzes gibt es
U € SO(n) € GL,(R), sodass

A
U'AU = =: D,

wobei Ap, ..., A, die Eigenwerte von A (mit geometrischer Vielfachheit) sind.
Damit folgt die Aussage aus Lemma [2.5.4]

1.=3. Sei AW = (a;;)1<ij<r € M(k,k;R). Sei A positiv definit. Fiir
z € R* < {0} gilt dann

ot ARy = (act 0) A (US) > 0.

Also ist A®) positiv definit. Da 1.<2. bereits bewiesen ist, sind alle Eigenwerte
von A% positiv, also auch det A®) > 0.

3.=1. Firl <k < n,sei V} := Spanng(e1,...,er), wobei E = {e1,...,e,}
die Standardbasis von R" ist.

Sei g = 55 die durch A dargestellte Bilinearform, d.h. B(e;, e;) = a;j.
Dann stellt A®) die Einschriinkung 3 lv, dar, d.h.

Ak) — 3 |V,€]{e1 ..... ep}
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Wir zeigen per Induktion iiber &, dass alle Einschrénkungen 3|y, positiv de-
finit sind, also auch 8. Fiir k = 1 gilt AV = aq; = detay; > 0, also ist 3 vy
positiv definit.
Sei also |y, _, positiv definit. Dann ist 5|y, _, insbesondere nichtdegene-
riert, und daher
Vi=Vi_1® ijll‘

(Hier bezeichnet V,j_ , den Orthogonalraum von Vi_1 C V;, in Vj, beziiglich der
Bilinearform S |y, .)

Sei By_1 = {v1,...,vx_1} eine Orthogonalbasis von V;_; und vy € V,j;l ~
{0}. Dann ist By = {v1,...,vk_1,v;} eine Orthogonalbasis von Vj. Da S|y, _,
positiv definit ist, folgt

B(vi,v;) >0 fir 1 <i<k-—1.

Weiters gilt
6(01 ) Ul)
[/B |Vk]Bk == .. )

B(vx, vk)

also discr B |y;, = B(vi,v1) - - - B(vg, vg). Da auBerdem discr 3 |y;, = det AK) >
0, folgt
0 < det A®) = 2 B(v1,v1) - - - B(vg, vk),

fiir 0 # c € R. Da
¢ Bvr,vr) -+ B(vg—1,vp-1) > 0,

folgt auch B(vg,vg) > 0, also ist 3 |y, positiv definit. O

Bemerkung 2.5.8. Sei 8 eine symmetrische Bilinearform auf einem R-
Vektorraum V.

1. B ist genau dann negativ definit, wenn —f positiv definit ist.
2. Sei {vi,...,vn} eine Orthogonalbasis von V' beziglich 3. Dann gilt

B negativ definit <= B(v;,v;) <0 fir alle 1 <i < n.

Korollar 2.5.9. Sei A € M(n,n;R) symmetrisch. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

1. A ist negativ definit
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2. Wenn C*AC = D, mit C € GL,(R) und einer Diagonalmatriz D =
diag(dy,...,d,), dann gilt d; < 0 fir alle 1 <i<mn

3. Alle Eigenwerte von A sind < 0.

4. Die fiihrenden Hauptminoren von A sind abwechselnd negativ und posi-
tiv: (—1)* det A®) >0 fir 1 <k <n.

Beweis. 1. ist dquivalent zur positiven Definitheit von —A.

1.&2. folgt aus Lemma da C'AC =D & CY-A)C = —D.

1. 8. folgt aus Satz da die Eigenwerte von —A genau —\;, fiir \;
die Eigenwerte von A, sind.

1. 4. folgt auch aus Satz da det(—A)*) = (—=1)% det A, O

Symmetrische Bilinearformen iiber C haben eine sehr einfache Normal-
form.

Satz 2.5.10. Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und 5 eine sym-
metrische Bilinearform auf V. Dann gibt es eine Basis B von V', sodass

1

18] = ) ! 0 :<I’“ 0). (2.7)

0

Fiir jede solche Basis gilt n—k = dim V-, d.h. die Anzahl der 1-en ist eindeutig
durch B bestimmit.

Beweis. Sei B = {v1,...,v,} eine Orthogonalbasis von V. Wenn S(v;, v;) # 0,

kénnen wir v; durch
1

B(’Ui’vi)
ersetzen, und erhalten so B(v;,v;) = 1. Durch Umordnen von B kénnen wir
annehmen, dass (v, v;) = 1 fir 1 <i <k, und B(v;,v;) =0 fir k+1 <i <n,
mit £ < n. Daher folgt .

Fir k+1 < i < n gilt B(v,v;) = 0 fir alle 1 < j < n, also
Spannc (Vg41, .-, 0n) C VL. Sei Umgekehrt v = ajvy + - -+ 4 apv, € V, mit
a; # 0 fir 1 < i < k. Dann B(v,v;) = a; # 0, also v ¢ V1. Daher folgt
Spannc(vpt1, - .., vn) = V+, und daher n — k = dim¢ V*+. O

- V4
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Korollar 2.5.11. Sei V' ein C-Vektorraum mit dimc V = n < oo, und sei @
eine quadratische Form auf V. Dann gibt es ein eindeutiges k € {1,...,n},
sodass Q) dquivalent zu der quadratischen Form
Qulz) i=ai+ - +ap

auf C™ ist.

Beweis. Sei k = n — dimc V1, beziiglich der Bilinearform Bg- Nach Satz
2.5.10| gibt es eine Orthogonalbasis B = {v1,...,v,} von V beziiglich B,
sodass Bg(vi,v;) = 1 fiir 1 <7 <k, und By(vi,v;) = 0 fiir k+1 <4 < n,
daher gilt

n k
Q(z1v1 + - -+ zpvp) = Zm? Bo(vi,vi) = Z:c? = Q(x1,...,Tn).
i=1 i=1

Sei also L : C* — V der Isomorphismus gegeben durch e; — v;, dann folgt

QoL = Q.
Fiir k # [ sind Qf und @Q; nicht dquivalent. Denn fiir die Standardbasis F

von R gilt,
@le= (" ). rde=(" ).

Nach Satz [2.5.10| gibt es keine Basis von V, beziiglich der @y durch [Q;|g
dargestellt wird, also kein C' € GL,,(C), sodass C'[Qx]rC = [Qi]g. Daher sind
@ und @ nicht dquivalent. ]

Uber R ist die Normalform etwas komplizierter, da wir nur aus positiven
Zahlen die Wurzel ziehen kénnen.

Lemma 2.5.12. Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und 8 eine

symmetrische Bilinearform auf V. Dann gibt es eine Basis B = {v1,...,v,}
von V', sodass
1

1
-1 I
18] = = —1I (2.8)
-1 0
0
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wobei k+1<nundn—1—k=dimV-~+.

Beweis. Sei B = {v1,...,v,} eine Orthogonalbasis von V. Wenn S(v;, v;) # 0,

ersetzen wir v; durch
1

| B(vi, vi)]
erhalten also B(v;,v;) = £1. Nach Umordnen folgt also (2.8]). Mit demselben

Argument wie in Satz[2.5.10|gilt Spanng (k4111 ..,vn) = V+, alson—k—1 =
dimg V*. O

* Ui,

Bemerkung 2.5.13.
1. Wir haben noch nicht gezeigt, dass k und l eindeutig sind.
2. Setze Wy := Spann(vy, ..., vx), W_ := Spann(vgy1, ..., vks). Dann gilt

a) Blw, ist positiv definit,
b) B|w-— ist negativ definit,
) V=W,oW_oV=,

Satz 2.5.14. (Trdgheitssatz von Sylvester) Sei V' ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform (3. Seien Wy und W_
Unterrdume von V, sodass

1. Blw, positiv definit ist,
2. B|lw— negativ definit ist, und
3 V=W,oW_aVt il

Sei ry = dimg W4 und r— := dimgr W_. Dann sind ry und r_ eindeutig
durch B bestimmt, und zwar

r+ = max{dimg W | W C V' Unterraum und (3 |w positiv definit}
r— = max{dimg W | W C V' Unterraum und (3 |w negativ definit}.

Beweis. Sei W C V ein Unterraum, sodass [ |y positiv definit ist. Dann folgt
wWn(Ww_aevt) ={0}.
Tatséchlich, sei v— € W_ und vp € V*, und w := v_ + vg € W. Dann gilt

B(w,w) = B(v— +vo,v— +vo) = B(v—,v_) + B(v—,v0) + B(vo,v_) + B(vo,v0)
= ,8(1}7,1}7) <0.
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Da g |w positiv definit ist, folgt w = 0. Es folgt also
dimg W < n — (dimg V_ 4 dimg V') =7,

Andererseits gilt fiir W = W, dass (3 |y positiv definit ist, und dimgp W = 7.
Wir haben gezeigt, dass

r4+ = max{dimg W | W C V Unterraum und /|y positiv definit}.
Die Aussage iiber r_ folgt analog. O

Definition 2.5.15. Folgende Bezeichnungen sind fiir die Invarianten in Satz

gebrdauchlich:

1. Das Tripel o(B) = (r4,7_,70), wobei rg := dimg V*, heifit die Signatur
von f3.

2. Wenn rg = 0, also wenn [ nichtdegeneriert ist, heifit auch (ry,r_) die
Signatur von .

3. ry +r_ =n—ry heifft der Rang von 5.

4. r— heifst (manchmal) der Index von .

5. ry —r_ heifit (manchmal) auch die Signatur von f3.
Bemerkung 2.5.16.

1. Die Unterrdume Wy, W_ in einer Zerlequng von V wie im Satz sind
nicht eindeutig, nur ihre Dimensionen r4, r— sind eindeulig.

2. Aquivalente symmetrische Bilinearformen auf endlich-dimensionalen R-
Vektorrdumen haben dieselbe Signatur.

Beweis: Sei B5(L(v), L(w)) = B4(v,w), fir einen Isomorphismus L :
Vi — Va. Dann ist W +— L(W) eine bijektive Abbildung zwischen den
Unterrdaumen von V1 und den Unterrdumen von Va, und [, |w ist genau
dann positiv (bzw. negativ) definit, wenn By L) positiv (bzw. negativ)
definit ist. Daher sind die mazimalen Dimensionen dieser Unterrdume
gleich.

Korollar 2.5.17. Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und 8 eine
symmetrische Bilinearform auf V', mit Signatur o(8) = (r4,r—,70). Dann gilt:
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1. Es gibt eine Basis B von V', sodass

2. Fiir jede Basis B von V wie in Lemma gltk=ry, l=r_.
Bewers. Laut Lemma [2.5.12| gibt es eine Basis B von V, sodass

I,

Bl = —1I
0

Laut Satz [2.5.14] folgt fiir jede solche Zerlegung, dass

k = dimg Spann(wy, ..., wg) =4

| = dimg Spann(wg41, ..., Wk4) = 7—.
O

Korollar 2.5.18. Sei V ein R-Vektorraum mit dimg V =n < oo, und sei Q)
eine quadratische Form auf V. Dann gibt es eindeutig bestimmte k,l € Ng mit
k+1<n, sodass Q dquivalent zu der quadratischen Form

2 2 2 2
Qu(x) =27+ ...+ 2k —Th — — Thyy
auf R™ ist.

Beweis. Sei B = {v1,...,v,} eine Basis von V' wie in Lemma fiir die
Bilinearform f3¢. Sei L : R™ — V' der Isomorphismus mit e; — v;. Dann folgt
QoL = Q.

Die Bilinearform S;; = B¢, , auf R" hat Signatur (k,l,n —k —1[). Fir
(K, U') # (k,1) sind Qi und Qg also nicht dquivalent. O

2.6 Anwendung: Spezielle Relativitiatstheorie

Dieser Abschnitt wird bei der Klausur und der Nachklausur nicht gepriift
werden.

Wir betrachten ein mathematisches Modell der speziellen Relati-
vitétstheorie, das, aufbauend auf Einsteins Arbeit, von Minkowski entwickelt
wurde.
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Definition 2.6.1.

1. FEine (flache) Raumzeit ist Tripel (V, 3,v0), wobei V' ein 4-dimensionaler
R-Vektorraum, [ eine symmetrische Bilinearform auf V' mit Signatur
o(B) =(1,3,0), und vg € V mit B(vo,vo) =1 ist.

2. v eV heifit zeitartig, wenn (v,v) > 0,
3. v €V heiyfit raumartig, wenn f(v,v) <0,
4. v €V heifit lichtartig, wenn 5(v,v) =0,

5. Seiv € V zeitartig. Dann heif$t v zukunftsgerichtet, wenn B(v,vy) > 0,
und sonst vergangenheitsgerichtet.

6. Wir definieren eine Abbildung ||| : V — [0,00), ||v|| := /| B(v,v)|.

Beispiel 2.6.2. Sei V = R*, wobei die Vektoren (t,x,y,z) € V als Ereig-
nisse mit einer Zeitkoordinate t und drei Raumkoordinaten (x,y, z) betrachtet
werden. Wir wihlen die Bilinearform

B(v1,v2) = By 3(v1,v2) = tita — X172 — Y1y2 — 2122,

und vog = (1,0,0,0). Die Einheiten seien so gewdihlt, dass die Lichtgeschwin-
digkeit gleich 1 ist.

Zeitartige Vektoren sind jene (t,x,y, z), fir die t*> > 2 +y? + 22 ist. Das
heifst, der raumliche Abstand von 0 zu (x,vy, z) ist kleiner als die Zeit von 0 bis
t, und daher konnen Ereignisse bei (t,z,y,z) kausal mit Ereignissen bei 0 zu-
sammenhdngen. Die zukunftsgerichteten Vektoren sind genau jene zeitartigen
(t,z,y,z) mit t > 0, die also von 0 aus in der Zukunft liegen.

Ereignisse bei raumartigen Vektoren konnen in keinem kausalen Zu-
sammenhang mir Ereignissen bei 0 stehen, denn dazu misste Informati-
onsiibertragung mit Uberlichtgeschwindigkeit méglich sein.

Definition 2.6.3.

1. Ein Beobachter in einer Raumzeit (V,[3,vg) ist eine stetige Abbildung
v: I =V, wobei I CR ein offenes Intervall ist, sodass:
a) v ist stickweise stetig differenzierbar.

b) Fiir jedes t € I, sodass v bei t stetig differenzierbar ist, ist v'(t)
zeitartig und zukunftsgerichtet, und es gilt |7/ (t)]| = 1.
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Fiir t1 < to € I heifit to — t1 die fiir den Beobachter ~ zwischen den
Ereignissen y(t1) und y(t2) verstrichene Eigenzeit.

2. Ein Beobachter v : I — V heifit gleichformig bewegt, wenn v auf ganz
I stetig differenzierbar, und v auf I konstant ist.

Beispiel 2.6.4. Wir betrachten wieder die Raumzeit (V,[,v0) aus Beispiel
[2.6.3. Hier sind zwei gleichformig bewegte Beobachter.

1. Ruhender Beobachter: vy steht still am (rdumlichen) Ursprung:
7 (t) = (¢,0,0,0)  firteR.

Seit € R. Fiir 41 geschehen alle Ereignisse (t,x,y,t), fir (x,y,z) € R
gleichzeitig zum Zeitpunkt t.

2. Seiv €V zeitartig und zukunftsgerichtet mit ||v|| = 1. Dann ist
y(t)=tv firteR

ein gleichformig bewegter Beobachter. In seinem eigenen Inertialsystem
ist vy ruhend. Mathematisch bedeutet das folgendes: da [3 |r, nichtdege-
neriert und positiv definit, schreibe V.= Rv ® (Rv)*. Dann ist j3 | (Rov) L
negativ definit (das war eine Ubungsaufgabe). Sei {by, b, b3} eine Ortho-
gonalbasis von (Rv)* mit B(by,by) = B(b2,b2) = B(b3,b3) = —1. Dann
ist B = {v,b1,ba,b3} eine Orthogonalbasis von V, und

1 O 0 0
0O -1 0 0
BB = 0 0 -1 0
0 0 0 -1

In Koordinaten beztiglich B ist v ein ruhender Beobachter. Das heifst, fiir
t € R geschehen fiir v alle Ereignisse im affinen Unterraum tv 4 (Rv)*
gleichzeitig zum Zeitpunkt t.

Definition 2.6.5. Seiy: I — V ein Beobachter. Der Gleichzeitigkeitsraum
von vy zum Zeitpunkt t € I ist der affine Unterraum y(t) + ' (t)*.

Beispiel 2.6.6.

1. Der Gleichzeitigkeitsraum fiir den ruhenden Beobachter ~v1 zum Zeit-
punkt t ist

() + 91 (t)F = (£,0,0,0) + (1,0,0,0)" = {(t, z,y,2) | (z,y,2) € R*}.
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2. Gleichformig mit Geschwindigkeit v € [0,1) in x-Richtung bewegter Be-
obachter:

1 "
Y2 (t) = ﬁ(t, ’Ut, O, O) fUT teR.

Wir bestimmen den Gleichzeitigkeitsraum fir vo zum Zeitpunkt t: es gilt

VQ(t)L = (171}7070)L = {(U'T7x’yv Z) ’ ($ay7 Z) € R3}a

also

72(t) + Vé(t) = {\/11_7/02@,’[)@0,0) + (vx,x,y,z) ’ (xay7 Z) < Rg}

Lemma 2.6.7. Sei v : I — V ein gleichformig bewegter Beobachter und
t1 <ty € I. Dann gilt to —t1 = ||y(t2) —v(t1)]|-

Beweis. Sei v = ~/(t) fiir alle ¢t € I. Dann ist v zeitartig, |[v|]| = 1, und
v(t) = y(t1) + (t — t1)v fiir alle ¢ € I. Daher gilt vy(t2) —y(t1) = (t2 — t1)v, und

B(y(t2) = v(t1),y(t2) = ¥(tr)) = B((t2 — t1)v, (t2 — t1)v) = (t2 — t1)* B(v, v)
= (t2 — t1)*[|v||* = (t2 — t1)*.

O

Wir werden nun in unserer Raumzeit (R*, 3, (1,0,0,0)) aus Beispiel
einige klassische Relativistische Phédnomene beobachten.

Beispiel 2.6.8 (Zeitdilatation). Wir betrachten zwei FEreignisse vy =
(1,0,0,0), v2 = (2,0,0,0) (zwei Lichtblitze am Standort von 1), und wer-
den zeigen, dass fiir vo zwischen diesen Ereignissen mehr Zeit vergeht, als fiir
71-
Es gilt vy € y1(1)+4 (1)1, va € 71(2) +74(2)*, also finden vy, ve fiir v1 zu
den Zeitpunkten 1,2 statt. Die verstrichene Eigenzeit betrigt also 2 — 1 = 1.
Fiir vy gilt genau dann (a,0,0,0) € Yo(t) + 75 (t)*, wenn

(a,0,0,0) = (t,vt,0,0) + (v, z,0,0),

1
V1—0?
also x = —vt/V/1—0v? und a = \/11_7@ —v%t) = V1 —v2t. Also geschehen

v1, vy fiir v2 zu den Zeitpunkten 1/+/1 — v? und 2/+v/1 —v2. Die verstrichene
Figenzeit betrigt 1/v/1 —v? > 1 und geht fir v — 1 sogar gegen co.
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Beispiel 2.6.9 (Relativitit der Gleichzeitigkeit). Jetzt betrachten wir die Er-
eignisse v = (0,—1,0,0) und vo = (0,1,0,0). Wir werden sehen, dass diese
fiir y1 gleichzeitig stattfinden, aber nicht fiir ~s.

Tatsichlich gilt vi,va € 41(0) +~,(0)*, finden beide Ereignisse fiir y1 zum
Zeitpunkt 0 statt.

Andererseits gilt genau dann (0,a,0,0) € 2(0) +v5(0)*, wenn

(0,a,0,0) = (t,vt,0,0) + (v, z,0,0),

1
V1?2
also © = —t/(vV1 — v2) und

1 1 —t
t=—+1—22.

——vt — ———=t =
V1 —0? vV 1 — 02 v

Fiir v finden die Ereignisse vi,vy also zu den Zeitpunkten v/v/1 —v? und
—v/V1—0v? statt. Wenn v # 0, tritt vy fiir vo also friher ein, als vy.

a =

Beispiel 2.6.10 (Zwillingsparadoxon). Wir betrachten einen weiteren Beob-
achter ~ys, der mit konstanter Geschwindigkeit v bis zu einem Zeitpunkt o in
x-Richtung (z.B. nach Alpha Centauri) reist, dann umkehrt und wieder zuriick
reist. Das heifst,

\/ﬁ(t,vt,0,0) fuTOStSC(,
¥3(t) = § oz (t0(20 = 1),0,0)  fir a <t < 2a,
(t7 0,0, 0) sonst.

Wir werden sehen, dass zwischen Abreise und Riickkehr von ~ys fiir v3 weniger
Zeit vergeht, als fiir v1. Die Abreise von s ist das Ereignis

v1 = (0,0,0,0) =~1(0) = 3(0).

Die Unkehr von 3 ist das Ereignis

1
vy = y3(a) = ﬁ(a,va,0,0),

und die Riickkehr von s zur Erde ist das Ereignis

(2 ) 1 2cy
V3 = o) = —— -
8T V1—0o? V1 —0?

Fiir v1 ist also um den Faktor 1/v/1 — v? mehr Zeit vergangen, als fiir 3.

(2,0,0,0) = 7 ( ).
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Die Figenzeit fiir 1 zwischen vy und vs ist nach Lemma gleich
|lvs —v1]||. Der Beobachter 3 ist aber nur in den Intervallen (0, ) und (o, 2c)
gleichformig bewegt (denn bei o kehrt er wm). Die Eigenzeit fiir v3 zwischen
vy und vz ist also ||ve — vi]| + |Jvs — va|. Es gilt

200
V1—9v2

Fiir zeitartige Vektoren in einer Raumzeil gilt so eine umgekehrte Dreiecks-
ungleichung immer.

vz —v1| = > 20 = |lvg — vi|| + ||uz — v2|.






Kapitel 3

Ringe und Moduln

Wenn man den Koérper K in der Definition eines Vektorraums durch einen
Ring R ersetzt, erhélt man einen Modul iiber R. Moduln iiber dem Ring Z
sind genau die abelschen Gruppen, d.h. Moduln verallgemeinern gleichzeitig
Vektorrdume und abelsche Gruppen. Bevor wir Moduln behandeln, brauchen
wir etwas Ringtheorie. In der Vorlesung Algebra werden Sie noch mehr iiber
Ringe lernen.

Literatur: [4].

3.1 Ringhomomorphismen und Ideale

Definition 3.1.1. FEin Ring ist eine nichtleere Menge R mit zwei Ver-
kniipfungen + : R x R — R, genannt Addition, und - : R Xx R — R, genannt
Multiplikation, fir die folgendes gilt.

1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element Or =0),
2.1 -(s-t)=(r-s)-t fur aller,s,t € R (Assoziativitit von -),

.r-(s+t)y=r-s+r-tund (r+s)-t=r-t+s-t firaller,s,t € R
(Distributivitdt).

Der Ring R heifit kommutativ, wenn
4. r-s=s-r firaller,s € R,

und ein Ring mit Eins, falls es ein neutrales Element, genannt 1p = 1,
beziiglich der Multiplikation gibt, d.h.

5. lr=r=rl fir aller € R.

87
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Beispiel 3.1.2.

1. Jeder Korper ist ein kommutativer Ring mit Eins. Genauer: Korper sind
genau jene kommutativen Ringe R # {0} mit Eins, in denen jedes Ele-
ment r # 0 invertierbar ist.

2. 7 ist ein kommutativer Ring mit 1.

3. Der Nullring R = {0} ist ein kommutativer Ring mit Eins. Er ist der
einzige solche Ring, in dem 0 =1 gilt.

4. Seien Ry, ..., R, Ringe. Dann ist die Menge
Ry x oo Ry = {(r,-+ o) | 74 € Ri}

mit komponentenweiser Addition und Multiplikation wieder ein Ring.
Das neutrale Element beziiglich der Addition ist (0,...,0). Wenn jedes
R; ein Ring mit Eins ist, dann ist (1,...,1) das Finselement von R; X
-+ X R,. Wenn jedes R; kommutativ ist, dann auch Ry X --- x R,,. Wir
schreiben auch R" :== R x --- X R.

5. Sei R kommutativer Ring mit Eins. Dann ist der Polynomring R[X]
wieder ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 3.1.3. Seien R, S Ringe.
1. Fin Ringhomomorphismus ist eine Abbildung ¢ : R — S, sodass
a) p(r1+72) = @(r1) + ¢(r2), und
b) @(r1-r2) =@(r1) - ¢(r2)
fir alle r1,m9 € R gelten.

2. Seip: R — S ein Ringhomomorphismus. Der Kern von ¢ ist die Menge

kerp:={re R|¢(r)=0} CR.

Kerne von Gruppenhomomorphismen sind Normalteiler, Kerne von Vek-
torraumhomomorphismen sind Untervektorrdume. Was sind Kerne von Ring-
homomorphismen?

Definition 3.1.4. Sei R ein Ring. Ein Ideal von R ist eine Teilmenge I von
R, sodass
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1. I ist Untergruppe von (R,+), und
2. Firalleie Il undr e R gilt: r-i €l und i-r€l.
Bemerkung 3.1.5.

1. Die Teilmengen R und {0} sind immer Ideale von R. Wir sagen, dass I
ein echtes Ideal ist, wenn I # R.

2. Wenn R kommutativ ist, dann ist eine additive Untergruppe I von R
genau dann ein Ideal, wenn

r-i €1 firallere R, i€l.
Beweis: Wenn R kommutativ ist, gilt i -r =1 - 1.
Lemma 3.1.6. Die Ideale von Z sind genau die Teilmengen
mZ={m-n|ne€Z},
fiir m € Np.

Beweis. Wir wissen bereits, dass die Mengen mZ Untergruppen von Z sind.
Wenn ¢ = m-n € mZ und r € Z, dann ist auch ri = rmn = m(rn) € mZ,
also ist mZ ein Ideal.

Jede Untergruppe, und damit auch jedes Ideal, hat diese Form: das ist
klar fiir {0}. Sei U # {0} eine Untergruppe, dann gibt es u € U, u > 0. Sei
u minimal mit dieser Eigenschaft. Dann gilt U = wZ. Tatséchlich, sei x € U.
Division mit Rest ergibt = qu + 7, mit 0 <r <wu. Dar =x — qu € U, folgt
daher r = 0, da v minimal gew&hlt war. Also gilt * = qu = uq € uZ. O

Bemerkung 3.1.7.

1. Fiir die Ideale nZ von 7 gilt:

nZ C mZ < n € mZ < m| n.

2. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Mengen der Form
(r)y=rR:={r-s|se€R}

sind Ideale von R und werden Hauptideale genannt.

Beweis: fiir rs1,rsy € TR ist rs1 — rsg = r(s1 — s2) € rR, und fir
rscrR,te R isttrs=rts € TR.
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3. Nicht jedes Ideal jedes kommutativen Rings mit 1 ist ein Hauptideal.
Z.B. ist das Ideal

(2,7) = 2Z[X] + XZ[X] == {D_a; X" |n €Ny, a; € Z, 2] ao}
i=0
kein Hauptideal (siehe Ubung).
Lemma 3.1.8. Sei R ein Ring und I ein Ideal von R.

1. Die Menge
R/I={r+1|rcR}

ist ein Ring, mit den Verkniipfungen

(r+D)+(s+I)=r+s+1
(r+1)-(s+I)=r-s+1,

und Nullelement 0+ 1 = 1.
2. Wenn R kommutativ ist, dann ist auch R/I kommutativ.
3. Wenn R ein Einselement 1 hat, dann hat R/I das Einselement 1+ 1.

4. Die natiirliche Abbildung m : R — R/I, r — r + I, ist ein surjektiver
Ringhomomorphismus mit kerm = 1.

Beweis. Zu 1. Da (I, +) eine Untergruppe von (R, +) ist, und (R, +) abelsch,
ist (I,+) ein Normalteiler. Es ist bereits aus der Linearen Algebra I bekannt,
dass dann R/I mit der angegebenen Addition wieder eine Gruppe ist.

Wir zeigen, dass die angegebene Multiplikation wohldefiniert ist, also nicht
von der Wahl der Représentanten r, s von r+1, s+1I abhéngt: sei r+1 = r'+1,
dh.r—r" €I, und s+ I =35+ I. Dann folgt

rs—r's =r(s—s)+(r—r")s el,

da r,s’ € Rund r — r’,s — s’ € I. Daher gilt rs + I = r's’ + I, und die
Multiplikation ist wohldefiniert.
Alle Rechenregeln iibertragen sich von R auf R/I: z.B. Assoziativitit,

(r+D{(s+Dt+D)=(r+I)(st+1)=r(st)+1=(rs)t+1
=(rs+DHt+I1)=(r+1)(s+1)(t+1),
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und ein Distributivgesetz,

(r+D((s+ )+ @t+D)=@r+)(s+t+1)=r(s+t)+1=rs+rt+1
=rs+I+rt+1=+I1)(s+1)+(r+I)(t+1).

Analog folgt das zweite Distributivgesetz.

Zu 2. Kommutativitét ibertrégt sich ebenfalls von R auf R/I.

ul. (1+D(r+)=lr+I=r+I=r1+I1=(r+I1)(1+1)

Zu 4. Es ist bereits bekannt, dass 7 ein Gruppenhomomorphismus ist.
Offensichtlich ist 7 surjektiv und auch ein Ringhomomorphismus. Weiters gilt

nr)=r+l=I1<=rel,
also kerm = I. O
Lemma 3.1.9. Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.

1. ¢(R) ist ein Unterring von S (d.h. ¢(R) C S ist mit den Ein-
schrinkungen der Verknipfungen von S wieder ein Ring).

2. Sei I ein Ideal von R, dann ist ¢(I) ein Ideal von ¢(R).

3. Sei J ein Ideal von S. Dann ist p~(J) ein Ideal von R und ker ¢ C
-1
v ().

Beweis. Zu 1. ¢(R) ist nicht leer und fiir r, s € R gilt p(r) —¢(s) = p(r—s) €
©(R), also ist p(R) eine Untergruppe von S. Weiters gilt o(r)p(s) = ¢(rs),
also definiert die Einschriankung der Multiplikation auf S eine Verkniipfung

Tom) + p(R) X o(R) = ¢(R).

Assoziativitdt und Distributivitét gelten fiir -, also auch fiir -|,(g).

Zu 2. Mit demselben Argument wie in 1. ist ¢(I) eine Untergruppe von
©(R). Weiters gilt fiir » € R und i € I, dass ¢(r)e(i) = ¢(ri) € ¢(I) und
e(i)e(r) = @(ir) € o(I). Also ist ¢(I) ein Ideal von ¢(R).

Zu 8. Es gilt 0 € ¢~ 1(.J). Weiters seien i1,i2 € ¢~ 1(J), dann gilt ((i; —
i2) = @(i1) — ¢(iz) € J, also ist p~1(.J) eine additive Untergruppe von R. Fiir
r€ Rund i € o~ 1(J) gilt p(ri) = o(r)p(i) € J, also ri € p~1(J). Da 0 € J,
folgt sofort ker p = = 1({0}) C p=1(J). O

Bemerkung 3.1.10. ¢([) ist nicht unbedingt ein Ideal von S.

Die Ideale von R/I lassen sich durch Ideale von R beschreiben.
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Satz 3.1.11. Sei R ein Ring, I ein Ideal von R, und m : R — R/I der
natirliche Homomorphismus. Dann sind die Abbildungen

{J | J Ideal von R/I1} — {L | L Ideal von R und I C L}
J a4
(L) <~ L

zuetnander inverse Bijektionen.

Beweis. Da m surjektiv ist, gilt
Wir zeigen umgekehrt, dass

Offensichtlich gilt L € 7~(w(L)). Sei r € 7~ (n(L)). Dann gilt 7(r) = (1),
fir ein [ € L. Also w(r — 1) = 0, und daher r — [ € kerm C L. Daher auch
r=r—Il+10l€elL. O
Beispiel 3.1.12. Die Ideale von Z/nZ sind genau die Mengen

mZ/nZ = n(mZ) ={x +nZ|x € mL} C Z/nZ,

fiir m | n.

Wie fiir Gruppen und Vektorrdume, gibt es auch fiir Ringe einen Homo-
morphiesatz.

Satz 3.1.13. (Homomorphiesatz fiir Ringe) Sei ¢ : R — S ein Ringhomo-
morphismus. Dann gilt:

1. ker ¢ ist ein Ideal von R.
2. Es gibt einen injektiven Ringhomomorphismus @ : R/ ker ¢ — S mit
P(r + ker o) = o(r)

fir alle r € R, d.h. gom = ¢, wobei m : R — R/(ker ¢) der natiirliche
Homomorphismus ist.
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Beweis. Zu 1. Wir wissen bereits, dass ker ¢ eine Untergruppe von (R, +) ist.
Sei 7 € R und k € ker ¢. Dann gilt

p(rk) = @(r)p(k) = ¢(r) - 0= 0,

also 7k € ker . Analog folgt kr € ker . Daher ist ker ¢ ein Ideal von R.

Zu 2. Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen, gibt es einen Gruppenho-
momorphismus mit den angegebenen Eigenschaften. Dieser ist auch ein Ring-
homomorphismus, da

P((r + ker p)(s + ker p)) = @(rs + ker ) = ¢(rs)
= @(r)e(s) = p(r + ker ) (s + ker ).
O

Jeder Korper ist ein kommutativer Ring mit Eins. Wir kénnen die Kérper
unter diesen Ringen anhand ihrer Ideale charakterisieren.

Lemma 3.1.14. Sei R # {0} ein kommutativer Ring mit Fins. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. R st ein Korper,
2. Die einzigen Ideale von R sind {0} und R.

Beweis. 1.=2. Sei I # {0} ein Ideal von R und i € I ~\ {0}. Da R ein Korper
ist, ist 4 in R invertierbar, und fiir » € R gilt » = (ri~1)i € I. Also I = R.
2.=1. Sei r € R~ {0}. Wir zeigen, dass r invertierbar ist. Betrachte das
Hauptideal
rR={rs|s e R}.

Da r =rl € rR, gilt rR # {0}. Also folgt rR = R. Insbesondere folgt 1 = rs,
fiir ein s € R, also ist 7 invertierbar. O
3.2 Maximale Ideale

Definition 3.2.1. Sei R ein Ring. Fin Ideal I von R heiffit maximal, wenn
es ein maximales Element der Menge aller echten Ideale von R ist. Das heifit,

I # R und fiir jedes Ideal J von R gilt
IcJ=J=1 oderJ=R.

Beispiel 3.2.2.
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1. Der Nullring {0} hat keine mazimalen Ideale.

2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gilt:

{0} C R ist ein maximales Ideal < R ist ein Korper.

3. Die maximalen Ideale von Z sind die Ideale pZ, fiir p prim.

Beweis. Sei p eine Primzahl. Falls pZ C mZ, folgt m | p, also m = 1 oder
m = p, und daher mZ = Z oder mZ = pZ.

Sei umgekehrt n € N zusammengesetzt, d.h. n = m1-mg, mit 1 < myp,mo <
n. Dann folgt 1 | my | n, aber n{mq, my 11, also

0

Satz 3.2.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins und I ein Ideal von R.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. 1 ist ein mazimales Ideal,
2. R/I ist ein Korper.

Beweis. Die Ideale von R/I stehen in Bijektion zu den Idealen von R, die
enthalten.

1. <= die einzigen solchen Ideale sind I und R

2. <= die einzigen Ideale von R/I sind {0} und R/I. O

Beispiel 3.2.4. Wir haben (erneut) gezeigt: Z/nZ ist genau dann ein Kérper,
wenn n prim st.

Wir werden zeigen, dass jeder Ring R # {0} mit Eins maximale Ideale
hat. Der Beweis verwendet das Lemma von Zorn.

Satz 3.2.5. Sei R ein Ring mit Eins und I # R ein echtes Ideal von R. Dann
hat R ein mazximales Ideal M, sodass I C M.

Beweis. Sei
S:={J|JIdeal von R, I C J C R}.

Die Enthaltensrelation C ist eine Ordnungsrelation auf S, und maximale Ele-
mente von S sind genau maximale Ideale von R, die I enthalten.
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Wir zeigen, dass jede Kette (d.h. jede totalgeordnete Teilmenge) in S eine
obere Schranke in S besitzt, dann folgt mit dem Lemma von Zorn die Existenz
solcher maximalen Elemente.

Sei also K C S eine Kette. Wir setzen O := |J{J | J € K}, die Vereinigung
aller Ideale in K.

Offensichtlich gilt I € O. Weiters gilt 1 ¢ O, denn sonst gibe es J € K
mit 1 € J, aber dann r = r1 € J fiir alle r € R, also J = R. Es gilt also
ICcOCR.

Wir miissen noch zeigen, dass O ein Ideal ist. Wir wissen bereits, dass
O # 0,da I C O. Seien z,y € O, dann gibt es J;,Jo € K mit z € Jy,
y € Jy. Da K eine Kette ist, folgt (ohne Einschréinkung der Allgemeinheit)
J1 C Jo, also x,y € Jo, und daher x — y € Jo C O. Daher ist O eine additive
Untergruppe von R. Fiir r € R gilt aulerdem rx,xr € J; C O, also ist O ein
Ideal. Daher ist O in S, und nach Konstruktion eine obere Schranke der Kette
K. O

3.3 Chinesischer Restsatz

Bemerkung 3.3.1.
1. Seien I,J Ideale eines Rings R. Dann sind auch
I+J:={z+yl|lzel, yeJ},
IJ={ziy1+ - +xpyn | neEN, z; €1, y; € J},
Ideale von R.
2. Fiir Ideale I,J, K von R gilt
I+(J+K)=(I+J)+K,
I(JK)=(IJ)K,
I(J+K)=1J+IK,
(I+J)K =1IK + JK.

Insbesondere definieren, fir Ideale I1,...,1I, von R, auch I + --- + I,
und Iy - - - I, Ideale von R.

Beweis: Ubung.

3. Sei (Ij)jem, eine Familie von Idealen, indiziert durch eine (endliche
oder unendliche) Indexmenge M. Dann ist auch

K

JEM
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ein Ideal von R.

Beweis: Der Durchschnitt ist nicht leer, da 0 € I; fiir alle j € M gilt.
Seien 1,12 € I fiir alle j € M, dann auch i1 — iz, also ist der Durch-
schnitt eine additive Untergruppe von R. Firr € R und i € I; fiir alle
Jj € M sind auch ri,ir € I; fiir alle j € M, also ist der Durchschnitt ein
Ideal.

. Fiir Ideale I,J von R gilt

I+I=1, IJcInJ

Wenn R ein Ring mit Fins ist, gilt aufSerdem RI =1 = IR.

Beispiel 3.3.2.

1. Seien m,n € N. Dann gilt

(nZ)(mZ) = (nm)Z.,
nZ NmZ = kgV(n,m)Z,
mZ + nZ = ggT(n,m)Z.

Beweis der dritten Aussage: mZ + nZ ist ein Ideal von Z, hat also die
Form kZ firk € Ng. Dam =m+0 € kZ undn = 0+ n € kZ, folgt
kE|m und k| n, also k | ggT(m,n). Da k € mZ + nZ, gilt k = ma + nb,
mit a,b € Z. Sei d ein gemeinsamer Teiler von m und n, dann m = dm/’,
n=dn', und k = d(m’a+ n'b), also ist d auch ein Teiler von k. Daher
ist k der grofste gemeinsame Teiler von m und n.

2. Es gilt genau dann nm = kgV(n,m), wenn ggT(n,m) = 1. Das heifit

nZ +mZ =7 < (nZ)(mZ) = nZ N mZ.

Wir verallgemeinern das letzte Beispiel.

Lemma 3.3.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I, J Ideale von R
mit [ +J =R. Dann gilt [J =1NJ.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass I N J C IJ. Da R ein Ring mit Eins ist,

gilt

INJ=(INJR=INJI+J)=INDI+INJ)JCJI+1J=1IJ

Wir haben verwendet, dass (/NJ) C J= (INJ)I C JI, und dass I[J = JI,
da R kommutativ ist. O
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Lemma 3.3.4. Sei R ein Ring mit Eins und Iy,..., I, Ideale von R mit
I; + I; = R fiir alle i # j. Dann gilt fir alle 1 <i <n, dass

Li+1-- I 1Iiyq---1Ip=R.

Insbesondere gilt auch
Li+()=R
J#
Beweis. Schreibe {Ji,...,Jn—1} = {I; | j # i}. Wir zeigen per Induktion
tiber k, dass I; + J1---Jy = R fir alle 1 < k <n —1 gilt.
k =1: I, + J1 = R nach Voraussetzung.
Gelte I; + J1 - - - Jy_1 = R. Dann folgt

R=RR=(L+J1-Jy1)R=ULi+ J1 - Jxg—1)(L; + Jx)
:Iiz—i—IiJk—l-Jl--'Jk_lIi—I—J1"'JkCIi—i—Jl-"Jk.

Fir k=n—1gilt also I; + J1 - - - J,—1 = R, also insbesondere

Ii—i-ﬂIjDIi—f—HIj:R.
J#i J#i

O

Definition 3.3.5. Sei R ein Ring, I ein Ideal von R, und a,b € R. Dann ist
a kongruent zu b modulo I, geschrieben a = b mod I, wenn b—a € I. Es gilt
also

a=bmodI < a+I=0b+11inR/I.

Bemerkung 3.3.6. Seien ay,b1,a0,bo € R mit a; = b; mod I. Wir wissen
bereits, dass dann auch a1 +ag = by +bs mod I und ajas = biby mod I gelten.
(Denn Addition und Multiplikation in R/I sind wohldefiniert.)

Satz 3.3.7 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein Ring mit Eins und Iy, ..., I,
Ideale von R, sodass I; + 1; = R fiir © # j gilt. Seien aq,...,a, € R. Dann
gibt es a € R, sodass a = a; mod I; fir alle 1 < i < n gilt.

Fiir jedes weitere b € R mit b = a; mod I; fir 1 <i <mn gilt b = a mod
ﬂlgz‘gn L.

Beweis. Fiir 1 <1 < n gilt Ii—l—ﬂj# I; = R. Seien b; € I;, ¢; € ﬂj# I;, sodass
a; = b; +¢.
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Dann gilt ¢; — a; = b; € I;, und ¢; € I fiir j # 4, also

a; mod I;,
C; =
0 mod I; fiir j # .

Fira=c + -+ ¢, gilt somit

a:ci+ZCani+ZozaimOdIi,

J#i JF
firl<i<n.
Gelte auch b = a; mod [; fiir 1 < 4 < n. Dann folgt b —a = a; — a; =
Omod I; fir 1 <i<mn, alsob—aeﬂlgignli. O

Korollar 3.3.8 (Chinesischer Restsatz fiir Z). Seien my,...,m, € Z mit
ggT(m;,m;) = 1 fir alle i # j. Seien ay,...,an € Z. Dann gibt es a € Z,
sodass a = a; modm; fir 1 < i < n gilt. Dieses a ist eindeutig modulo
My My

Beweis. Da ggT(m;, m;) = 1, folgt m;Z+m;7Z = 7, und wir kénnen den Chi-
nesischen Restsatz mit den Idealen m;Z anwenden. Es gibt also ein eindeutiges
a mod ﬂlgign m;Z =myq - - - myZ, mit a = a; mod m;. O]

Beispiel 3.3.9. Gesucht ist a € Z mit

a=2mod3
a=3modbH
a=>5mod?7.

Da 3,5, 7 paarweise relativ prim sind, existiert laut Chinesischem Restsatz eine
Lisung. Wir suchen ¢y, c2, ¢ wie im Beweis von Satz[3.3.7. Diese erfiillen

2 mod 3 3 mod 5 5 mod 7
C1 = , C2 = , €3 =
0 mod 35 0 mod 21 0 mod 15.

Da 35 = 2 mod 3, wdhlen wir c¢i = 35.
Da 21 =1 mod 5, wdhlen wir co = 3 -21 = 63.
Da 15 =1 mod 7, wdhlen wir c3 =515 =T75.

Wir erhalten also a = c1 +co+c3 = 35+63+75 = 173. Um eine minimale
Lésung zu erhalten, konnen wir a noch modulo 3 -5 -7 = 105 reduzieren und
erhalten die Lésung a = 68 = 173 mod 105. Tatsdchlich gilt 68 = 2 mod 3,
68 = 3 mod 5, 68 =5 mod 7.
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Korollar 3.3.10 (Chinesischer Restsatz - abstrakte Version). Sei R ein Ring
mit Eins und Iy, ..., I, Ideale von R, sodass I; + I; = R fiir alle i # j gilt.
Dann gibt es einen Isomorphismus von Ringen

e:R/(LiN---N1,) = R/I} X -+ x R/,

sodass
or+(Ln---NIy))=r+1,....,7+ 1)

fiir alle r € R gilt.
Beweis. Betrachte die Abbildung
Y:R—R/I1 X - XR/I,, v+ (r+1I,....,7+1,).

Diese ist offensichtlich ein Ringhomomorphismus und nach dem Chinesischen
Restsatz surjektiv. Weiters gilt ker v = I; N---N1I,, und die Aussage folgt aus
dem Homomorphiesatz fiir Ringe. O

Beispiel 3.3.11. Da 3-5-7 =105 und 3,5, 7 paarweise relativ prim sind, gilt
ZJ105Z =2 7./37 x Z)57 x L] TZ.

3.4 Arithmetik in kommutativen Ringen mit Eins

Der Ring Z hat einige besondere Eigenschaften. Zum Beispiel gilt m -n = 0
nur dann, wenn m = 0 oder n = 0 gilt. Weiters hat jede natiirliche Zahl eine
eindeutige Faktorisierung in Primzahlen, jedes Ideal von Z ist ein Hauptideal,
und es gibt eine Division mit Rest. Wir werden all diesen Eigenschaften Namen
geben und ihre Zusammenhénge untersuchen.

Definition 3.4.1. FEin kommutativer Ring R mit FEins ist ein Inte-
gritdtsbereich, wenn fir alle r,s € R gilt

r-s=0=1r=0 oders=0.
Beispiel 3.4.2.
1. Jeder Korper ist ein Integritdtsbereich.
2. 7 ist ein Integritdtsbereich.

3. Sei K ein Korper, dann ist der Polynomring K[X| ein Integrititsbereich.
Beweis: Seien f,g € K[X]|~{0}. Schreibe f = aX"+ niedrigere Terme,
g = bX™+ niedrigere Terme, mit a,b # 0. Dann gilt fg = abX" ™+
niedrigere Terme. Da a,b # 0, ist auch ab £ 0. Somit folgt fg # 0.
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4. Der Ring Z/nZ ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn n prim ist.

Beweis: Wenn n prim ist, ist Z/nZ ein Korper, also auch ein Inte-
gritdtsbereich. Wenn n nicht prim ist, gilt n = mimsg, mit 1 < mq, mg <
n. Dann gilt my + nZ # 0, mg +nZ # 0, aber

(my1 4+ nZ)(mg + nZ) = mima +nZ = n+ nZ = nZ = 0.

Definition 3.4.3. Sei R ein Integrititsbereich.

1. 7 € R heifit invertierbar, oder eine Einheit, wenn es s € R gibt, sodass

rs = 1. Wenn so ein s existiert, ist es eindeutig. Wir schreiben dann

r~1:=s und bezeichnen r—1 als das inverse Element zu r.

2. p € R heifst irreduzibel, wenn p # 0, p keine Einheit, und fir r,s € R
qgult
p=r-s = r st Finheit oder s ist Einheit.

Beispiel 3.4.4.

1. In Z sind die Einheiten genau {1,—1}, und die irreduziblen Elemente
genau {£p | p Primzahl }.

2. In K[X] sind die Einheiten genau die konstanten Polynome in K*.
Jedes lineare Polynom ist irreduzibel, doch es gibt noch viele weitere
1rreduzible Polynome.

Definition 3.4.5. Sei R ein Integrititsbereich.

1. Seir € R, r # 0. Eine Zerlegung von r in irreduzible Elemente (oder
Primzerlegung oder Faktorisierung) von R ist eine Darstellung

F=U-prccc P,
wobei u eine Einheit in R, n € Ny, und p; € R irreduzibel fir 1 <i <mn.
2. Die Primzerlequng von r ist eindeutig, wenn aus
U Pl Pn=T =0 Q1 Gm

folgt, dass m = n, und dass es eine Permutation w € S,, und Einheiten
ULy ..U gibt, sodass q; = uipr(;) fir alle 1 < i < n. Das heifst, die
Primzerlegung ist eindeutig bis auf Umordnen der irreduziblen Faktoren
und Multiplikation der irreduziblen Faktoren mit Einheiten.
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3. R heifit ein faktorieller Ring (oder ZPE-Ring, ,Zerlegung in
Primfaktoren eindeutig”), wenn jedes r € R, r # 0, eine eindeutige
Zerlegung in irreduzible Elemente hat.

Beispiel 3.4.6. Z ist ein faktorieller Ring.

Bemerkung 3.4.7. Sei R ein faktorieller Ring. Die Relation
P~ q < p=uq fir eine Einheit u € R

ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der irreduziblen Elemente von R.
Sei P ein Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen, d.h. P enthdilt genau
ein Element aus jeder Aquivalenzklasse. Dann hat jedes r € R, r # 0 eine
eindeutige Darstellung

r=u H PP,

peEP
mit e, € No und e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p € P.

Beispiel 3.4.8. Fiir R =7 sei P := {p | p Primzahl}. Dann hat jedes n € Z,
n # 0 die eindeutige Darstellung

n=+[]p”.

peEP
mit e, € No und e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p € P.
Definition 3.4.9. Sei R ein Integrititsbereich.

1. Seienr,s € R. Wir sagen r teilt s, geschrieben r | s, wenn est € R gibt,
sodass rt = s.

2. Seien r1,...,7 € R und r; # 0 fiir ein i. Ein Element d € R heifit
grofiter gemeinsamer Teiler von ry, ..., r,, wenn

a) d|r; firl<i<n, und
b) fir jedes e € R mit e | r; fir1l <i<mn, folgt e|d.

Bemerkung 3.4.10.
1. Fiir jedesr € R gilt | 0, dar-0=0.
2.0|r=r=0.

3. FEin Element r € R ist genau dann eine Einheit, wenn r | 1.
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4. Sei d ein grifiter gemeinsamer Teiler von ri,...,r, und u € R eine
Einheit. Dann ist auch ud ein gréfiter gemeinsamer Teiler vonry, ..., 7Ty.

5. Seiend,d grifite gemeinsame Teiler vonry,...,r,. Dann folgtd | d' und

d' | d. Fiir die Hauptideale (d) = dR und (d') = d'R gilt also (d) = (d').

6. Aus (d) = (d') folgt insbesondere d = d'u und d' = dv, mit u,v € R.
Daher d(1 — uv) = 0. Da d # 0, folgt wv = 1, also sind u,v Finheiten.
Zwei grofite gemeinsame Teiler von r1,...,r, unterscheiden sich also
nur durch Multiplikation mit einer Einheit.

7. Sei d ein grofiter gemeinsamer Teiler von r1, ..., r,. Dann schreiben wir
d = ggT(r1,...,mn), obwohl d nur bis auf Multiplikation mit Einheiten
bestimmdt ist.

8. Grifte gemeinsame Teiler miissen nicht in jedem Integrititsbereich exis-
tieren.

9. Es gilt ggT(r1,...,m) = ggT(ggT(r1,...,m—1),7Tn), wenn ein r; # 0
firl<i<mn-—1.

10. Firr # 0 gilt ggT(r,0) = r.

Lemma 3.4.11. Sei R ein faktorieller Ring und ri,...,r, € R~ {0}. Dann
gibt es einen grofiten gemeinsamen Teiler von ryi,...,7r, in R. Sei P ein Re-
prasentantensystem der Aquivalenzklassen von irreduziblen Elementen in R,

und
T = U+ H pei,P
peEP

die Primfaktorzerlegung von r;, mit einer Einheit u;, e; , € Ng fiir alle p € P,
und e; p, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p € P. Dann gilt

ggT(r1,...,ra) = [ [ prmtcosltsisnd,
peP

Beweis. Ubung. O
Definition 3.4.12. Sei R ein Integrititsbereich.

1. R heifit ein Hauptidealbereich, wenn jedes Ideal von R ein Hauptideal
15t.
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2. R heifit ein Euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung ¢ : R~{0} — Ny
gibt, sodass gilt: fir alle x,y € R, y # 0, gibt es q,r € R mit

x=qy+r,
r =0 oder ¢(r) < ¢(y).

,Division mit Rest”

Beispiel 3.4.13.

1. Z ist ein Hauptidealbereich und ein euklidischer Ring (¢(n) = |n|, Divi-
sion mit Rest).

2. Sei K ein Korper. Der Polynomring K[X] ist ein Hauptidealbereich
(Ubung) und ein euklidischer Ring (¢(f) = grad f, Polynomdivision,).

3. 7[X] ist kein Hauptidealbereich (Ubung).

Lemma 3.4.14. Sei R ein Hauptidealbereich und r1,...,r, € R, nicht alle
gleich 0. Dann existiert ggT(r1,...,ry), und

d=ggT(r1,...,rn) <= dR=r R+ - -+mR.

Beweis. Sei dR =r1R+---+r,R. Dann gilt r; € dR, also d | r; fur 1 <i <.
Fallse | r; fir 1 <i<r,dannry,...,r, € eR,alsoriR+---+r,R C eR, also
dR C eR, also e | d. Daher ist d = ggT(ry,...,r,). Da R ein Hauptidealbereich
ist, ist MR+ - - - + 7, R ein Hauptideal, also existiert so ein d.

Sei d = ggT(ry,...,ry). Dann d | r; fur 1 < i < n, also folgt " R+ --- +
rnR C dR. Sei e € Rmit eR=r{R+ -+ r,R. Dann gilt eR C dR.

Dae | r; fir 1 <i <n, folgt e | d, also auch dR C eR. Es folgt dR = eR,
und daher auch dR =R+ ---+ r,R. O]

Wir zeigen nun Inklusionen zwischen den bisher beschriebenen Typen von
Integritatsbereichen.

Satz 3.4.15. Sei R ein Euklidischer Ring. Dann ist R ein Hauptidealbereich.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Fall R = Z, siche Lemma Es gilt
{0} = OR, sei also I # {0} und 0 # i € I, sodass ¢(i) minimal ist. Dann gilt
I = iR. Tatséchlich, sei j € I. Dann gibt es ¢q,7 € R, sodass j = qi + r und
r = 0 oder ¢(r) < ¢(i). Dar = j —qi € I, und da ¢(i) minimal ist, folgt
r =0, also j =qi € iR. O

Lemma 3.4.16. Sei R ein Hauptidealbereich und p € R, p # 0.

1. p ist genau dann irreduzibel, wenn pR ein mazximales ideal ist.
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2. Sei p irreduzibel. Dann gilt fiir ri,79 € R:

p|riro = p|r oderp|re.

Beweis. Zu 1. Sei p irreduzibel. Dann ist p nicht invertierbar, also pR C R. Sei
pR CrR C R, dann p = rs fiir ein s € R. Da p irreduzibel ist, ist r oder s eine
Einheit. Im ersten Fall folgt 7R = R, im zweiten Fall folgt pR = rsR = rR.
Also ist pR maximal.

Sei umgekehrt pR maximal. Da pR # R, ist p keine Einheit. Sei p = rs.
Dann folgt pR C rR C R, also pR = rR oder rR = R. Im zweiten Fall ist r
eine Einheit. Im ersten Fall folgt rsR = rR, also r = rst fiir ein t € R. Dann
r(1—st) =0, aber r # 0 (da r | p), also st = 1, und s ist eine Einheit.

Zu 2. Der Faktorring R/pR ist ein Korper, also insbesondere auch ein
Integritétsbereich. Daher folgt

plrire = (r1 +pR)(r2a+pR)=0= 11 +pR=0o0der r + pR=0
= p|r oder p|ry.

Lemma 3.4.17. Sei R ein Hauptidealbereich und
LchLclg3C---

eine aufsteigende Kette von Idealen. Dann wird die Kette stationdr, d.h. es
gibt n € N, sodass I, = I, fiir alle k > n.

Beweis. Sei I := J{I; | i € N}. Wir haben bereits im Beweis von Satz
gesehen, dass die Vereinigung einer Kette von Idealen ein Ideal ist. Daher gibt
esr € I, sodass I = rR. Sei n € N, sodass r € I,,. Dann folgt fiir £ > n:

rRcl,Ccl,Cl=rR,
also I, = rR. ]
Bemerkung 3.4.18. FEine aufsteigende Kette von Idealen
rmRCrRC---Crp1tRCrpRC---
ist dquivalent zu einer Teilerkette

e R AR ST



3.4. ARITHMETIK IN KOMMUTATIVEN RINGEN MIT EINS 105

Sei 0 # 1 = ri118i+1, Mit Si+1 € R. Dann gilt genau dann r;R C riy1 R, wenn
s; keine Einheit ist.

Beweis: Ist s; eine Einheit, folgt sofort ri1 = s;_:lri er;R, also ri 1R =
rR. Gilt rip1R=r;R = 111541 R, dann folgt rix1 = 1i118;+1ti+1, und daher
Siy1tip1 = 1.

Satz 3.4.19. Sei R ein Hauptidealbereich. Dann ist R faktoriell.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jedes r1 € R~\{0} eine Zerlegung in irreduzible
FElemente hat. Das ist klar fiir Einheiten. Sei r; keine Einheit, und nehmen
wir an, dass r; keine Zerlegung in irreduzible Elemente hat. Wir konstruieren
eine Kette

mRCrRG -

von Idealen, die nicht stationéir wird, im Widerspruch zu Lemma[3.4.17] Seien
r1,...,Tn—1 bereits konstruiert, sodass r,_1 R keine Faktorisierung hat, und

mRCrRC---Crp_1R.

Dann ist 7,1 nicht irreduzibel und keine Einheit, also r,_1 = r,s,, wobei
rn, und s, keine Einheiten sind. Wenn r, und s, Zerlegungen in irreduzible
Elemente hétten, dann auch 7,_1. Daher hat, ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit, r,, keine Faktorisierung, und da s, keine Einheit ist, folgt

rn—1R C rpR.
Wir miissen noch zeigen, dass die Faktorisierung eindeutig ist. Sei also

Up1---Pn =041 """ qm;

mit Einheiten wu,v, n,m € Np, und irreduziblen Elementen

P1y-- 3 Pnyqly -5 qm € R.
Wir zeigen per Induktion iiber max{n,m}, dass n = m, und dass es eine

Permutation € S;, und Einheiten uy, ..., u, gibt, sodass ¢; = u;p,; fiir alle
1 <1 <n gilt.
Die Aussage ist klar fir max{n,m} = 0. Sei, ohne Einschrinkung der

Allgemeinheit, n > 1. Da p,, | vq1 - Ggm, und da p, keine Einheit ist, folgt
auch m > 1. Wegen Lemma (und Induktion), und da p, t v, folgt
pn | g5 fur ein j € {1,...,m}. Durch Umnumerierung kénnen wir annehmen,
dass py, | ¢m- Da gy, irreduzibel ist, folgt ¢, = wppp, mit einer Einheit u,, € R,
also

0= (up1 - Pn-1 — VUm1 - Gm—1)Pn-



106 KAPITEL 3. RINGE UND MODULN

Da p, # 0, folgt
upt - Ppn—1 = (Vum)q1 -+ Gm—1-

Beide Produkte haben einen Faktor weniger, nach Induktionsvoraussetzung
gilt also n = m, und es gibt eine Permutation 7 € S,—1, sodass ¢; = u;pr(;)
firl1<i<n-—1. Wahle 7 € S,, als

) {ﬁ'(z) wenn 1 <i<n—-1
m(i) = .
n wenn ¢ = n.

O
Beispiel 3.4.20. Wir wissen bereits, dass K[X], der Polynomring iiber dem
Korper K, ein Hauptidealbereich ist. Daher ist K[X| auch faktoriell.
3.5 Moduln

Definition 3.5.1. Sei R ein Ring mit Eins. Ein R-(Links)modul ist eine
abelsche Gruppe M mit einer Abbildung - : R x M — M (genannt Skalarmul-
tiplikation ), sodass fiir alle a,b € R und m,n € M gilt:

1. a-(b-m) = (ab) -m

2. (a+b)-m=a-m+b-m
3. a-(m+n)=a-m+a-n
4. 1-m=m.

Beispiel 3.5.2. Sei K ein Koérper. Dann sind K-Moduln genau die K-
Vektorrdume.

Viele Eigenschaften, die fiir Vektorrdume selbstverstéindlich sind, gelten
fiir Moduln im allgemeinen nicht, wie wir bald sehen werden.

Beispiel 3.5.3.
1. Jedes Ideal von R ist ein R-Modul.

2. Die rationalen Zahlen Q sind ein Z-Modul. Die Skalarmultiplikation ist
die gewohnliche Multiplikation - : Q x Q — Q eingeschrinkt auf Z x Q.
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3. Allgemeiner: sei G eine abelsche Gruppe. Dann ist G ein Z-Modul mit
der Skalarmultiplikation

L xG—=G
g+---+g (n mal) wenn n > 0
(n,g) —n-g:=<0 wennn =0
(—g)+ -+ (—g) (—n mal) wenn n < 0.
Nach Definition ist auch jeder Z-Modul eine abelsche Gruppe, und die

Skalarmultiplikation ist die hier angegebene. Die Z-Moduln sind also ge-
nau die abelschen Gruppen.

4. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und L : V. — V ein
Endomorphismus. Dann ist V ein K[X]|-Modul mit der Skalarmultipli-
kation

frv=f(L)W).
Nach Cayley-Hamilton gilt xg, -v =0 fir allev e V.

5. Seien My, ..., M, R-Moduln. Dann ist das kartesische Produkt
Ml Xoeee XMTL = {(mla"‘7mn) ’ml GMZ}

ein R-Modul mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation,
d.h.

(mi,...,mp) + (m},...,m,) = (my +ml,...,m, +m))

a-(mi,...,mp)=(a-my,...,a-my).

Dieser R-Modul heifit die (dulere) direkte Summe von My, ..., My, und
wird oft als My @ --- @ M, geschrieben.

6. Spezialfall: M = R ist ein R-Modul.

Definition 3.5.4. Sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge N C M ist ein R-
Untermodul von M, wenn N eine Untergruppe von M ist und fir alle r € R
undn € N giltr-n € N.

Bemerkung 3.5.5. Fin R-Untermodul N wvon M bildet mit der FEin-
schrinkung der Skalarmultiplikation von M auf R x N wieder einen R-Modul.
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Definition 3.5.6. Gegeben seien R-Moduln M, N. FEine Abbildung L : M —
N st ein Homomorphismus von R-Moduln (oder eine R-lineare Abbildung),
wenn L ein Gruppenhomomorphismus und mit der Skalarmultiplikation ver-
traglich ist. Das heif$t

L(mi +mga) = L(m1) + L(m2) und L(a-m)=a-L(m)
gelten fiir alle my, mo,m € M und a € R.
Lemma 3.5.7. Sei M ein R-Modul und N C M ein Untermodul.

1. Die Faktorgruppe
M/N :={m+ N |me M}

bildet mit der Skalarmultiplikation
r-(m+N):=rm+N, firre R und m+ N € M/N,
wieder einen R-Modul.

2. Die natiirliche Abbildung w: M — M/N, m(m) = m+ N ist ein surjek-
tiver R-Modul-Homomorphismus mit kerm = N.

Beweis. Zu 1. Die Skalarmultiplikation ist wohldefiniert: sei m+ N = m/+ N,
dann m —m’ € N, also auch a(m —m') € N, da N ein Untermodul ist. Daher
folgt am + N = am’ + N. Die R-Modul-Axiome iibertragen sich von M auf
M/N, z.B. gilt
a-(b-(m+N))=a-(bm+ N)=a(bm)+ N = (ab)m + N = (ab) - (m + N).
Zu 2. Offensichtlich, z.B. gilt
m(a-m)=am+ N =a-(m+ N).
O]

Satz 3.5.8 (Homomorphiesatz fiir Moduln). Sei L : M — N ein Homomor-
phismus von R-Moduln. Dann gilt:

1. ker L := {m € M | L(m) = 0} ist ein Untermodul von M.

2. Es gibt einen injektiven R-Modul-Homomorphismus L: M/kerL — N,
sodass B
L(m +ker L) = L(m)

fiir alle m € M gilt. D.h., Lom = L, wobei m : M — M/ker L der
natirliche Homomorphismus ist.
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Beweis. Zu 1. Wir wissen bereits, dass ker L eine Untergruppe von M ist. Sei
m € ker L und a € R. Dann gilt L(am) = aL(m) =a-0 =0, also am € ker L.

Zu 2. Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen gibt es einen Grupenho-
momorphismus mit den angegebenen Eigenschaften. Dieser ist auch ein R-
Modul-Homomorphismus, denn es gilt

L(r(m+ker L)) = L(rm + ker L) = L(rm) = rL(m) = rL(m + ker L).

O]

3.6 Erzeugendensysteme, lineare Unabhingigkeit,
Basen

Hier werden wir erste Unterschiede zwischen Vektorrdumen und allgemeinen
Moduln feststellen.

Lemma 3.6.1. Sei M ein R-Modul und sei (N;), i € I, eine Familie von
Untermoduln von M. Dann ist auch (\{N; | i € I} ein Untermodul von M.

Beweis. Da 0 € N; fiir allei € I,ist 0 € (\{V; | ¢ € I}. Seien my, my € N; fiir
alle 7 € I, dann auch mq —msy. Seir € R. Dann ist rm; € N; fir alle: € I. [

Definition 3.6.2. Sei M ein R-Modul und S C M.

1. Der von S erzeugte Untermodul (S) von M ist der kleinste Untermodul
von M, der S enthdlt. Das heifst,

(S) = ﬂ{N | N C M Untermodul und S C N}. (3.1)

2. S heifit Erzeugendensystem von M, wenn (S) = M.
Bemerkung 3.6.3.
1. Es gilt
n
(S) = {Zaisi |n€N,a; € R,s; € S}.
i=1
Beweis: Bezeichne die Menge auf der rechten Seite mit U. Dann ist U
offensichtlich ein Untermodul von M, der S enthdlt. Also (S) C U. An-
dererseits enthdlt jeder Untermodul von M, der S enthdlt, auch Summen

von skalaren Vielfachen von Elementen aus S, also U. Daher ist U in
jedem der Untermoduln in (3.1)) enthalten, also U C (S).
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2. Wenn M als Modul iiber verschiedenen Ringen Ri, Ry betrachtet wird,
schreiben wir (S)r,, (S)r,, um die erzeugten Untermoduln zu unter-
scheiden.

3. Sei 'V ein K-Vektorraum und S C V. Dann gilt (S) = Spanng(S).
Beispiel 3.6.4.

1. SeiV ein K-Vektorraum mit Basis B = {v1,...,vy}. Dann gilt (B)g =
V. Weiters ist V als abelsche Gruppe auch ein Z-Modul, und

(S)z = {Z a;v; | a; € Z}.
i=1
Anschaulich: (S)z ist das durch die Vektoren vy, ..., vy, aufgespannte
Gitter.
2. Sei V. =TR? und B = {e1,ea2}. Dann gilt (B)y = Z? C R?.
Definition 3.6.5. Sei M ein R-Modul und S C M.

1. S heif$t linear unabhéngig, wenn die einzige Linearkombination von 0
aus Elementen in S die triviale Linearkombination ist. Das heifit, fiir
allen €N, a1,...,a, € R, und s1,...,5, € S mit s; # s fiiri# j gilt

a181+"‘+an5n:0:>a1 ::anzo
Ansonsten heifst S linear abhdngig.

2. S heifit Basis von M, wenn S ein linear unabhdngiges Erzeugendensys-
tem von M ist.

3. M heif§t frei, wenn M eine Basis hat.
Beispiel 3.6.6.
1. Jeder K-Vektorraum ist ein freier K-Modul.

2. R" ist ein freier R-Modul mit Basis E = {e1,...,e,}, wobei e; =
0,...,0,1,0,...,0), mit der 1 an i-ter Stelle.

Nicht jeder R-Modul ist frei.

Beispiel 3.6.7.
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1. Betrachte den Z-Modul M = Z/3Z. Fiir jedes Element m = a+37Z € M
gilt 3-m = 3a + 3Z = 3Z = 0, aber 3 # 0. Daher ist die Menge {m}
linear abhdngig.

2. Fiir K-Vektorrdume V gilt: seien vy, ..., v, linear abhdngig, also ayjvi +
<o Fanv, = 0. Fiir jedes i mit a; # 0 ist dann v; eine Linearkombination
der restlichen Vektoren, z.B.,

ag an

V] = ——V —+++— —7Up.
ai al

Das ist falsch fiir Moduln.

3. Sei M = 72 als Z-Modul, und m; = (2,0), ma = (0,3), mz = (1,1).
Dann gilt

3-my+2-my—6-m3=(6,0)+ (0,6) — (6,6) = (0,0),

also ist {my, ma, ma} linear abhingig. Jedoch kann kein m; als Linear-
kombination der beiden anderen geschrieben werden. Das lisst sich z.B.
so beweisen: es gilt Z* C Q?, und B = {mq, ma} ist eine Basis von Q2.
Daher ist die Darstellung

1 n 1
ms=—--my+--m
3= 5 Mt g2
eindeutig. Doch die Koeffizienten sind nicht in Z, also ist ms keine Z-

Linearkombination von my, mo. Analog gilt

mlz—g-m2+2-m3, mgz—g-ml—k?)-mg.

Der Rest dieses Kapitels dient hauptsédchlich dazu, diese Phdnomene in
den Griff zu bekommen, zumindest iiber ,netten“ Ringen. Wir werden nur
endlich erzeugte Moduln betrachten, d.h. Moduln mit einem endlichen Er-
zeugendensystem, obwohl einige der Aussagen auch fiir nicht endlich erzeugte
Moduln gelten.

Wir wollen zuerst den Rang eines freien R-Moduls, analog zur Dimension
eines Vektorraums, als die Kardinalitét einer Basis definieren. Dazu miissen
wir wissen, dass diese nicht von der Wahl der Basis abhéngt. (Das ist im
Allgemeinen falsch!)

Satz 3.6.8. Sei M ein freier R-Modul mit endlicher Basis B = {m1,...,my}.
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1. Jedes m € M hat eine eindeutige Darstellung

m=aymi+---+ apMy.

2. Sei N ein weiterer R-Modul und f : B — N eine beliebige Funktion.
Dann gibt es genau einen R-Modul-Homomorphismus L : M — N mit
L(m;) = f(my) fir 1 <i <mn. Dieser ist gegeben durch

L(aimy + -+ apmy) = ar f(my) + - -+ + an f(my).

Beweis. Zu 1. Da B ein Erzeugendensystem ist, hat jedes m € M so eine
Darstellung. Sei

aymy + -+ 4 app = bymy 4 - -+ 4 bping,

dann
(a1 — bl)ml —+ oo+ (an — bn)mn = 0.
Da B linear unabhéngig ist, folgt a; = b; fir 1 <¢ < n.
Zu 2. Das angegebene L ist eine wohldefinierte Funktion M — N, da jedes

m € M wegen 1. eine eindeutige Darstellung m = aymy + --- + a,m,, hat.
Offensichtlich ist I R-linear. ]

Korollar 3.6.9. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul.

1. Es gibt n € N und einen surjektiven R-Modul-Homomorphismus R™ —
M.

2. Sei M frei mit einer Basis B, sodass |B| = n < oco. Dann gibt es einen
R-Modul-Isomorphismus L : R™ — M.

Beweis. Zu 1. Sei M = (S), mit S = {s1,..., s, } endlich. Sei £ = {e1,...,e,}
die Standardbasis von R", dann gibt es nach Satz einen eindeutigen R-
Modul-Homomorphismus L : R"™ — M mit L(e;) = s;. Dieser ist surjektiv: sei
m € M, dann gibt es (nicht ungedingt eindeutige) aq, ..., a, € R, sodass

m=a1s1 + -+ ansy, = L(arer + -+ + aney). (3.2)

Zu 2. Sei S = B in 1. Dann ist die Darstellung (3.2)) eindeutig, also ist L
auch injektiv. O

Um den Rang eines R-Moduls mit endlicher Basis definieren zu kénnen,
muf} also R" 2 R™ = n = m gelten.
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Lemma 3.6.10. Sei M ein R-Modul und I ein Ideal von R. Sei
n
IM :={> igmp |n €N, i €I, my € M}
k=1
1. IM ist ein R-Untermodul von M.

2. Der Faktormodul M/IM ist auch ein R/I-Modul, mit der Skalarmulti-
plikation
(a+1I)-(m+IM)=am+ IM.

3. Set L : M — N ein R-Modul-Homomorphismus. Dann induziert L einen
R/I-Modul-Homomorphismus L : M/IM — N/IN, sodass

L(m+IM) = L(m)+ IN.
4. Wenn L ein R-Modul-Isomorphismus ist, dann ist L ein R/I-Modul-
Isomorphismus.
5. Fir M = R"™ gilt IM = I" und es gibt einen R-Modul-Isomorphismus
L:R"/I" — (R/D)" mit (r1,...,rn)+ 1" =(r1+1,...,7+I).
Dieses L ist auch ein R/I-Modul-Isomorphismus.

Beweis. Zu 1. Es gilt 0 € IM, die Differenz zweier Elemente von IM ist in
IM,und r- Yy igmy = Y oy (rig)my € IM.

Zu 2. Die Skalarmultiplikation ist wohldefiniert: sei a+1 = b+1, m+IM =
n+IM.Dannm—-nelIM,b—a €I, also

am —bn=a(m—n)—(b—a)n € IM.

Daher folgt am + I'M = bn+ I M. Die Axiome iibertragen sich direkt von M,
z.B.

(a+1)((b+ I)(m+IM)) = (a + I)(bm + IM) = a(bm) + IM = (ab)m + IM
= (ab+ I)(m +IM) = ((a+ I)(b+I))(m + IM).

Zu 3. L ist wohldefiniert: sei m + IM = n + IM. Dann m —n € IM. Sei
m-—mn=y ,_,ixmi. Dann
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L ist ein R/I-Modul-Homomorphismus, da L ein R-Modul-Homomorphismus
ist. Z.B.

L((a+I)(m+ IM)) = L(am + IM) = L(am) + IN = aL(m) + IN
= (a+ I)(L(m)+IN) = (a+ I)L(m + IM).

Zu 4. L ist injektiv: sei L(m + IM) = 0, dann L(m) € IN, also L(m) =
Y peq igng. Fir i <k <mn, sei my € M mit L(my) = ng. Dann

m =LY (L(m)) = ixL N (L(my)) =Y igmy € IM,
k=1

k=1
alsom+IM = 0.

L ist surjektiv: sei n + IN € N/IN und n = L(m). Dann n + IN =
L(m + IM).

Zu 5. Furi € I und m = (r1,...,ry) € R" gilt im = (iry,--- ,ir,) € I,
also IM C I"™. Umgekehrt sei i = (iy,...,4,) € I". Dann i = ije; + -+ +
inen € IM, wobei {ey,...,e,} die Standardbasis von M = R™ ist. Daher folgt
IM =1".

Betrachte die Abbildung

Li:R"—= (R/D", (ri,...,mn) = (ri+1,...,mp +1).

L ist offensichtlich ein surjektiver R-Modul-Homomorphismus mit ker L; =
I". Laut Homomorphiesatz gibt es einen R-Modul-Isomorphismus L
R"/I" — (R/I)™ mit L((r1,...,7m) +1I") = (n +I,...,mn + I). Dieser ist
auch R/I-linear:

L((a+D)((r1y...,rn)+1") = L(a(ry,...,m) + 1)

= L((ary,...,ary) + 1)
=(ar1+1I,...,ar, +1)
((a+D)(r14+1),....,(a+D)(r,+ 1))
=(a+1I)(r1+1,. rn—i-I)
=(a+1)L ((rl,...,rn)—i-fn).

O]

Bemerkung 3.6.11. Der Beweis der Injektivitdt in 4. hat verwendet dass
L ein Isomorphismus (also auch surjektiv) ist. Es gilt im allgemeinen nicht,
dass L injektiv = L injektiv! Betrachte z.B. M = N = Z als Z-Moduln,
L:M — N, L(m)=3-m, und I = 3Z. Dann ist L injektiv, aber L=0.
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Satz 3.6.12. Sei R # {0} ein kommutativer Ring mit Eins und m,n € N.
Falls R™ = R"™ als R-Moduln, dann ist m = n.

Beweis. Da R # {0} ein Ring mit Eins ist, hat R ein maximales Ideal I. Nach
Lemma (3.6.10| erhalten wir R/I-Modul-Isomorphismen

(R/T)™ = R™/IR™ = R"/IR" = (R/I)".

Sei K = R/I. Da I maximal ist, ist K ein Korper, und K" = K" als K-
Vektorrdume. Daraus folgt m = n. O

Korollar 3.6.13. Sei R # {0} ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-
Modul. Seien By, By zwei Basen von M mit |Bi| = m, |Bs| = n, fir m,n € N.
Dann gilt m = n.

Beweis. Nach Korollar [3.6.9| gibt es R-Modul-Isomorphismen R"™ — M und
R™ — M, also R™ =2 R™. Nach Korollar [3.6.12] folgt m = n. O

Definition 3.6.14. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins und n € N. FEin
R-Modul M heifst frei vom Rang n, wenn M eine Basis B mit |B| = n hat.
Per Definition ist der Nullmodul M = {0} frei vom Rang 0.

Bemerkung 3.6.15. M ist genau dann frei vom Rang n, wenn M = R™.

Definition 3.6.16. Sei M ein R-Modul und Ny, ..., N Untermoduln von M.
Der Modul M ist die direkte Summe von Ni,..., Ng, geschrieben

M=N @ D Ny oderM:éNi,
i=1
wenn der R-Modul-Homomorphismus
Ny x -+ X Ny = M, (n1,...,ng) —ny+ -+ ng
etn Isomorphismus ist.
Bemerkung 3.6.17. Fir k =2 gilt: Se:
N1+ No:={mq1 +mgy|mi € N1, ma € No} = (N1 U Ny)
(Die letzte Gleichheit wird in der Ubung gezeigt.) Dann gilt

M =N, ® Ny < M =Ny + No unleﬂNgz{O}
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3.7 Moduln iiber Hauptidealbereichen

Definition 3.7.1. Sei R ein Integrititsbereich und M ein R-Modul.

1. Ein Element m € M heifit Torsionselement, wenn es r € R, r # 0 gibt,
sodass - m = 0.

2. Die Menge
T(M) :={m € M | m is Torsionselement}

heifit der Torsionsuntermodul oder die Torsion von M.
3. M heifit Torsionsmodul, wenn T'(M) = M.
4. M heifst torsionsfrei, wenn T (M) = {0}.

Bemerkung 3.7.2. T'(M) ist ein R-Untermodul von M : offensichtlich gilt
0e€T(M). Sei rymy =0, romg =0, mit ri,79 # 0. Dann rire # 0, da R ein
Integrititsbereich ist, und

7“17“2(m1 — mQ) = 7“2(7“17711) — 7“1(7“27712) = 7“20 — 7’10 =0.
Firr € R gilt weiters r(rm) = r(rym) =r0 = 0.
Beispiel 3.7.3.

1. Sei V ein K-Vektorraum. Dann T(V) = {0}, d.h., alle Vektorrdume
sind torsionsfrei.

2. Allgemeiner: jeder freie R-Modul ist torsionsfrei. Beweis: sei B eine
Basis von M und m = ZZTL rib; € M, mit r; € R, b; € B. Seir € R,
r# 0, mit rm =0. Dann

m

0=rm= Z(rri)bi.

=1

Da B eine Basis ist, folgt rr; =0 fir 1 <i <mn. Dar # 0 und R ein
Integritdtsbereich ist, folgt r; =0 fiir 1 <i <n, also m = 0.

3. Sein € N. Der Z-Modul Z/nZ ist ein Torsionsmodul: fir m € Z/nZ
gilt nm =0, also T(Z/nZ) = Z/n’ZL.

4. Der Z/nZ-Modul Z/nZ ist torsionsfrei (da frei).
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5. Fir den Z-Modul M = 7Z X Z/nZ gilt T(M) = {0} x Z/nZ C M. Daher
ist M weder torsionsfrei, noch ein Torsionsmodul.

Wir werden sehen, dass jeder endlich erzeugte Modul {iber einem Haupt-
idealbereich direkte Summe von 7'(M) und einem freien Untermodul ist.

Lemma 3.7.4. Sei M ein R-Modul und mq,...,m, € M ~ {0}.

1. Firl <i<mn ist
Rm; :={rm; | r € R}

ein Untermodul von M.

2. Sei M torsionsfrei. Dann gilt

n
M = @Rmi < {mi,...,my} ist eine Basis von M

i=1
Beweis. 1. ist offensichtlich. Zu 2.: sei {my,..., my} eine Basis. Dann ist
L:Rmqy X - X Rmy = M, (rimq,...,romy) — rimq + -+ romy,

surjektiv. Weiters gilt rym; + --- + r,m, = 0 genau dann, wenn r; = --- =
rn = 0, also ist L auch injektiv.
Sei umgekehrt L ein Isomorphismus. Da L surjektiv ist, folgt M =

(mi,...,my). Sei rymy +---+r,m, = 0. Dann gilt (rymy,...,r,my,) € ker L,
also (rimq,...,rmmy) = (0,...,0). Aus ;m; = 0 folgt aber r; = 0, da m; kein
Torsionselement ist. Daher sind {mi,...,m;} linear unabhéngig. O

Lemma 3.7.5. Sei L : M — F ein surjektiver R-Modul-Homomorphismus

und F frei mit Basis {n1,...,ni}. Dann gibt es einen freien Untermodul Fy C
M, sodass

F=2F und M =ker L ® F.
Beweis. Seien myq,...,mi € M mit L(m;) = n; fiir alle 1 < i < k. Setze
Fy = (my,...,mg). Falls aymy+- - -+axm = 0, dann folgt ayni +- - -+agng =
L(0) =0, also a3 = -+ = a; = 0. Daher ist F} frei mit Basis {mq,...,my},
und Fy 2 F.

Sei m € M, dann gibt es by,...,br € R mit

k k k
i=1 i=1 =1
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Daher m — Zle bim; € ker L, und m = (m — Ele bim;) + Zle bym; €
ker L + F. Es folgt M = ker L + F3.
Seim = Zle r;m; € F1 Nker L. Dann

k

0=L(m) = Zrini,

i=1

also r; = 0 fiir alle 1 < ¢ < k, und daher m = 0. Wir haben gezeigt, dass
M =ker L @ F}. O

Satz 3.7.6. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein freier R-Modul vom Rang
n € N. Sei N ein Untermodul von M. Dann ist auch N frei, vom Rang < n.

Beweis. Fir N = {0} ist die Aussge klar, also nehmen wir an, dass N # {0}.
Induktion nach n.
Fiir n =1, sei {m,} eine Basis von M. Dann gilt M = Rm;. Sei

I'={reR|rm; € N}.

Dann ist I # {0} ein Ideal von R, also I = Rz fiir z € R~ {0}. Es folgt
N = R(xzm1). Daram; =0=rx =0=r =0, ist {zm,} eine Basis von N.

Sei jetzt n > 2 und {mg,...,m,} eine Basis von M. Setze F :=
(ma,...,my,) und

n n
L:M— F, Zaimi — Zazmz
=1 =2

Dann ist F' frei mit Basis {mg,...,my}, und L ist ein surektiver R-Modul-
Homomorphismus mit ker L = Rm; frei vom Rang 1. Weiters ist L(N) ein
Untermodul von F', also nach Induktionsvoraussetzung frei vom Rang < n—1.
Wir wenden Lemma auf den surjektiven Homomorphismus L|y : N —
L(N) an. Da ker(L|y) = ker LN N, gibt es einen freien Untermodul N; von
N vom Rang < n — 1, sodass

N = (ker LN N) @ Nj.

Da ker LN N C ker L = Rm;, liefert die Induktionsvoraussetzung im Fall
n =1, dass ker L N N frei vom Rang < 1 ist.

Sei B; eine Basis von ker L N N und By eine Basis von Nj. Dann ist
B := Bj U By eine Basis von N, und |B| <14 (n—1) =n. O
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Bemerkung 3.7.7. Sei R ein Integrititsbereich und I ein Ideal von R. Dann
ist I ein Untermodul des freien R-Moduls R. I ist genau dann ein freier R-
Modul, wenn I ein Hauptideal ist. Daher ist die Aussage von Satz[3.7.6] falsch,
wenn R kein Hauptidealbereich ist.

Satz 3.7.8. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann gilt

M st torsionsfrei = M ist frei von endlichem Rang.

Beweis. Sei M = (mj,...,my,). Da R torsionsfrei ist, ist (m;) frei fiir al-
le 1 < i < n. Sel {i1,...,ir} C {1,...,n} eine maximale Teilmenge,
sodass (mj,,...,m;,) frei ist. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit gel-
te {i1,...,ix} = {1,...,k}, sonst ordnen wir die m; um. Also ist F :=
(ma, ..., my) ein freier Untermodul von M, und fiir j > k sind my, ..., mg, m;
linear abhéngig. Das heifit,

k

E rijmi — rjmj = O,
=1

mit r;;,7; € R, r; # 0. Insbesondere, 7;m; € F. Sei r := 141 ---rp € RN{0},
dann rm; € F fur 1 < j < n, und da M = (my,...,m,) folgt rM C F. Als
Untermodul des freien Moduls F' vom Rang k ist rM frei vom Rang < k.

Weiters definiert L(m) := rm einen surjektiven Homomorphismus L :
M — rM. Nach Lemma [3.7.5] ist M = ker L & F7, fiir einen freien R-Modul
Fy =2 rM. Jedoch gilt

ker L={me M |rm=0} C T(M)={0},
also ker L = {0} und M = Fj ist frei vom Rang < k. O
Bemerkung 3.7.9.

1. Sei M endlich erzeugt und frei. Dann ist M offensichtlich torsionsfrei,
also laut Satz frei von endlichem Rang.

2. Sei R ein Integrititsbereich und I C R ein Ideal, das kein Hauptideal
ist. Dann ist der R-Modul I torsionsfrei, aber nicht frei.

3. Der Z-Modul Q ist torsionsfrei, aber nicht frei. Die Bedingung, dass M
endlich erzeugt ist, ist also notwendig in Satz[3.7.8
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Satz 3.7.10. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann gibt es einen freien Untermodul F' von M von endlichem Rang,

sodass
M=T(M)&®F.

Beweis. Wir betrachten den R-Modul M /T (M). Sei M = (m,...,my), dann
ist auch
M/T(M) = (m1 +T(M),...,my +T(M))

endlich erzeugt.
Weiters ist M /T (M) torsionsfrei: sei m + T (M) ein Torsionselement von
M/T(M). Dann gibt es r € R, r # 0, sodass

O0=r(m+T(M))=rm+T(M),

also rm + T (M) = T(M), und rm € T(M). Das heifit, srm = 0 fiir ein
s € R~ {0}, aber dann sr # 0, und m € T'(M). Es folgt m + T'(M) = 0, also
T(M/T(M)) = {0}.

Laut Satz ist M/T (M) also frei von endlichem Rang. Sei m : M —
M/T (M) die natiirliche Projektion. Dann ist 7 surjektiv und ker m = T'(M).
Nach Lemma gibt es einen freien Untermodul F von M mit F =
M/T(M), sodass

M=T(M)®F.

O

Wir wissen also, dass M = T(M) @ F, und F = R*, fiir ein k € N. Um
die Struktur von M vollsténdig zu verstehen, miissen wir noch T'(M) genauer
beschreiben.

3.8 Matrixumformungen

Fiir einen freien R-Modul M und einen freien Untermodul IV, beide von end-
lichem Rang, suchen wir Basen von N und M, beziiglich derer die Inklusion
N C M moglichst einfach dargestellt wird.

Definition 3.8.1. Seien M, N freie R-Moduln mit Basen By =
{m1,...,mg} und By = {n1...,m}, k,1 > 1. Sei L : M — N ein R-Modul-
Homomorphismus und a;; € R die eindeutigen Elemente, sodass

l

L(m;) = Zaz’jnu fir1 <j <k.
=1
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Die darstellende Matrix von L beziiglich der Basen By;, By ist die Matrix

[L]By,By = (aij) 1<i<i € M (L, k; R).
1<5<k

Bestimmte elementare Zeilen- und Spaltenoperationen an [L]p,, B, ent-
sprechen Modifikationen der Basen By, By.

Lemma 3.8.2. Sei R ein Integrititsbereich und M,N # {0} zwei freie
R-Moduln mit endlichen Basen Bp;,By. Sei L : M — N ein R-Modul-
Homomorphismus und A = [L|p,, By € M(l,k;R) die darstellende Matriz.
Sei A" € M(l,k; R) die Matriz, die aus A durch eine der folgenden Operatio-
nen hervorgeht:

1. Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile, fir 1 <1i,j <.
2. Vertauschen der i-ten Spalte mit der j-ten Spalte, fir 1 <i,j <k.

3. Addition des \-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile, fir A € R, 1 <1i #
Jj<l
4. Addition des \-fachen der j-ten Spalte zur i-ten Spalte, fir A € R, 1 <
i<k
Dann gibt es Basen B}, By von M, N, sodass A’ = [L]Bﬁ/prv'

Beweis. Sei By = {mi,...,my}, By = {n1,...,n;}. Wir zeigen in jedem der
vier Fille, wie die Basis By oder Bj; zu modifizieren ist.

1. B}, := By und Bl ist By mit n; und n; vertauscht.
2. Bj, ist By mit m; und m; vertauscht, und B}, := By.

3. B}, := By, und By ist By mit n; ersetzt durch nj — An;. Tatséchlich
gilt

1
L(myp) = Z aghng = Z aghng + (ain + Aajn)n; + ajn(ng — Ang).

B/, ist wieder eine Basis: es gilt (By) = N, da n; = (n; — A\n;) + An; €
(BYy)- Sei

0= aj(nj — )\ni) +a;n; + E apnp = a;n; + (ai — )\aj)ni + Z apnp,
h#i,j h#i,j
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dann aj,a; — Aa; = 0 und ay, = 0 fiir h # 4, j, da By linear unabhéngig
ist. Daher ap = 0 fiir alle 1 < h < [, und B, ist ebenfalls linear un-
abhingig.

4. B ist Bys, mit m; ersetzt durch m; +Amj, und B}y := By. Tatséchlich
gilt
l

l l
mi+Xmj =) aging + XY aging =Y _(agi + Aag;)ng.
g=1 g=1 g=1

Analog wie in 3. ist B}, wieder eine Basis von M.

Bemerkung 3.8.3.

1. Im Gegensatz zu Vektorrdumen, erlauben wir nicht die Multiplikation
einer Zeile/Spalte mit einem Skalar.

2. Wir nennen die Operationen 1. und 3. elementare Zeilenoperationen
tber R, und die Operationen 2. und 4. elementare Spaltenoperationen
tber R.

Definition 3.8.4. Sei R ein Integrititsbereich und A = (aij)i<i<m,1<j<n €
M(m,n; R). Seir = min{m,n}. Wir sagen, dass A in Smith-Normalform ist,

wenn es dy,...,d, € R gibt, sodass dy | da | -+ | dy, und
{di7 wenn i = j
Q5 =
0, sonst.
Anschaulich, z.B. fir n > m,
dy 0 --- 0
d 0 --- 0
A= ’ . .
d. 0 0

Bemerkung 3.8.5. Wir schlieffen nicht aus, dass d; = 0. In diesem Fall gilt
auch dj = 0 fiir alle j > i.

Lemma 3.8.6. Sei R ein Euklidischer Ring mit Rangfunktion ¢ : R~ {0} —
No. Sei A € M(m,n;R). Dann kann A durch elementare Zeilen- und Spal-
tenumformungen zu einer Matriz A’ = (aéj) transformiert werden, sodass
ayy | ag; fir alle i, j.
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Beweis. Die Aussage gilt fiir die Nullmatrix, sei also A # 0. Durch Zeilen-
und Spaltenvertauschungen erreichen wir, dass a;; # 0. Angenommen, ai;
teilt nicht alle anderen Eintridge von A.

Behauptung: Dann kann A durch elementare Zeilen- und Spaltenumfor-
mungen zu einer Matrix B = (b;;) transformiert werden, sodass by; # 0 und
d(b11) < ¢(air).

Da die absteigende Folge natiirlicher Zahlen ¢(a11) > &(b11) >
nach endlich vielen Schritten abbricht, mufl die dann erreichte Matrix A’ die
gewiinschte Eigenschaft haben.

Wir miissen also nur noch die Behauptung beweisen. Dazu unterscheiden
wir drei Fille.

1. Fall: Es gibt 2 < j < n, sodass a1 { a1;. Division mit Rest liefert a;; =
qaiy + 7, mit r # 0 und ¢(r) < ¢(air). Wir ziehen das g-Fache der
ersten Spalte von der j-ten Spalte ab und vertauschen danach die erste
mit der j-ten Spalte. Fiir die dadurch erhaltene Matrix B gilt by; = r,

also ¢(b11) < ¢(a11).

2. Fall: Es gibt 2 < i < m, sodass a1 1 a;1. In diesem Fall gehen wir gleich
vor, wie im ersten Fall, nur mit Zeilen statt Spalten.

3. Fall: aq; teilt alle Eintrége der ersten Zeile und der ersten Spalte. Durch
Abziehen geeigneter vielfacher der ersten Zeile/Spalte von allen anderen
Zeilen/Spalten erreichen wir, dass alle anderen Eintréige der ersten Zeile
und Spalte gleich 0 sind. Die erhaltene Matrix B hat immer noch einen
Eintrag, der nicht durch b1; = a1 geteilt wird, da von allen Eintrégen
nur Vielfache von aj; abgezogen wurden. Gelte b1y { a;; mit ¢ # 1. Wir
addieren die i-te Zeile zur ersten, um a;; in die erste Zeile zu bringen.
Das lidsst a1 = by1 unverandert, und wir konnen im 1. Fall fortfahren.

O

Satz 3.8.7 (Smith-Normalform). Sei R ein Hauptidealbereich und A €
M (m,n; R). Dann kann A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen
in Smith- Normalform gebracht werden.

Beweis. Wir fithren den Beweis hier nur in dem Spezialfallfall, dass R ein
euklidischer Ring ist. Der Beweis fiir allgemeine Hauptidealbereiche bené6tigt
etwas mehr Vorbereitung (siehe z.B. [4, Satz 11.5.7]). Sei also R euklidisch.
Falls min{m,n} = 1, besteht A nur aus einer Zeile oder Spalte. Mit Lemma
bringen wir A in eine Form A’, sodass af; alle anderen Eintrége teilt.
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Durch Subtraktion geeigneter Vielfacher von a}; von allen anderen Eintréigen
erreichen wir Smith-Normalform (aj; 0 --- 0) oder (aj; 0 --- O)t.

Sei min{m,n} > 1. Mit Lemma3.8.6]bringen wir A in eine Form A’, sodass
a}; alle anderen Eintriige von A’ teilt. Durch Abziehen geeigneter Vielfacher

der ersten Zeile/Spalte von allen anderen Zeilen/Spalten, bringen wir A’ in

die Form /
n__ [ G171 0
= (" )

wobei B € M(m — 1,n — 1; R). Da von allen Eintréigen nur Vielfache von a/;
abgezogen wurden, teilt a}; immer noch alle Eintrége von B.

Nach Induktionsvoraussetzung kann B durch elementare Zeilen- und Spal-
tenoperationen in Smith-Normalform gebracht werden. Diese Operationen
dndern nichts an der Tatsache, dass a/; alle Eintrége von B teilt, also bringen
sie auch A” in Smith-Normalform. O

3.9 Elementarteiler und invariante Faktoren

Satz 3.9.1. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein freier R-Modul von end-
lichem Rang k € N. Sei N ein Untermodul von M. Dann gibt es eine Basis
{mi,...,mg} von M,0 <1<k, undd,...,d € R~{0}, mitdy |dy|---|d,
sodass {dim1,...,dym;} eine Basis von N ist.

Beweis. Nach Satz ist N frei vom Rang [ < k. Falls | = 0, ist
die Aussage trivial, sei also [ > 0. Seien Bj;, By Basen von M, N, und
L : N — M die Inklusion von N in M, d.h. L(n) = n. Wir bringen die
darstellende Matrix [L]g, B, durch elementare Zeilen- und Spaltenumfor-
mungen in Smith-Normalform D = diag(dy,...,d;), mit dy | da | --- | d;. Die
Zeilen- und Spaltenumformungen entsprechen nach Lemma Modifikatio-
nen der Basen By, Bys. Daher gibt es Basen B}, = {m1,...,my} von M und
By = {n1,...,n;} von N, sodass [L]Bﬁv,Bfw = D. Das heifit, n; = d;m; fiir
1 <4 <. Insbesondere gilt also d; # 0 fir 1 < i <. O

Lemma 3.9.2. Sei R ein Integrititsbereich, n € Ny, und dy,...,d, € R,
sodass dy keine Finheit ist, und dy | dy | -+ | dy. Sei

N =R/diR x --- x R/d,R.
Dann ist

n =min{i € No | N hat ein Erzeugendensystem aus i Elementen}.

(Wir erlauben hier, dass d; = 0. In dem Fall ist R/d;R = R.)
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Beweis. Tatséchlich hat N das Erzeugendensystem {ey,...,e,}, mit
ei=(0,...,0,1+d;R,0,...,0).

Angenommen, N = (my,...,mp_1). Da d; keine Einheit ist, gilt diR & R,
also gibt es ein maximales Ideal I von R mit diR C I. Da d; € I, folgt auch
d; € I fiir alle 1 < j < n, und daher ist

R/d;R — RJI, r+d;Rvsr+1

ein wohldefinierter surjektiver R-Modul-Homomorphismus. Wir erhalten einen
surjektiven R-Modul-Homomorphismus

L:N=RJ/dRx - x R/d.R — (R/I)",
(ri+diR,...;,rn +dpR)— (r1+1,...;mn+1).

Die Bilder L(my), ..., L(my_1) erzeugen dann (R/I)™ als R-Modul, und auch
als R/I-Modul: sei v € (R/I)", dann v = L(m), fiir ein m € N. Sei m =
aimi+ ...+ ap_1mu_1, dann

v=arL(m)+- -+an_1L(mp_1) = (a1 +1)L(m1)+- -+ (apn—1+ 1) L(mpy_1).

Da I maximal ist, ist K = R/I ein Korper, und L(my), ..., L(m,_1) erzeugen
den K-Vektorraum K", ein Widerspruch. O

Lemma 3.9.3. Sei R faktoriell und d,r € R, r # 0. Fiziere einen ggT(d, ),
und schreibe d' := d/ ggT(d,r). Dann gibt es einen R-Modul-Isomorphismus

L:R/dR—r-R/dR, s+ d R~ rs+dR.
Beweis. Seir’ :=r/ggT(d,r), dann folgt ggT(d’,r") = 1. Die Abbildung L ist

wohldefiniert und injektiv, da
d|rs—rt<ggl(d,r)d | ggT(d,r)r' (s —t) = d |7 (s—t) < d | (s—1t).
Die letzte Aquivalenz gilt, da ggT(d’,r’) = 1. Die Abbildung ist offensichtlich

surjektiv und R-linear, also insgesamt ein Isomorphismus. O

Satz 3.9.4 (Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Haupt-
idealbereichen). Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann gibt es r,l € No und di,...,d; € R~ {0}, sodass d; keine
FEinheit ist und dy | dy | - - | dy mit

M=~R/d\Rx - x R/J4R x R".

Hierbei sind r,l eindeutig und dy,...,d; eindeutig bis auf Multiplikation mit
Einheiten bestimmit.
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Beweis. Existenz: sei M = (mq,...,my,) und L : R™ — M der surjektive
R-Modul-Homomorphismus mit L(e;) = m;, fir 1 < i < n. Sei U := ker L.
Dann ist U ein Untermodul von R™ und R"/U = M.

Laut Satz[3.9.1] gibt es eine Basis {b1,...,b,} von R" und d; | --- | d; € R,
sodass {d1b1,...,d;b;} eine Basis von U ist.

Betrachte den Homomorphismus

Ly:R"— R/d\R x --- x R/d;R x R"!,

n
Zaibi — (a1 +d1R, RN T le,al+1, - ,an).

i=1

Dann ist Lo surjektiv und ker Lo = (d1b1,...,d;b;) = U. Mit dem Homomor-
phiesatz folgt also

M~R'/U=R/Rx---x R/d;R x R,

Wenn d; eine Einheit ist, folgt R/di R = {0}, also kann der Faktor weggelassen
werden.

Zur Eindeutigkeit: wegen Lemma [3.9.2] ist n := [ + r eindeutig als die
minimale Anzahl an Elementen in einem Erzeugendensystem von N bestimmt.
Setze dj =0 fiir [ +1 < j <n (also R/djR = R). Dann ist das Ideal d;R, fiir
1 < j < n eindeutig bestimmt als

d;jR = {r € R| rM hat ein Erzeugendensystem aus < n — j Elementen}.
(3.3)
Sei 0 # r € R mit dj | r, also dj = ggT(dj,r). Da d; | d; fur 1 < i < j,
folgt auch d; = ggT(d;,r) fiir 1 <i < j. Mit Lemma folgt

r-R/d;R= R/R = {0},
fiir alle 1 <4 < j, und daher
rM = {0} x--- x {0} xr-R/dj;-1Rx---xr-R/d,R.

Der letzte dieser Moduln wird von n — j Elementen {re;;1,...,re,} erzeugt.
Gelte umgekehrt d; { r, und sei j° < j minimal mit dy t r. Fir 1 < i < n,
schreibe d; = ggT(d;, r)d}. Dann gilt

d; ist Einheit in R <= d; | r < i < j/,
also
~ {0} firl<i<y

r-R/d;R= R/d;R g
2 {0} firj <i<n.
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Insbesondere folgt

rM=r-R/tR x -7 R/d,R= R/d\R x --- x R/d,R
gR/d;/Rx X R/d,R.

Laut Lemma [3.9.2| hat der letzte R-Modul kein Erzeugendensystem mit weni-
ger als n — j' +1>n — j + 1 Elementen.

Da d;R eindeutig durch bestimmt ist, ist d; bis auf Multiplikation
mit Einheiten eindeutig bestimmt. O

Definition 3.9.5. Die bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimm-
ten Elemente dq,...,d; aus Satz heifsen die Elementarteiler von M.
(Manche Autoren nennen diese Elemente auch die invarianten Faktoren von

Bemerkung 3.9.6.
1. Fiir M wie im Satz[3.9.4] gilt T(M) = R/diR x --- x R/d;R.
2. M ist torsionsfrei < 1 =0
3. M st Torsionsmodul < r =0

Korollar 3.9.7 (Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen).
Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutig bestimmite
r,l € Ng und dy,...,d €N, mit dy > 1 und dy | da | --- | dj, sodass

G2Z/A\Z X - XZL|/d)Zx 7"

Die Gruppe G ist genau dann endlich, wenn r = 0. In diesem Fall gilt |G| =
dy---d.

Beispiel 3.9.8. Jede Abelsche Gruppe mit 12 Elementen ist isomorph zu
Z.J127 oder Z./27 x 7./ 6.

In der Tat sind (12) und (2,6) die einzigen Mdglichkeiten fir (di,...,d;) mit
dl > 1} dl | | dl Unddldl = 12.

Bemerkung 3.9.9. Sei R ein Hauptidealbereich.

1. R-Moduln mit einem einelementigen Erzeugendensystem werden zykli-
sche R-Moduln genannt. Sie sind isomorph zu R/d;R fiir ein d; € R.
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2. Die Darstellung von M im Satz[3.9.]) stellt M als Produkt von méglichst
wenigen zyklischen R-Moduln dar.

3. Seid = pit---pir eine Zerlegung von d in irreduzible Elemente, wobei
piR # p;R fir i # j (das heifit, p; und p; unterscheiden sich nicht nur
durch Multiplikation mit einer Einheit). Dann gilt p;'R + pjj R = R,
denn wenn p§'R +p§jR = rR, dann folgt r | p;’ und r | pjj, also ist
r wegen der Findeutigkeit der Faktorisierung in R eine FEinheit, und
rR = R. Nach dem Chinesischen Restsatz gibt es einen Isomorphismus
von Ringen

R/dR — R/p{'"R x -+~ X R/pi"R
z+dRw— (x+p{'R,...,x + pi"R).
Dieser ist auch ein Isomorphismus von R-Moduln.

Korollar 3.9.10. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeug-
ter R-Torsionsmodul. Sei P ein Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen
irreduzibler Elemente in R. Dann gibt es (bis auf Reihenfolge) eindeutige
P1,.-.,Pn € P und e;; €N, sodass

M=][T] R/ R
i=1j=1
Beweis. Seien dy, ..., d; die Elementarteiler von M. Dann gilt
M = R/le X oo X R/le.

Durch Multiplikation mit Einheiten kann man erreichen, dass jedes d; ein
Produkt von Elementen aus P ist. Wende nun Punkt 3. der Bemerkung auf
alle Elementarteiler dy, ..., d, an. O

Definition 3.9.11. Die Potenzen pf” von irreduziblen Elementen in Korollar
3.9.10 heiflen die invarianten Faktoren von M.

Im Fall R = 7Z wdhlen wir immer
P ={p|p Primzahl },
die invarianten Foktoren sind also Primzahlpotenzen.

Beispiel 3.9.12. Wir berechnen die Elementarteiler und invarianten Faktoren
des Z-Moduls M = Z/16Z x Z/63Z x Z/147Z.
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Da63=9-7und 14 =27, folgt aus dem Chinesischen Restsatz, dass

M = Z/16Z x ZJ9Z x Z/TZ x 727 x 7./ TZ.
=7)27 X ZJ16Z x L)L x L]TL X L] TZ.

Die invarianten Faktoren sind also die Primzahlpotenzen 2,16,9,7,7. Diese
lassen sich eindeutig zu den Elementarteilern dy,...,d; mit dy | --- | d; kom-
binieren: die hochsten Potenzen aller vorkommenden Primzahlen ergeben dj,
die zweithochsten dj_1, und so weiter. Wir erhalten

dy=16-9-7=1008 und d, =2 -7 = 14,
also sind 14,1008 die Elementarteiler, und
M = 7,/147 x 7,/1008Z.

Bemerkung 3.9.13. Die Zerlegung in invariante Faktoren M =[], ; R/p;”R
stellt R als Produkt von moglichst vielen zyklischen R-Moduln dar.
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