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Aufgabe 1. [6 Punkte]
Geben Sie für jede der folgenden Aussagen an, ob sie wahr oder falsch ist. Eine Begründung
ist nicht notwendig.

(a) Sei V ein n-dimensionaler Euklidischer Raum. Dann ist das innere Produkt auf V als
Bilinearform äquivalent zum Standardskalarprodukt auf Rn.

o wahr o falsch [1 Punkt]

(b) Sei n = p2 für eine Primzahl p. Dann ist jede abelsche Gruppe mit n Elementen isomorph
zu Z/nZ.

o wahr o falsch [1 Punkt]

(c) Jede Bilinearform auf R2 ist entweder positiv definit, oder negativ definit, oder degeneriert.

o wahr o falsch [1 Punkt]

(d) Jedes Ideal im Ring Z/3Z× Z/7Z ist ein Hauptideal.

o wahr o falsch [1 Punkt]

(e) Sei p eine Primzahl. Dann ist jeder (Z/pZ)-Modul torsionsfrei.

o wahr o falsch [1 Punkt]

(f) Der Z-Modul 〈(0, 2), (3, 0), (1, 1)〉 ⊂ Z2 ist nicht frei.

o wahr o falsch [1 Punkt]
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Aufgabe 2. [6 Punkte]
Gegeben sei ein 3-dimensionaler Euklidischer Raum V mit Orthonormalbasis B = {v1, v2, v3},
und ein Endomorphismus L : V → V , mit

[L]B =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 .

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von V , die aus Eigenvektoren von L besteht.
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Aufgabe 3. [7 Punkte]
Sei V ein endlich-dimensionaler unitärer Raum und L : V → V ein Endomorphismus.

(a) Zeigen Sie, dass V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von L ◦ L∗ hat. [2 Punkte]

(b) Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte von L ◦ L∗ nicht-negative reelle Zahlen sind. [2 Punkte]

(c) Sei L selbstadjungiert und alle Eigenwerte von L seien nicht-negative reelle Zahlen. Zeigen
Sie, dass es dann einen Endomorphismus L1 : V → V gibt, sodass L = L1 ◦ L∗

1. [3 Punkte]
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Aufgabe 4. [7 Punkte]
Auf R3 sei die quadratische Form

Q(x, y, z) = x2 + 2xy + y2 − 6xz − 4yz + 9z2

gegeben.

(a) Sei E die Standardbasis von R3. Bestimmen Sie [βQ]E. [1 Punkt]

(b) Ist Q nichtdegeneriert? (mit Begründung) [2 Punkte]

(c) Definiert βQ ein inneres Produkt auf R3? (mit Begründung) [2 Punkte]

(d) Zu welchen der folgenden quadratischen Formen auf R3 ist Q äquivalent?
(mit Begründung)

Q1(x, y, z) = x2 − y2 − z2

Q2(x, y, z) = x2 − y2 + 2z2

Q3(x, y, z) = x2 − y2

Q4(x, y, z) = x2 + y2 − z2

[2 Punkte]
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Aufgabe 5. [6 Punkte]

(a) Definieren Sie folgende Begriffe:

(i) Maximales Ideal [1 Punkt]

(ii) Euklidischer Ring [1 Punkt]

(b) Zeigen Sie: Seien R-Moduln M1,M2 und Untermoduln N1 ⊂M1, N2 ⊂M2 gegeben. Dann
ist N1 ×N2 ein Untermodul von M1 ×M2, und

(M1 ×M2)/(N1 ×N2) ∼= M1/N1 ×M2/N2.

[2 Punkte]

(c) Bestimmen Sie die invarianten Faktoren und Elementarteiler der abelschen Gruppe

Z/12Z× Z/9Z× Z/2Z.

[2 Punkte]
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