
Lineare Algebra II – 9. Übungsblatt

(Abgabe bis 21.6.2016)

1. Sei R ein Ring. Sei M(n, n;R) die Menge der (n × n)-Matrizen (aij)1≤i,j≤n, mit
aij ∈ R. Zeigen Sie:

(a) M(n, n;R) bildet mit der (für Körper bereits bekannten) Addition und Multi-
plikation von Matrizen einen Ring.

(b) Wenn R ein Ring mit Eins ist, dann auch M(n, n;R).

(c) Sei n ≥ 2 und R ein Ring mit Eins. Wenn M(n, n;R) kommutativ ist, dann
folgt R = {0}.

(3 Punkte)

2. (a) Sei K ein Körper. Zeigen Sie, dass jedes Ideal im Polynomring K[X] ein Haupt-
ideal ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge

(2, X) = 2Z[X] + XZ[X] = {
n∑

i=0

aiX
i | n ∈ N0, ai ∈ Z, 2 | a0} ⊂ Z[X]

ein Ideal im Polynomring Z[X] ist.

(c) Zeigen Sie, dass (2, X) kein Hauptideal in Z[X] ist.

(3 Punkte)

3. Sei K ein Körper und 0 6= f ∈ K[X] ein Polynom.

(a) Zeigen Sie, dass der Ring K[X]/(fK[X]) ein K-Vektorraum der Dimension
grad f ist.

(b) f heißt irreduzibel, wenn grad f > 0 und für g, h ∈ K[X] gilt

f = g · h⇒ grad g = 0 oder gradh = 0.

Zeigen Sie, dass f genau dann irreduzibel ist, wenn K[X]/(fK[X]) ein Körper
ist.

(3 Punkte)

4. Sei R ein Ring und A,B,C Ideale von R. Wir definieren

A+B := {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}, AB := {a1b1 + · · ·+ anbn | n ∈ N, ai ∈ A, bi ∈ B}.

Zeigen Sie:



(a) A + B und AB sind Ideale von R,

(b) A + (B + C) = (A + B) + C,

(c) A(BC) = (AB)C,

(d) A(B + C) = AB + AC und (A + B)C = AC + BC.

(3 Punkte)
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